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С У З  Б О Ш И

Китобхоп эътиборига хавола килинаётган мазкур «Олин 
математика» дарслигпнинг иккинчи жилдига ^агорлар, Фурье 
алмаштиришлари, каррали интеграллар, эгри чизикли ва сирт 
интеграллари, векторлар анализи, математик физика тенглама- 
лари, эхтимоллик назарияси ва математик статистика, асосий 
сонли усуллар киритилган.

Мустакил ечиш учун тавсия этилган маш^ларнинг тартиб 
ракамлари 9— 12- бобларда Г. Н. Берманнинг «Сборник задач 
по курсу математического анализа», М., Наука, 1985 китоби- 
дан, 14- бобда эса «Сборник задач по математике для втузов. 
Теория вероятностей и математическая статистика» (под ред. 
А. В. Ефимова), М., 1990 китобидап курсатилган.'

Д арсликнинг иккинчи жилдини ёзишда хам олий укув юрт* 
ларипинг мухандис-техник ва кишлоц хужалик мутахассисл;!к- 
лари учун математик фапларнпнг амалдаги «Дастур» ида тав
сия килинган асосий ва кушимча адабиётлардан хамда узбек 
тилида чоп этилган дарслик ва укув кулланмдларидан кенг 
фойдаланилди.

М азкур дарсликни «Олий математика мисол ва масалалар- 
да» учинчи жилди ва олий математика фанинипг кенгаптирнл- 
ган маълум кисмларн (чизикли алгебра элементлари, хакикий 
узгарувчининг вектор ва комплекс функцпялари, дифференциал 
тенгламалар назарияси элементлари, Фурье каторлари, пара- 
метрга боглик булган интеграллар, Фурье алмаштиришлари, 
майдон назарияси, комплекс узгарувчили функция назарияси, 
операциоп хисоб, математик физика тенгламалари, асосий хн- 
соблаш усуллари, эхтимоллик назарияси, математик статистика 
элементлари, дискрет математика асослари, оитималлаштириш 
усуллари, операцпялар тахлилн)ни уз ичига олган «Олий мате- 
матпкадан махсус м аърузалар» хамда «Мухандислик масала- 
рини математик моделлаш ва ЭХМда ^псоблаш усуллари» 
кисмларндан иборат туртинчп ва бешинчн жнлдлари билан тул- 
дирпш кузда тутилган.

М уаллиф дарсликнинг ушбу жилдини тузишда ва унга кп-
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рптилган айрим кисмларини ёзишда берган масла^атлари ва 
ёрдам лари учун Тошкент меъморчилик-^урилиш институти 
«Олий ва амалнй математика» кафедраси у^итувчиларига, 
алохида доцент Э. Л. Айрапетовага, холисона та^риз, тан^ид, 
уни ёзишда йул куйилган камчиликларни курсатганлари учун 
Ургенч давлат  университети профессори, физика-математика 
фанлари доктори Ш. Норпмовга, Тошкент ^ишло^ хужалигини 
ирригациялаш ва механизациялаш му^андислари институти 
«Олий математика» кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Фай- 
зибоевга, Тошкент кимё-техпология институти «Олий м атем а
тика» кафедраси у к итУВЧГ1л а Рига ва унинг мудири, доцент
Н. С. Ра^имовага, тахрир х а йъатининг аъзолари доцентлар 
А. Омонов, М. Ж ураев , Н. М. ^усанбоев, А. А. ^ам дам овларга  
уз миннатдорчилигини билдиради.

Айникса, дарсликнинг «Эхтимоллик назарияси ва математик 
статистика» бобини ёзишда доцентлар Ё. М. ^усанбоев ва 
А. Омоновларнинг беминнат ёрдамларини муаллиф эътироф 
этишни узининг бурчи деб билади.

Д арсли к  сифати ва мазмунини янада такомиллаштириш га 
каратилган  тан^идий фикр ва муло.\азалар билдирган урто^лар- 
га муаллиф олдиндан уз ташаккурини билдиради.



9- б о б

КАТОРЛАР. ФУРЬЕ АЛМАШТИРИШЛАРИ  

1-§. Сонли каторлар. Каторнинг якинлашиши ва йигиндиси

Чексиз цаторлар математик анализнинг му^им цисмлари- 
дан биридир. Улардан функциялар кийматларини такрибий 
хисоблашлар, ингеграллар кийматларини хисоблашлар билан 
боглиц булган хар хил амалий м асалаларни ечишда кенг фой
даланилади.

Чексиз каторлар билан боглик асосий тушунчаларни ка- 
рашга киришамиз.

Элементлари сонлар (хакикий ёки комплекс) ёки функция
лар булган

ифода чексиз катор ёки тугридан-тугри цатор дейилади. ( 1.1) 
каторни белгилаш учун бундай ёзувдан фойдаланилади:

и2, «3, . . ип, . . . кетма-кетликнинг элементлари каторнинг 
%адлари дейилади.

Агар цаторнинг хадлари сонлардан (функциялардан) ибо
рат булса, цатор сонли цатор (ф ункционал к^атор) дейилади; к а 
торнинг /г-хадини унинг у  м умий \а д и  дейилади.

1- м ис о л. Ушбу у  +  ^ - 4 - — - г . . .  катор сонли ка-

1 * ,  тордир, унинг у мумии хади — га тенг; бу каторни кискача оундаи

чексиз кетма-кетликни цараимиз.
1 -т а ъ р и ф .  Ушбу

111 "г и2 -f- иъ -г  . . . -j- ип ~т . . ^ (1.1)

V uп

п
сс

езиш мумкин
jm U  п
п— 1



„ лг ^  sinjc , s in 2 x  , si пЗ л: , s i rm x  ,
2- м и с о л. У ш б у ---------1----------- 1----------- г  • • ■ -1------------- г  • - • ка-

1-2  2 - 3  ' 3 -4  п ( п  т-1)
sinHXтор функционал каторднр, унинг умумии хади и — ---------  га тенг,

п (п-\-1)
сс

-  -  .. sirm.v бу каторни циска бундан езиш мумкин: ^ ----------
я= 1

Хозирча сонли каторларни караш билан чекланамиз, функционал 
каторларни эса 13- § дан бошлаб караймиз.

Хар бир катор учун цуйиладиган асосий сапол бу унинг 
якинлашиши масаласидир.

2- т а ъ  р и ф. (1.1) к а т о р  д а с т л а б к и  п та  х а д и н и п г  йирин- 
дн си

S n — и, -f- и., -f- и3 -j--. . . -f- ur

шу каторнинг n- хусусий йигиндиси дейилади. Шу хусусий 
йиf h ндиларни карай м и з:

5 г =  Wj,
S  ., =  и у — и.ъ

S п =  и { -г  и., — . . . — и . .

Равшанки, хусусий йш-индилар S :, S 2, . . S r, . . . чексиз сснли 
кетма-кетликни хосил килади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар ( 1. 1) каторнинг хусусий йигиндиларидан иборат 
кетма- кетлик S lt S 2, . . . , S n, . . . чекли лимитга эга булса, бу катор 
якинлашувчи цатор дейилади. Бу лнмитнинг киймати 5  =  lim S n

П —*00
(1.1) каторнинг йигиндиси дейилади. Бу холда бундай ёзилади:

S =  их ~  Uo -г и3 -г . . .4 -  ип -г  . . . =  V
л = 1

4 - т а ъ  р и ф. Агар (1.1) каторнинг хусусий йигиндилари 
кетма-кетлиги чекли лимитга эга булмаса, бу катор узоцлаш ув- 
чи катор дейилади.

Сонли каторлар назариясннинг мазмуни каторнинг я^ин- 
лашувчи ёки узоклашувчи эканлигини аниклаш ва яцинлашув- 
чи каторлар  йириндисини  хисоблашдан иборат.

Энг содда ‘мисол сифатида геометрик прогрессияни царай- 
мкз,

2-§ . Геомет.рик прогрессия

Чексиз геометрик прогрессия
a - f  aq +  ctq- +  . . . -г  aqn~ 1 - f  . . . 

энг содда, энг куп учрайдиган цаторлардан биридир. Бунда а —
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прогрессиянинг биринчи хади, q эса прогрессиянинг махраж и 
дейилади.

Прогрессия дастлабки п та хадининг йигиндиси S n куйида- 
гига тенг:

<-> __ а — aqn

П 1 — <7
бунда g нинг мумкин булган кийматларини караймиз:

1) Агар | q | <  1 булса, у холда lim qn — 0 ва шунинг учун
П.—>С0

1 • С ] • а — aqn аJim S t ? =  lim ------- — =  ------ .п-+,с л-** 1 — 9 1 — я
Шундай р^илиб, | q j <  1 да чексиз геометрик прогрессия йигиндиси

5  = 1 — q

булган якинлашувчи катор хосил килади.
2) Агар |<7| >  1 булса, у холда lim qn =- -о ва шунинг учун

Л - »  СО

Т  О  1 • аJim i  =  Jim ------- — =  ос.

Шундай килиб, | q | >  1 да чексиз геометрик прогрессия узоклашувчи 
цатор хосил килади.

3) Агар q =  1 булса, у холда

^атор хосил булади, бу каторнинг п- хусусий йигиндиси S n ~  п ■ а бу
лади.

Равшанки,
lim S n =  lim а-п  =  оо,
П— * Сс

яъни 1̂ атор узо!\лашади.
4) Агар q = — 1 булса, у холда

СI —  Q С1 —  . . .

цатор хосил булади. Ж уф т  п номерли хар кандай хусусий йи- 
гинди Sn нолга тенг, ток п номерли хусусий йигинди Sn  эса 
а га тенг. Шундай килиб, бу холда хусусий йигиндилар кетма- 
кетлиги тебранувчи булиб, хеч кандай лимитга интилмайди, шу 
сабабли

а — а-'г а — . . .
цатор узоклашувчи.

Шундай килиб, чексиз геометрик прогрессия j q \ <  1 да якинла- 
шувчи ва | ^ |  >  1 да узоклашувчи катор экан.
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Биз каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эканини як;ин- 
лашншнинг таърифидан ва п- хусусий йигиндинииг маълум 
формуласидан фойдаланиб аникладик. Аммо хар доим ^ам Sn 
учун ва демак, S n нинг лимити учун хам ихчам формула топиб 
булавермайди. Шу сабабли цатор якинлашишини якинлашиш- 
нинг баъзи белгилари (аломатлари) дан фойдаланиб аншулаш 
мухимдир.

3- §. Катор я^инлашишининг зарурий шарти

Катор яцинлашишининг зарурий шартини цараймиз, яъни 
шундай шартни аницлаймизки, бу шарт баж арилм аганда цатор 
узоклашади.

Т е о р е м а .  Агар к^атор яки н ла ш увчи  булса, у \о л д а  $а- 
торнинг у  мумий %ади п чексиз усганда нолга интилади. 

И с б о т и .  Ушбу

Щ +  «2 +  . . . -г  ип - f  . . . 

катор якинлашувчи, яъни lim S n — 5  лимит мавжуд булсин, бунда
/I—

5  — каторнинг йигиндиси (чекли сон). Аммо бу холда
lim =  S,
П-цо

чунки п —>■ оо да (п — 1) оо.
Каторнинг умумий хади ип ни хусусий йипшдилар S n ва 5 П_, 

билак ифодалаймиз. Равшанки,
и =  S — 5' ,.п п п—Г

Катор умумий хадининг лимитини хисоблаймиз:
lim ип =  lim (S n — S n_,) =  lim S n — lim S n_ { =  0 .

>oo П—> эо П- v у: П—+У2

Шундай цилиб, агар катор якинлашувчи булса, у холда lim ип =  0 .
п —►СО

Шуни исботлаш талаб килинган эди.
Н а т и ж а .  Агар каторнинг умумий хади п-*~оо да нолга интил- 

маса, у холда катор узоклашади.
Масалан,

1  -}- 1 +  - +  ' п
3 5 7 2,ч -г  I

1\атор узоклашувчи, чунки

lim ип =  lim —- — = 7- ^ 0 .
ti-+ оэ 2П I  2

lim ип =  0 тенглик уринли буладиган ^ар кандай катор ,\ам яцин-
П-*-л

лашувчи булавермайди. Бу шартнинг бажарилиши катор яцинлашув- 
чи булиши учун зарурий, аммо етарли шарт эмас, яъни цатор уму
мий хадининг нолга интилиши билан каторнинг якинлашувчи эканлиги



келиб чикавермайди, катор узоклашувчи булиши хам мумкин. Маса
лан, гармоник катор деб аталувчи

l + j  +  j  +  .2 3 п

катер учун lim ип — lim — = 0  булишига карамай у якинлашувчи
И— Я—* со ^

эмаслигини исботлаймиз. Гармоник каторнинг дастлабки бир неча ха- 
дини куйидагидек гурухлаб ёзамиз:

2 \ 3 4 /  \ 5 6 7 8 /

4 - 1 ~L j__ !__ !__ !__ |__ !__ (__ !__ I__ !__ j__ L j __ 4 .
( 9 10 1 11 12 13 14 15 16 j

Хар канси кавс ичидаги кушилувчиларни уларнинг кичиги билан ал-
ма шт I [ра-миз. Натижа да

1 4_ 1  +  ( 1  +  Г )  + 11  +  1  4_ _L + 1 \  +
2 V 4 4 ) \  8 8 8 8 ]

V 16 16 16 16 16 16 16 16 J
га эга буламиз.

Хар кайси кавс ичидаги ^ушилувчилар йигиндиси кичик- 
лашди ва 1/2 га тенг булди. Охирги катор чексиз куп цавслар- 
га эга булганлиги сабабли уларнинг йигиндиси чексизликка 
интилади. Демак, гармоник каторнинг йигиндиси албатта чек
сизликка интилади. Шундай ^илиб, биз гармоник цаторнинг 
узоклашувчи эканлигини исботладик.

4-§. Каторлар устида содда амаллар бажариш: сонга 
купаитириш, кушиш ва айириш

Каторлар устида ам аллар  бажаришнинг баъзи коидалари 
билан танишамиз.

1 - т е о р е м а  (цаторни сонга купайтириш хасида) .  Агар
ul Н- и2 +  . . . +  ип +  . . . (4.1)

цатор якинлаш увчи  булиб, унинг  йигиндиси S  га тенг булса,
у  у^олда

к и { - \-Х и 2 - \ - . . . Xun Jr  . . . (4.2)

^атор %ам якинлаш увчи  булади  ва унинг йигиндиси X S га тенг 
булади, бунда  Я — тайин сон.

И с б о т и .  (4.1) ва (4.2) каторларнинг п- хусусий йигиндиларини 
мос равишда S n ва ст., билан белгилаймиз. У холда ^уйидагига эга
буламиз:

з п =  Я-их -J- Я,и2 -f- . . . +  Xип — X (иг +  «2 +  . . . + -^ п) =  k - S n, 
бундан:



lim On — lim(A,-Sn) =  A,-lim5« = ’K-S.
ft *C0 ft >cc ft ^co

Шундай килиб, (4.2) катор якинлашувчи, унинг йигиндиси X S  га 
тенг. Теорема исботланди.

2- т е о р е м а  (каторларни кушиш хасида). Агар

Щ + « 2 +  • • ■ +  ип +  . . ., (4.3)

и, -г  v.2 +  . . . +  vn -t- . . . (4.4)

каторлар якинлашувчи ва уларнинг йигиндилари мос раеишда s 
ва S  га тенг булса, у  холда

iui 4- ^i) +  («2 "г v.2) +  . . . +  («„ - f  vn) +  . . . (4-5)

катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси s 4- S га тенг була
ди.

И с б о т и .  (4.3), (4.4) ва (4 5) цаторларнинг п- хусусии нигииди- 
ларини мос равишда sn, S n ва оп деб белгилаймиз. У холда

оп =  (и, +  и,) +  (и, • -  v.2) • • • +  (ип -г  vn) =  sn 4- S lV

Бундан:
lim оп =  lim (sn +  S n) --= lim sn +  lim S n — s +  5.
T l—*cO t l--* oo t l—►oO f t— С

Шундай килиб, (4.5) катор якинлашувчи ва унинг йигиндиси s - j - S  
га тенг.

3 - т е о р е м а  (каторларни айириш хасида). Агар

w, 4 -  и.} 4 -  и 3 - г  • • • +  ип 4 -  . . ., (4.6)

c'l т У о + У з т - . - т ^ т . . .  (4.7)

каторлар якинлашувчи ва уларнинг йигиндиси мос равишда s ва S  
га тенг булса, у ,\олда

{ux —  vJ  +  (и, — и2) +  . . . +  (ип — vn) -г • • - (4.8)

катор .\ам якинлашувчи ва унинг йигиндиси s — S  га тенг була
ди.

И с б о т и .  (4.7) каторнинг хар бир ^адини — 1 га купаптирамиз 
(1-теоремага кура бу к^атор якинлашувчи ва унинг йигиндиси — 5  га 
тенг булади). Уни (4.6) катор хадлари билан кушамиз ва (4.8) каторга 
эга буламиз:

(и, —  Vy) +  { и ,  —  и2) - г  • • • - г  ( и п —  v n) +  . .

бу катор 2-теоремага кура якинлашувчи ва унинг йигиндиси 6 — 5  
га тенг. Теорема исботланди.

Юкоридаги теоремалардан куйидаги натижа келиб чикади.
Агар^

и ] ~Г U2 ~r .

v 1 +  V2 4 -  . . . 4 -  v n +  . • .
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каторлар якинлашувчи ва уларнинг йигиндилари мос равишда s ва 5
га тенг булса, у холда

(гк uL -j- j.1 t»j) +  (A, u2 +  v2) ~b • . . +  (X un +  [x vn) -p . . .

катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси га тенг, бун
да к, (-1— тайин сонлар.

Шундай килиб, якинлашувчи каторларни хадлаб кушиш, 
айириш ва узгармас сонга купайтириш мумкин экан.

Яна битта мухим теоремани исботлаймиз.
4- т е о р е м а. Агар цатор якинлаш увчи  булса, у  холда бе

рилган ^аторга чекли сондаги цадларни цуш иш ёки унда чек
ли  сондаги хадларни ташлаб юборишдан хосил булган катор 
.\ам якинлаш увчи  булади.

И с б о т и . Ушбу

U\ “Ь U2 Un~r  ' ' ' (4-6)
катор якинлашувчи, унинг йигиндиси 5  га тенг булсин. (4.6) цатор 
дастлабки п та хадининг йипшдисини S n билан белгилаймиз, k (k < n ) 
та ташлаб юборилган хадлар йигиндисини S k билан, колган п — k та 
хадлар йигиндисини an_ k билан белгилаймиз. Демак, S n — S k +  crn_ fc. 
бунда S k — п га бог лиц булмаган чекли сон, шу сабабли:

lim S n =  lim (S k +  on_ k) =  lim S k +  lim on_ k.
П—>■ ЗС 11—> cc n —*30 tl'—y 00

Бундан:
lim S„ =  S k +  lim an_ k.
tl —► оо 11— >00

Шундай килиб, агар lim S n мавжуд булса (яъни берилган катор
П-*оО

якинлашувчи булса), у холда lim on_ k хам мавжуд булади (яъни хар
Л-> ос

цанча чекли сондаги хадларни ташлаб юборишдан хосил килинган 
катор хам якинлашади). Чекли сондаги хадларни кушишдан хосил 
булган каторнинг якинлашувчи булиши юкоридагидек курсатилади. 
Теорема исботланди.

5- §. Мусбат хадли каторлар

Хамма хадлари бир хил ишорали булган каторлар узгармас 
ишоралн цаторлар дейилади. Аниклик учун биз мусбат хадли 
каторларни цараймиз.

Шуни цайд киламизки, мусбат ишорали каторда барча п >  1 лар 
учун S n >  S n теигсизлик уринли, яъни хусусий йигиндилар усувчи 
кетма- кетлик хосил килади. Бундай холда п ->- оо да иккита имкони- 
ят мавжуд булади: ё хусусий йигиндилар S n- > - f - оо ва бу ^олда 
катор узоклашади, ёки хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланган 
ва бу холда лимит мавжуд булади, демак цатор якинлашувчи.

Шундай килиб, мусбат ишорали катор ларнинг яцинлашишини ис-
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ботлашда S n хусусий йигиндилар кетма- кетлигининг чегараланган 
эканини ави^лашнинг узи етарлидир. Мусбат ишорали каторлар яцин" 
лашувчи булишинииг хар хил аломатларини, яъни S n учун формула 
чикармай ва S n нинг лимитини хисобламай туриб каторнинг якинла
шувчи ёки узоклашувчи эканини аниклаш имконини берадиган усул- 
ларни урганамиз.

6-§. Такдослаш теоремалари

Мусбат ишорали иккита

«1 +  и2 +  . . . 4" ип • •' • » (6-1)

Uj +  v2 +  . . . 4 - vn +  . ■ • (6 .2)

каторга эга булайлик. Булар учун куйидаги теоргмалар уринли.
1-т е о р е м а  (я^инлашувчанликнинг етарли шартп). А гар

(6 .1) цаторнинг %адлари  (6 .2 ) цаторнинг мос хадларидан катта 
булмаса, яъни

ип <  vn (n =  1, 2, 3, . .  .) (6.3)

булса  ва (6.2 ) ц,атор яки н ла ш увчи  булса, у  .\олда  (6. 1) катор 
%ам якинлаш увчи  булади.

И с б о т и .  (6.1) ва (6.2) каторлар п- хусусий йигиндиларинн мос 
равишда S n ва оп билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардан S rl <  оп 
эканлиги келиб чикади. (6 .2) катор якинлашувчи экаилиги туфайли 
lim оп—о  мавжуд. Бунда каторниннг хадлари мусбат ишорали булга-
tl—> сю
ни учун сгп< а  тенгсизлик уринли, демак, S n<.o. Шундай килиб, (6.1) 
мусбат хадли цатор хусусий йигиндилари кетма-’кетлиги чеггралан- 
ган ва демак, бу ^атОр якинлашувчи. Шу билан бирга бу катор 
йигиндиси (6 .2) катор йигиндисидан катта булмайди.

2 - т е о р е м а  (узо^лашувчанликнинг етарли шарти). Агар
(6 .2 ) цаторнинг уадлари  (6. 1) цаторнинг мос хадларидан ки 
чик булмаса, яъни

un < v n { п = \ ,  2, 3, . . .) (6.3)

булса ва (6 .1) катор узоклашувчи булса, у  холда (6 .2) катор щ м  
узоклаш увчидир.

Й с б о т и . ’ (6 . 1) ва (6 .2) каторларнинг п- хусусий йигиндиларинн 
мос равишда S n ва оп билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардан 
а п >  экани келиб чикади. (6 . 1) катор узоклашувчи ва унинг хусу
сий йигиндилари ортиб боргани сабабли lim S n =  оо. Бу холда lim ап=

П - * о о  П.—> со

=  оо. Демак, (6.2) катор узоклашувчи. Теорема исботланди
И ккала  теорема (6.3) тенгсизликлар барча п лар учун 

эмас, балки бирор ti = N  дан бошлаб баж арилса х ам урннли 
булаверади. Бу шу бобнинг 4- § идаги 4 - теоремадан куриниб 
турибди.
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И ккала теоремани ^исцача бундай ифодалаш мумкин: ки
чик булмаган хадли цаторнинг яцинлашувчанлигидан катта 
булмаган хадли каторнинг яцинлашувчанлиги келиб чикади, 
катта булмаган хадли ^аторнинг узоклашувчанлигидан кичик 
булмаган хадли каторнинг узоцлашувчанлиги келиб чикади.

1- м и с о л. Ушбу

2 1 9 2 1 / 2 3  1 / 9 \л

3 2 1 з ; з V з ) п \  з ; 
кагор жчинлашувчи, чунки бу ^аторнинг хадлари

каторнинг мос хадларидан катта эмас. Охирги цатор яцинла- 
шувчи, чунки бу каторнинг хадлари махражи q = 2/3 га тенг, 
йипшдиси эса 2 га тенг геометрик прогрессиянн ташкил этади. 
Демак, берйлган катор хам якинлашувчи булади, шу билан 
бирга унинг йигиндиси 2 дан катта булмайди.

2- м и с о л. Ушбу

1 +  + . . .  +  — ! =  + . . .
1 1 1 п

катор узоклашувчи, чунки унинг хадлари, иккинчи хадидан 
бошлаб,

2 3 п

гармоник каторнинг мос хадларидан катта, гармоник катор эса, 
маълумки, узоклашувчидир.

Амалда такцослаш аломатидан куйидаги куринишда фой- 
даланиш энг цулайдир;

3 - т е о р е м а  (таккослашнинг лимит аломати). Агар нисСат-
vn

нинг лимита мавжуд булса ва у  нолга тенг булмаса, яъни  
lim —  =  А > 0  булса , у  холда (6 . 1) ва (6 .2) каторларнинг икка-
п-*ъ
ласи ё якинлашади, ёки узоклашади.

3 - м и с о л .  Ушбу

t g l + t g - i + . . . + t g - L + . . .
2 п

каторни

\ _!_ _1 _!_ _L_ _1 J- 
1 ‘ 2 ................

гармоник катор билан таккослаймиз. •— нисбатни тузамиз ва унинг
Vn

ЛИМИТИНИ ТОПЭМИ31
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1
tg —

lim —  — lim — — =  1 >  0,
П-кх> vn n->x _1_

!l
, 1 1 чунки /2 ->  оо да tg — X —.

n n
Шундай цилиб, берилган катор узоклашувчи, чунки гармо

ник катор узоклашувчи.
4-м и с о л. Ушбу

. 1 . . I , , . 1 sin — г sin ------г . . . — s i n --------. . .
2 22 2п

каторни

катор билан таккослаймиз, охиргн катор якинлашувчи, чунки 
унинг хадлари махражи <7 =  1/2 булган геометрик прогрессия 
ташкил килади.

ип *—  нпсоатни тузамиз ва унинг лимитини топамиз: ;i->  оо да 

sin — х  — булгани учун: lim —  =  lim —  =  1 >  0 . Шундай кн-
2" 2п * - v n 2 ~ п J

либ, берилган катор якинлашувчи.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сонли к;атор деб нимага айтилади? 1\аторнинг умумий л,ади нима?
2. Каторнинг якинлашувчи ва узоклашувчи булиши таърифларини айтинг. 

Каторнинг йигиндиси деб нимага айтилади?
3. Геометрик прогрессия хадларидан тузилган каторнинг яцинлашувчан- 

лигини текширинг.
4. 1\атор якинлашувчи булишининг зарурий шарти нимадан иборат- Бу 

шарт етарли шарт булмаслигини курсатувчи мисол келтиринг.
5. Катор узоклашувчи булишининг энг содда етарли шартини курсатинг.
6. Якинлашувчи каторларни цушиш хакидаги теоремаии исботланг.
7. Якинлашувчи 1\атор хадларини узгармас сонга купайтириш хакидаги 

теоремани исботланг.
8. Каторга чекли сондаги хадларни кушиш ёки унда чекли сондаги хад

ларни ташлаб юборишдан каторнинг якинлашиши узгармаслиги хакидаги 
теоремани исботланг.

9. Мусбат х.адли иккита цаторнн такдослаш хакидаги теоремани ифода
ланг ва уни исботланг.

10. 2727—2759- масалаларни ечинг.

7- §. Д ал ам бер  ва Коши аломатлари

М усбат хадли каторларнинг якинлашиш ва узоклаш иш зло- 
матларпни урганишни давом эттирамиз.

1. Д ал ам бер  аломати
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Т е о р е м а .  Агар

ut -f- U-2 +  и3 -f- . . . тИи +  •■. . (7.1)
мусбат гмторда (п +  \)-хад нинг п-хадга нисбати п -> со да чекли 
I л и м и т а  эга булса, яъни

lim =  / (7.2)
М/1

булса . у холда: а) / <С 1 да катор якинлашади, б) / >  1 cto катор
узоклашади.

И с б о т  и. Лимитнинг таърифидан ва (7.2) муносабатдан ихтиёрий 
£ >  0 сои учун п нинг бирор N  номердан бошлаб барча кийматлари 
учун, бошкача айтганда п >  N  учун

ип- \< е  еки — е < — ------ / < е  (7.3)

тепгсизлик уринли булиши келиб чикади,
/ <  1 ва / >  1 булгандаги иккала холни караймиз.

11 п~  Iа) / <  1 булсин, v холда (7.3) тенгсизликдан — ------ 1 < е  ёки
ип

—— - < /  — е экани келиб чикади. Тепгсизлик барча п >  А" лар учун
ип

бзжар:1лади. / +  е =  q деб белгилаймиз. е ни шундай кичик килиб 
танлаймизки, q нинг киймати I <  1 да 1 дан кичик бу ichh, яъни
О <  с <  1 тенгсизлик бажарилсин ( 1- шакл), демак,

11 п ~ \  „ лч
------<Ч- /.4)

«/2
(7.4) тенгсизликни унга тенг кучли булган

тенгс;:злик билан алмаштирамиз. Охирги тенгсизликни л нинг 
/V дан бошлаб турли кийматлари учун, яъни n ^ N  лар учун 
ёзиб, цуйпдагиларга эга буламиз:

“ лч-l <

UN+  2 <  QUN+l  <  ( 7 -5)

% +3 <  № + 2  <

Иккита к,аторни караймиз. untt
щ  +  и, +  . . . +  uN +  ил,+1 +  . . . - j -------

(7.1) 0 ‘ У ’  
£ / . - - r ^ v + . . .  (7.6)

1-шакл.
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(7.6) цаторнинг хадлари q <  i 
~ L мусбат м ахражли геометрик прог-

— рессия таш кил цилади. Д емак,
(7.6) цатор якинлашади.

(7.5) тенгсизликлар дан (7.1) ца-
2- шакл. торнинг хадлари uN+x дан бошлаб

(7.6) каторнинг мос хадларидан кичик. 
6-§ даги 1-теоремага асосан ва 4-§ даги 4-теоремага асосан берил
ган катор (7.1) якинлашувчи.

б) / > 1  булсин. У холда (7.3) тенгсизликлардан бирор но
мер N  дан бошлаб

Un-\-1 1 ,— 1------I >  — е еки — — >  I — е

эканлиги келиб чицади. /— e = q деб белгилаймиз, е ни шундай 
кичик килиб танлаймизки, натиж ада / >  1 да q нинг катталиги 
1 дан катта булиб колаверсин, яъни I— е =  ^ > 1  (2- шакл)  ва, 
демак,

- п~~] >  q, п >  N. (7.7)

(7.7) тенгсизликни унга тенг кучли

« „ + ! > ? -“л. n > N
теигсизлик билан алмаштирамиз. Бу цаторнинг хадлари (N + 1 )  
номердан бошлаб усишини билдиради, шу сабабли цаторнинг 
умумий ^ади нолга интилмайди. К,атор якинлашишининг зару
рий шарти бажарилмайди, шу сабабли (7.1) цатор узоклашади.

ип ' 11 - э с л а т м а .  Агар lim — — =  оо булса, у холда катор узокла-
n ~ > z c  М п  

U , I
шади, чунки бу холда — -  > 1  ва и , j >  ип, яъни lim ип Ф 0 (ззру-

Un у оо
рий шарт бажарилмайди).

2- э с л а т м а .  Агар lim — мавжуд ва бирга тенг булса ёки
П—>оо

мавжуд булмаса, у холда Даламбер аломати каторнинг якинлашувчи 
ёки узоклашувчи эканини аниклаш имконини бермайди. Бу масалани 
хал килиш учун бошца аломатдан фойдаланиш керак.

1- м и с о л .  куйидаги каторни якинлашувчанликка текширинг:
о 02 93 с>п

Т-----1 тт п "— г  . • • i — - - ! • • •12 22 32 П2
суП 9«+1

Е ч и ш .  Бундан ип =  — , и .пг- . ' * Т ‘ ( п + 1 ) 2 ’

lim ^  =  lim 2П11 -  =  2 lim ( - ? - f  =  2 >  1, 
И-»Эо ип /х-»оо (я -г  1)2,2 п-^со I ' J t I ;
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демак, катор узоклашувчи.
2- м и с о л .  Куйидаги торн и якинлашувчанликка текширинг:

_ L  +  _ J _  +  _ A _  +  +  ?h= 1 j - 
, 2 W 2 ?  ( , 2 7  . (, 2 Г  '

r , ~  2п — 1 2п +  1Ь ч и ш .  Бунда ип =  —-— , и , = ---- —— г,
я (, /Т У  "+1 (, 2У‘-Н

. .  ип + ] (2/1+1) (» 2 ) ” 1 2/1+1 1 ,
l i m ------- =  l i m  ■ _  ,,-x i-------------=  — 3  l im  — -  =  — - <  1,

л-оо lhi * - * > ( / . 2 )  1 1 (2n— l) , 2 л-ч» 2,-г 1 , 2

демак, катор якинлашувчи.
3 - м и с о л .  Куйидаги каторни якинлашувчанликка текширинг:

1 +  +  + + • • ■  +  +  + ■ ■ • 
у 2 у .5 у я

Е ч и ш. Бунда и 1 1п 3_» “/2-f1 3у П \ П +  1

и,.
3 -  у П

и т ------- =  п т  — -  - -  п т
П - *  со U п  Я - *00 |  м - р  1 п ~><Л

У / - ^  =  ! ( / = ! ) .

Каторнинг я^инлашиши хакида Д алам бер  аломати асоси- 
да хулоса чицариш мумкин эмас. Таккослаш аломатини кул- 
лаймиз. Узоклашувчи

1 +  -1 +  1  +  . . . + !  +  ...
2 3 п

гармоник каторнинг хадлари, иккинчи хадидан бошлаб, берил- 
ган цаторнинг мос хадларидан кичик, демак, 6- § нинг 1-теоре- 
масига биноан берйлган катор узоклашувчи.

2. Коши аломати

Т е о р е м а .  Агар мусбат \а д л и
U-y +  Ur, +  Wg +  . . . +  ип +  . . .  ( / .5)

П  /

катор учун у  ип микдор п —̂ оо  да чекли лимитга эга булса, яъни

lim У  ип =  I (7.9)
n~*zс

булса, у  холда
а) / <  1 да катор якинлашади,
б) / >  1 да катор узоклашади.
И с б о т и .  Лимитнинг таърифидан ва (7.9) муносабатдан би

рор N  номердан бошлаб п нинг барча кийматлари учун, яъни 
n ^ N  дан бошлаб

2—2640 1 17
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I у  un — / 1 <  e ёки — e <  У un — I <  e (7.10)

тепгсизлик уринли булади, бунда е> 0  олдиндан танланган ки- 
чнк сон.

П /----
а) / <  1 булсин. У холда (7.10) тепгсизликдан У  ип - К г

ёки У ип < 1  — е эканлиги келиб чикади. Тепгсизлик бирор N  дан 
бошлаб, яъни барча п >  N  лар учун бажарилади. I - f  в =  q деб бел
гилаймиз, & ни шундай кичик килиб танлаймизки, / <  1 да q микдор 
1 дан кичик булиб колаверсин, яъни 0 <  / 4- е =  q <  1, ва демак, 
барча n > N  лар учун

tl /
У  ип <  q ёки un < q n. (7.11)

Иккита каторни караймиз:

их 4~ 4~ • • • 4- 4~ w,y_ui ~r w.v_2 • • •» (7-8)

qK+ q K+' + q ^ +2 +  . . .  (7Л2)
(742) ^атор якинлашувчи, чупки унинг хадлари махражи q <  1 

булган геометрик прогрессия хосил килади*
(7.8) каторнинг хадлари uN дан бошлаб, (7.11) тенгсизликка би- 

носн, (7.12) цаторнинг хадларидан кичик. Демак, (7.8) 1\атор 6-§  да
ги 1- теорема ва 4-§ даги 1- теорема асосида якинлашувчи.

п /
б) / >  1 булсин. (7.10) тепгсизликдан } ип — / > — е ёки

У  иг > 1  — е эканлиги келиб чикади. Тепгсизлик бирор N  дан бош
лаб бажарилади, яъни барча п >  N  лар учун уринли. / — & =  q деб 
белгилаймиз. е ни шундай кичик килиб танлаб оламизки, / >  1 да q 
микдор 1 дан катталигича колаверади, яъни I — е = q >  1 ва демак, 
бирор N  дан бошлаб

п п '
у  ип >  q >  1 ёки У Un >  1.

Аммо каралаётган каторнинг барча хади, их  дан бошлаб, 1 дан кат
та булса, у холда катор узоклашади, чунки унинг умумий хади нол
га интилмайди.

Э с л а т м а. Д алам бер  аломатидаги каби, / = 1  булган хол- 
да Коши аломати кушимча текширишпи талаб  килади.

4- м и с о л. Ку йидаги ^атории яхннлашувчанликка текши- 
ринг:

1 ,. 1 1  Г _!_ ’ ! п V
3 тЫ ‘ *2л 4- 1.

Е ч и ш .  Бунда

( п Y  1- л/Г г  п ! . .и, =  -------  , l i mJ  а =  l im ------- = — <  I.
п 12п ~  1 1 « - »  п-*оа2п+ 1 2

Катор якинлашади. 
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5- м и с о л .  куйидаги каторни якинлашувчанликка текширинг: 

2 1 I 3 \4 / 4 9 . 1 ( п +  1 "\га* ■
Т  ( ? )  I Т I  —  I т - - -

Е ч и ш.  Бунда

п +  1 ’1‘ 1- , 1- , п - \ - \ п, lim l' и — lim —:— I = е >
\ П ' tl п-*-л \ П

1\атор узоклашувчи.
8- §. t^aiop якинлашишининг интеграл аломати

Т е о р е м а .  Агар

И] +  и., ~т . . .  -Г U ~г ■ ■ ■ (8 .1)

цаторнинг хадлари мусбат ва усмайдиган булса, яъни

и, >  и, > . . . > «  >  . . .1 ^  /2 —
булса ва /  (х) функция учун  /  ( 1) =  / (2) =  м2, . . ., /  (/?)■■=--и „ . . .
тенгликлар уринли булса, у холда:

гл
1) ага/? | /  (.v) dx хосмас интеграл якинлашса, катор якинла-

1
шувчи,

2) агар (' /  (х) dx хосмас интеграл узоклашувчи булса, катор
1

узоклашувчи булади.
И с б о т  и. Юкоридан у  — f (х) эгри чизиц билан чегараланган, асос- 

лари х =  1 дан х -•= я гача булгар, бунда /2 — ихтиёрий буту и мус
бат сои, эгри чизикли трапецияни карай миз (3- шакл). Бу трапецняга 
асослари [1, 2], 12, 3], . . ., [п—- 1, п] кесмалардан иборат ички ва таш
ки зинапоясимон туртбурчаклар чизамиз, бунда функциянинг
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u, =  f  (2), U3 =  f  (3), . . Un =  f  (n)

кийматлари ички чизилган туртбурчакларга,
и у =  f  ( 1), и.2 =  f  (2), . . ., ип_ х =  f  ( п —  1)

кийматлари эса ташки чизилган туртбурчакларга баландлик булиб хиз- 
мат килади.«

Куйидаги белгилашларии киритамиз: S n — каторнинг п- хусусий 
йигиндиси, S n — эгри чизикли траиециянпнг юзи, S {1 ч, S T ч — мос ра
впшда ички иа ташки чизилган зииапоясимон шаклларнинг юзлари.

_ П
S n =  и { +  и2 +  . . . -г  ип, S n — \ [ (д) dx  экани рапшан. Шаклдан

'1

5 „., <  s n <  5 , . ,  (8 .2)

эканлиги келиб чикади, бунда

5 „., =>.> +  «3 +  • • • +  =  S „ -  «1.
5 Т.Ч =  “| +  « 2  +  ■ ■ ■ +

Шундай килиб, (8.2) теигсизликин бундай сзиш мумкин:

S n —  ux < S n < S n —  un
ёки

п
s n —  U \ <  I’ /  (*) d x  <  5 ,г —

1
Бундай иккита тенгсизликка эга буламиз:

<  wi +  )' /  (a) dx, (8.3)
1

s n >  и п +  Г f  (*) <*а. ( 8 .4 )
1

П
[ (х) функция мусбат, шу сабабли /г нинг орт и ш и билан |‘ /  (a) dx

i
интеграл \ам  катталашиб боради. Икки хрл булиши мумкин:

со
\) \' f  (a) dx хосмас интеграл якинлашувчи, яъни 

1

I /  (a) dx  =  lim f /  (a) dx  =  /
! ‘I

п
интеграл чекли сонга тенг булсин. У холда [ /  (a) dx <  I  ва (8.3)

i
тенгсизликдан .\ар цандай п да S n <  4 - 1 эканлиги келиб чикади. 
Шундай килиб, бу холда S n хусусий йигиндилар кетма- кетлиги че- 
гаралаиган ва, демак, (8 .1) катор якинлашади.
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2) i' /  (x) dx  хосмас интеграл узоклашувчи булсин, яъни

j' /  (х) dx =  1 i m [ /  (х) dx =  -г оо
] >05 1

булсин. (8.4) тенгсизликдан S n хусусий йигиндилар кетма- кетлиги че- 
гараланмаганлиги келиб чикади вн, демак, (8 .1) катор узоклашади. 

у М и со л .  Умумлашган гармоник катор деб аталувчи

1 Н-------)----------f - . . . -{-------- ]- . . .
2 l> 3 Р пР

каторнинг узоклашувчи ёки якинлашувчи эканини аникланг.
Е ч и ш .  f(x)  функциянинг —  дан иборатлиги равшан, бунда р—

хр
тайинланган сон. Ушбу 

F  dx  _  x ~ p+l

J  х р ~  ~ Р  +  1
lim х 1 р I ; ------ lim (/г1 р — 1), р ф  1

да —  =  \пх

1 —рп-,х 1— р
1
хосмас интегрални хисоблаймиз. Агар р  >  1 булса, у холда lim п х~р=

п ~ > со

00
=  0 ва I —  = ---------- якинлашувчи; агар р  <  1 булса, у холда

J хр р — 1 “
_ 1

50
lim п х~р — оо ва 1 —  dx — узоклашувчи; агар р — 1 б\ллса, у хол- 
П-* QO J х1’

1

=  оо —  узоклашувчи. Шу сабабли умумлашган гар-
Л 1

1
моник катор р >  1 да якинлашувчи ва р  <  1 да узоклашувчи. ,

9-§. Цатор цолдигини интеграл аломат ёрдамида ба^олаш

Якинлашувчи

и\ +  +  (9.1)

каторни цараймиз.
Т а ъ р и ф .  Каторнинг йигиндиси 5  билан унинг я-хусусий йигин

диси S n орасидаги айирма каторнинг п- колдиги дейилади ва R  би
лан белгиланади:
K  =  s ~ s n.

Каторнинг цолдиги ^ам цатор булиб, у берилган (9.1) ца- 
тордан дастлабки п та ^адни таш лаш  натижасида ^осил бу
лади:

К  =  u n-r  1 +  • • • +  и п+ т -Ь  • • •
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Бу катор 4- § даги 4- теоремага кура якинлашувчи, шу теоремага 
кура аксинчасини хам тасдиклаш  мумкин: агар каторнинг цол- 
дири якинлашувчи булса, у холДа катор якинлашувчи булади. 

Катор колдипшинг таърифига кура
lim R n =  О
П-+СС

булиш и  равшан.
Хакикатан хам,

lim Rn — lim (5 — S n) =  S  — lim S n =  S  — 5  =  0 .
/1 —•> сс П —t f1 —*

Шу сабабли етарлича катта п лар учун

такрибий тенгликка эга буламиз, п катталашгани сари бу тенглик- 
нинг аниклиги орта боради. 1\атор йигиндиси 5  ни унинг хусусий йи
гиндиси S  билан алмаштирилгандаги абсолют хато, равшанки, катор 
колдигининг модулига тенг:

Д =  | 5 - Х , 1  =  1й'|.
Шундай килиб, агар катор йириндисини е >  0 гача аникликда то

пиш талаб килинса, у холда шундай п сондаги дастлабки хадлар йи
риндисини олиш керакки, | R n \ <  г тенгсизлик бажарилсин. Шунга ка
рами; I куп холларда биз р п колдикни аник топа олмаймиз. Шу са
бабли колдикнинг модули берйлган е сондан катта булм'айдиган кол- 
дикнинг п номерини кандай топиш кераклигини аниклашимиз керак.

Мусбат ишорали катор ^олдигини интеграл аломат ёрдами- 
да бахолаш хакидаги ушбу теорема айтилган еаволга жавоб 
беради.

Т е о р е м а .  Агар мусбат %адли
-f u2 ~r . . • ~Г Un ~f - . . .

ч

4- шакл.
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катор интеграл аломатнинг талабларига жавоб берса, у  .холда 
унинг колдиги R  куйидаги тенгсизликларни каноатлантиради:

J  / (г) dx  <  Rn <  j  /(.v) dx.
«4-1

И с б о т и. 8- § даги (интеграл аломатдаги) шаклни канта чн- 
замиз ( 4 - шакл) .  Бирор п номерни тайинлаймиз. Юкорпдан 
y = f ( x )  функция графиги билан чегараланган, асоси х = п 
дан х = п + т  гача булган эгри чизикли трапецияни каранмнз. 
8- § дагига ухшаш

п \т

5Н.Ч <  f / (*) d x c S T 4

ёки un V] +  . . . ип+т <  f /  (дг) dx < и п - f  . . . 4- тенгсизликлар-
П

пи тузиш мумкин. Равшанки, охирги тенгсизликни S n, S n Vm, .Ŝ  , 
хусусий йигиндилар оркали ифодалаш мумкин:

Л - р Л Х

<  ( f  М  '■ 5 „+m_1 — s „_i •
П

Бундан куйидаги иккита тенгсизликка эга буламиз:
п 'f-tn п-г-т

i  ( x ) d x < S „ + „ _ ] —  S„_, ва j  f (x) d x >  S n+m- S r,  (9.2)
л л

Якинлашувчи каторлар учун m —̂ oo  да (9.2) тенгсизликлар да ли- 
митга утамиз.

n-r-m
im 1 f  (х) dx — \ /  (х) dx. якинлашувчи,
>сс П П

Игл S =  <S, lim S . m =  S,

(бунда 5  — катор йигиндиси) эканини хисобга олиб (9.2) ни бундай 
ёзиш мумкин:

J f  {х) d x <  S  —  S n_ j,
П

f  f  (x) dx > S  —  S n
П

ёки

j /  (a) dx <  Rn_\,
(9.3)

f  /  (.v) dx  >  R n. 
t l
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(9.3) нинг биринчи тенгсизлигида п ни п +  1 билан алмаштириб,
ушбу

\ f  (a) dx  <  Rn ва I /  (a) dx >  Rn
п—I п

тенгснз; икларга эга буламиз. Бу тенгсизликларпи куш тенгсизлик 
шаклида бирлаштириб,

Г /  (a) dx  <  Rn <  f f  (a) dx
n-j-l ' п

ифодага эга буламиз. Шуни исботлаш талаб килинган эди.
М и с о л .  Ушбу

5 = 1 +  —  +  . . .  +  —  + . . .
23 п3

катор йигиндисини 0,1 гача (яъни е =  0, 1) аникликда топинг.
Е ч и ш .  Якинлашувчи (умумлашган гармоник, р =  3 >  1) 

каторга эгамиз. Каторнинг хадлари монотон камаювчи

/  (.V) =  -VX
функциянинг мос кийматларидан иборат. Шу сабабли кртор- 
нинг п- колдиги

R =  — __ +  — L -  +
п (n+l)* (п+2)3 

учун ушбу бахога эгамиз:

^  12 л*

„ . . I I<  е еки -— <  —  
п 2 я 2 10

тенгсизликни ечиб, 2я2 >  10 ёки п >  ] 5 «  2,24 тенгсизликка эга бу
ламиз. п — 3 деб кабул килами3- Шундай килиб,

23 ' 3:J

Бу кийматни яхлитлаб кат0Р йигиндисикинг такрибий кийматини то
памиз: 5  «  1,2.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Даламбер аломати нимадан иборат? Уни исботланг. Мисоллар келти- 

ринг.
2. Коши аломати нимадан иборат? Уни исботланг. Мисоллар келтнринг.
3. Интеграл аломат нимадан иборат? Уни исботланг.
4. Ушбу



^аторнинг р >  1 да якинлашувчи ва p c i  да узоклашувчи эканини аникланг.
5. Мусбат ^адли каторнинг ^ о л д и р и  интеграл аломат билан i-^андай ба- 

^оланади?
6. 2754—2770- масалаларни ечинг.

10-§. Ишоралари навбатлашувчи цаторлар

Хадларининг ишоралари х а Р хил булган цаторларни урга- 
нишга утамиз. Энг аввал ишоралари навбатлашувчи ц.аторлар 
деб аталувчи каторларга тухталамиз. Бундай каторларда хар бир 
мусбат хаддан кейин манфий хад ва хар бир манфий хаддан 
кейнн мусбат хад келади. Иш оралари навбатлашувчи каторни 
бундай ёзиш мумкин:

uL — и , ~ и 3 —  . . . -Г (— 1)- 1 ип +  . . . =  V  (— 1)«+1 ип,
П~ I

бунда и ь и2, . . .  , ип, . . . — мусбат сонлар.
1. Иш оралари навбатлашувчи цаторлар якинлашишининг 

етарли шартини уз ичига олган цуйидаги теоремани исботлай- 
миз.

1 - т е о р е м а ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  Агар ишорала
ри навбатлашувчи

Uy ----и2 -г  «з ------ . . -г (—  1)*+1 u n Jr  . . . (10.1)

каторда катор хадларининг абсолют кийматлари камсиосчи, яъни
u L >  и2 >  и.л >  . . . >  ип >  . . . ( 10.2)

булса, шу билан бирга ип умумий хад нолга интилса:

lim ип =  0, (10.3)
П —* г о

у холда ( 10.1) катор якинлашувчи булади, шу билан бирга унинг  
йигиндиси биринчи хадидан катта булмайди ва мусбат булади:
0 < S  < u v

И с б о т и .  Олдин жуфт индексли S 2m хусусий йигиндилар кетма- 
кетлигини караймиз, уларни ушбу куринишда ёзамиз:

S 2m ~ (Uy U2) (из U±) -{-•••  "Т" (.U2т_1 ^2т)'

Демак, $ 2щ >  0 ва S 2m хусусий йигиндилар кетма-кетлиги усувчи.
( 10.2) шарт дан ^ар бир цавс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб
чикзди.

Энди S 2m хусусий йигандини бундай кучириб ёзамиз:

S 2/1i Uy (U2 U%) . . . r(^2w—2 l) ^2w
( 10. 1) шарт дан хар бир цавс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
чикади. Шу сабабли бу кавсларни Uy дан айириш натижасида биз их 
дан кичик сонга эга буламиз, яъни

S 2m <  u L.



Шундай килиб, S.2/n хусусий йигиидилар кетма- кетлиги пг билан 
биргаликда усувчи ва юкоридан чегараланган. Демак, у лимитга эга, 
яъни

lim S.2m =  5,
rn —> оо

шу билан бирга 0 <  5  <  их.
Энди ток индексли S 2m~ 1 хусусий йигиидилар хам 5  лимитга ин- 

тилишини исботлаймиз. Хакикатан хам,

■$2т-т-1 ~  S 2nl ~f 
булгани учун m оо да

lim S.2m-rl — lim S.2rn — lim u.2mjrl =  lim S 2m — S
'П—> oo m —k'sD m —

га эга буламиз, бунда (10.3) шартга кура lim u.,,rr , --- 0. Шу билан
t?l — > "'О

биз жуфт п ларда хам, ток п ларда хам lim .Sn =  S  эканини исбот-
И ->оо

ладик. Демак, (10.1) катор якинлашувчи, шу билан бирга унинг йи- 
гиндиси мусбат ва каторнинг биринчи хадидан катта булмайди, яъни

0 <  5  <  uv
2. Катор колдирини бахолаш. Лейбниц теоремаси ишорала- 

ри навбатлашувчи катор цолдигини бахолаш имконини беради.
2- т е о р е м а. А гар  иш оралари навбатлашувчи

и1 — и.2~ - и 3 — . . .  4- (— 1)^ 1 ип -г • • • (Ю.1)

к^атор Л ейбниц  теоремаси шартини цаноатлантирса, у  %олда 
унинг п- цолдиги R п абсолют циймати буйича ташлаб юборил-  
ган хадларнинг биринчисининг модулидан катта булмайди.

И с б о т и .  Иш оралари навбатлашувчи (10.1) цатор Лейбниц 
теоремаси шартларини каноатлантиргани учун у якинлашувчи. 
У холда каторнинг п- колдиги

R n =  =  (“ »+! -  и п -2  +  ■■ )

Нинг узи ишоралари навбатлашувчи каторнинг йигиндиси бу
лади. Лейбниц теоремасига кура бу йигииди абсолют киймат 
буйича катор биринчи хади модулидан катта булмаслиги керак, 
яъни

. (10.4)

булиши керак.
Д емак, каторнинг S йигиндисини S n хусусий йигииди билан 

алмаштириш да йул куйиладиган хато абсолют киймати буйича 
таш лаб юборилган хадларнинг биринчисидан катта булмайди. 
Охирги тенгсизликдан колдикнинг модули берйлган аниклик е 
дан катта булмайдиган п номерни топншда фойдаланилади.

1- м и с о л. Ушбу



каторнинг яцинлашишини текширинг.
Е ч и ш. Каторнинг хадлари абсолют киймати буйича ка- 

майиб боради:
! 1 1 

— >  — >  . . . >  -------  >  . . .
2- 32 (rt-fl)2

ва

lim ип =  lim ------- =  0 .
I-** п->* (/г+1)2

Шу сабабли катор якинлашувчи.
2- м и с о л. 1- мисолдаги цатор йигиндисини t == 0,01 гача 

аникликда топинг. Каторнинг п- колдиги

1 (п-~ 2)2 (п+3)2 
учун ушбу бахога эгамиз:

(п 4- 2)2

Ушбу

тенгсизликни ечио

\ R n\ <  е ёки — 1-----<  —
(п - 2Г- 100

(п +  2)2 >  100 ёки п >  8 
га эга буламиз. п — 9 деб оламиз.

Шундай килиб,

S 9= — — — +  — — . . .  +  —  « 0 ,1 8 2 .
2- 32 42 ' 102

Бу цнйматни юздан бирларгача яхлитлаб, катор йипшдисининг 
такрибий кийматига эга буламиз:

5 «  0,18.

11 - §. Узгарувчан ишорали каторлар

Агар цагорнинг хадлари орасида мусбатлари хам, манфий- 
лари хам булса, у холда бундай катор узгарувчан ишорали ка 
тор дейилади:

Ul +  U-2 +  • • • +  Un +  
бунда и ь и.,, . . . , ип, . . . сонлар мусбат хам, манфий хам булиши 
мумкин ( 10- § дагидан фаркли). Олдинги параграфда куриб утилган 
ишоралари навбатлашувчи каторлар узгарувчан ишорали каторларнинг 
хусусий холидир.

1. Абсолют ва шартли якинлашувчи каторлар. Узгарувчан
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ишорали каторнинг абсолют ва шартли якинлашуви каои му- 
^им тушунчаларни киритамиз.

1- т а ъ  р и ф. Узгарувчан ишорали
и у +  и2 -f- . . . -р « г т* . . . (11-1)

катор хадлари абсолют кийматларндан тузилган

\Uy\ +  \и2\ +  . . . - f  \ип\ +  • .. • (11-2)

катор якинлашувчи булса, ( 11.1) абсолют якинлаш увчи  цатор 
дейилади.

2- т а ъ  р и ф. Агар узгарувчан ишорали (11.1) катор якин ла
шувчи булиб, бу каторнинг хадлари абсолют кийматларндан 
тузилган ( 11.2) катор узоклашувчи булса, у холда берилган 
узгарувчан ишорали ( 11.1) катор шартли ёки ноабсолют яцин-  
ла ш увчи  цатор дейилади.

1- м  и с о л .  Иш оралари навбатлашувчи

1 _ ±  +  - L _ . . .  - f  (—1)'г+1 — 4- . . .
2 .3 п

катор шартли якинлашувчи катордир, чунки у якинлашувчи 
(Лейбниц аломати буйича), унинг хадлари абсолют кийматла- 
ридан тузилган

1 - Г - 4 -  . . .  + т +  . . .

катор эса узоклашувчидир (гармоник катор).
2- м и с о л. И ш оралари навбатлашувчи

( -  1)':
22 32 П2

цатор абсолют якинлашувчи катордир, чунки у якинлашувчи- 
дир (буни Лейбниц аломати буйича текшириш осон), унинг 
хадлари абсолют кийматларндан тузилган

1 +  +  • • • +  *  +  • • • 
катор хам якинлашувчи (курсаткичи р =  2 > 1  булган умумлаш 
ган гармоник катор).

2. Абсолют якинлашувчи каторнинг якинлашиши хакида 
теорема. Узгарувчан ишорали кагор якинлашувчанлигининг 
мухим етарли шартини келтирамиз.

Т е о р е м а .  А гар  узгарувчан ишорали

Ц - Ь « 2 +  • • • "Ь и п +  • • • О 1 - 1 )

катор хадлари  абсолют цийматларидан тузилган

N  +  \и2\ - f  . . .  — \ип\ +  . . . ( 11.2)

цатор я^инлаш са, у  холда  берилган узгарувчан ишорали  ( 11.2 ) 
цатор %ам якинлаш ади.
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И с б о т и .  S n Еа сп мос равишда (11.1) ва (11.2) каторларнинг п —  

хусусий йигиндилари булсин. S^~ билан барча мусбат, S ~  билан эса 
S n хусусий йигиндидаги барча манфий ишорали хадлар абсолют кий
матлари йириндисини белгилаймиз. У холда

5  =  S + — а  =  S 4' +  S - .п п п ’ п п 1 а

Шзртга кура (11.2) ь^атор якинлашувчи, шу сабабли оп йипшди ст 
лимитга эга. S nh ва S ~  лар эса мусбат ва усувчи, шу билан бир
га S J  <  оп <  сг ва S ~  <  оп <  о (чегараланган), демак, улар хам ли
митга эга:

lim S J  =  5 + , lim S ~  - S~ .
П—*эо П—±оо

S n =  ST" — S ~  муносабатдан S n хам лимитга эга эканлиги келиб чи
кади:

lim S n =  lim S J  — lim S ~  =  — S~.
П —* oo t l —у oo /2—► co

Демак, узгарувчан ишорали ь^атор якинлашади.
Абсолют якинлашиш тушунчаси ёрдамида бу теорема ку- 

пинча бундай ифодаланади: хар цандай абсолют якинлашувчи 
катор якинлашувчи 1\атордир.

3- м п с о л. Узгарувчан ишорали

sin а  , s in 2 c c  . sin « а  , (113)
12 22 п2

ц а т о р н и н г  яцинлашишини текширинг, бунда а -  ихтиёрий ха^и- 
кий  сон.

Е ч и ш .  Берилган 1̂ атор билан бирга

' +  . . . (11.4)sin а 1 sin 2 а.
+  . . I sin п а

12
1

22
1 «2

^аторни караймиз. Бу ^аторни якинлашувчи

1 +  - L + . . . + J L + . . .  (11.5)

гармоник катор билан таь^ослаймиз.
(11.4) каторнинг хадлари (11.5) цаторнинг мос хадларидан 

катта эмас, шу сабабли т а ^ о с л а ш  аломатига кура (11.4) ^а- 
тср якинлашувчи. Аммо у холДа > исботланган теоремага асо- 
сан, (11.3) катор хам якинлашувчи.

Абсолют ва шартли якинлашувчи каторларнинг куйидаги 
хоссаларини 1̂ айд ь^иламиз:

а) агар цатор абсолют якинлашувчи булса, у холда бу i^a- 
тор хадларининг урни ,%а Р ^анча алмаш тирилганда хам у абсо
лют якинлашувчи булиб цолаверади; бунда каторнинг йигиндиси
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унинг хадлари тартибига боглиц булмайди (бу хосса шартли 
якинлашувчи каторлар учун сакл ан м ай д и );

б) агар катор шартли якинлашувчи булса, у холда бу к а 
тор хаДларининг уринларини шундай алмаштириб куйиш мум- 
кинки, натижада унинг йигиндиси узгаради; бунинг устига 
алмаштнришдан кейнн хосил булган катор узоклашувчи катор 
булиб колиши мумкин.

Мисол учун шартли якинлашувчи

j Д ___ L ' J____ L_l
2 3 4 5 6 7 8

каторни оламиз. Унинг йигиндисини S билан белгилаймиз. Ка
тор хадларини хар бир мусбат хаддан Кейин иккита манфий 
хад турадиган килиб алмаштирамиз:

j _!___ I , j_ д ____ L _
2 4 ' 3 6 8

)\ар бир мусбат хадни ундан кейин келадиган манфий хад би
лан кушам из:

_L 1 I 5 _L _
2 4 G 8

Н атиж ада хадлари берйлган катор хадларини 1/2 га купайти- 
ришдан хосил булган каторга эга буламиз. Аммо 4 -§  даги
1- теоремага кура бу к ат0Р якинлашувчи ва унинг йигиндиси

4f-S га тенг. Шундай килиб, катор хадларннинг жойлашиш
тартибини узгартириш билангина унинг йигиндисини икки ма р 
та камайтирдик.

12-§ . Комплекс хадли каторлар

Каторлар  назариясининг купгнна масалалари  деярли хеч 
кандай узгаришларсиз хадлари комплекс сонлардан иборат 
булган к ат0Рл а Рга утказилади. Д астлаб

г, 2-, z. . . , Сп, . . .

комплекс сонлар кетма-кетлигишшг лимити таърифини пири
та м из, бунда:

г п - .V; -г iyn, п =  1, 2, 3, . . .

1-т а ъ р и ф .  Агар хар кандай е > 0  учун шундай N  натурал сон- 
ни танлаш мумкин булсаки, барча п >  N  лар учун

~  г о\ <  8

тенгсизлик бажарилса, у холда z0 =  a - ~ i b  комплекс сон zn =  x n -\- 
-f- ii/ комплекс сонлар кетма- кетлигининг лимити дейилади. 

zn — z0 =  (хп — a) -j- i (уп — Ъ) булгани учун \zn — го1 —
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=  }/ (xr—a)2Jr(yn—b)'1. Шу сабабли lim zn =  z0 лимитнинг мавжудлиги
П —ЮО

хацикий сонлар кетма- кетлигининг иккита лимита мавжудлигига тенг
кучлидир:

lim хп =  а lim уп =  Ь. ( 12.1)
fl—rOC п—+ ОС

By таъриф катор якинлашишининг таърифини комплекс 
хадли каторга хеч бир узгаришсиз утказиш имконини беради. 
Комплекс сонлардан иборат.

w ^ w ,  — . . . + w n - f  . . • (12 .2)

каторни тузамиз, бунда

К Г. =  +  <»„• П = 1 ,  2,  3,  . . .

Бу каторнинг дастлабки п та хади йигиндисини караймиз, уни 
S n билан белгилаймиз:

с£'о 4- . . . ~п &’п,

S , — комплекс сон:

=  («! +  «о — . . .  -Г Мл) -Г i ("с'х +  щ 4- . . .  — vn). (12.3)

2 - т а ъ р и ф .  Агар (12.3) каторнинг S n хусусий йнгиндилари кет
ма- кетлигининг лимити

lim S n =  S  =  А -г iB
tl-+OQ

мавжуд булса, у холда (12.3) комплекс хадли катор якинла
шувчи катор, S  эса унинг йигиндиси  дейилади.

( 12. 1) га асосан ( 12.2 ) каторнинг якинлашувчи эканидан Па
никин коэффицентли иккита

А — +  «с. 4~ . • • 4- ип -f- . . . ,

В  =  4~ Vo - f  . . .  Л-ип -\-

каторнинг якинлашувчи экани келиб чицади.
3- т а ъ р и ф .  Агар iim S n мавжуд булмаса, у холда комплекс

п-*оо
хадли ( 12.2) катор узоклашувчи цатор дейилади.

( 12.2 ) каторнинг якинлашишини текширишда ушбу теорема 
жуда му^имдир.

Т е о р е м а .  Агар

+  1̂ 2! "Ь • • • ~r \wn\

бунда \wn\ =  j /~ ип 4- v2n катор якинлашувчи булса, у  холда ( 12.2) 
кшпор хам якинлашувчи булади.

И с б о т и .  Мусбат цадли

l^'if 4- М  4- • • •  4- | 4- • • •
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каторнинг якинлашувчанлиги ва

к \  < V  ип +«;* = k j .  w  < > ^ + *>п = \wn\
шартлардан, мусбат хадли катор ларни таккослаш аломати асосида 
(6- §, 1 - теорема)

N  +  1«2| +  • • • , {]2Л)

каторларнинг якинлашувчанлиги келиб чикади. (12.4) катор- 
ларнинг я^инлашишидан 11 -§ даги теорема асосида

+  м2 +  . . . т а п +  • • • ,

V l  +  V 2 - Г  • • • “ г  Ь'п - Г  . . .

каторларнинг якинлашиши, ва демак,
wx +  w2 +  zvn -±- . . .

каторнинг хам якинлашиши келиб чикади, шуни исботлаш та 
лаб  килпнган эди.

Исботланган теорема комплекс хадли каторларнинг якин- 
лашншннн текшириш учун мусбат хадли ^аторлар  я^инлашиши- 
нинг барча етарлилик аломатларини кулланиш имконини бе
ради.

4 - т а ъ  р и ф. Агар комплекс хадли ^аторнинг хадлари мо- 
дулларидан тузилган цатор якинлашувчи булса, бу комплекс 
хадли ь^атор абсолют якинлаш увчи  цатор дейилади.

Комплекс ^адли абсолют якинлашувчи каторлар хающий 
хадли абсолют якинлашувчи каторларнинг хамма хоссаларига 
эга.

, .  со? 1 i  sin 1 , cos 2 - М  sin 2 , ,1- м и с о л. Ушбу ------- ----------+ --------- !----------- Ь . . . - f12 22
. cos п 4-  i  sin n , „

-j------------- -------------r  • • • катор аосолют якинлашади, чунки унинг

хадлари модулларидан тузилган

_L j __ 1  +  j __ -__ и
I2 ' 22 П2

катор якинлашувчидир.

У з- у з и н и  т е  к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Ишоралари назбатлашувчи катор деб ^андай каторга айтилади? Узгарув
чан ишорали i-^атор деб- чи?

2. Ишоралари навбатЛашувчи катор учун Лейбниц аломати нимадан нборат? 
Исботланг.

3. Ишоралари навбатлашувчи 1̂ атор цолдиги цандай ба^оланади? Мисол
лар келтиринг.

4. Узгарувчан ишорали катор учун якинлашишнинг етарлилик шартн нима? 
Исботланг.

5. Абсолют якинлашувчи ва шартли якинлашувчи каторларнинг таърифини 
беринг. Мисоллар келтиринг.
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6. Абсолют якннлашувчн каторларнинг хоссасини ифодаланг.
7. Абсолют якннлашувчн каторнинг якннлашишн ^акидаги теоремани нсбот- 

ланг.
8. Комплекс сонлар кетма- кетлнгининг лимнти таърифини ва комплекс >ад- 

ли яцинлашувчи катор таърифини беринг.
9. Комплекс хадли каторларнинг якиилаши:пн кандай текширилади?
10. 2790 — 2801-масалалаони ечинг.

13- §. Функционал каторлар. Якинлашиш сохаси

Хадлари фумкциялардан нборат булган каторларни караш- 
га утамиз:

и, (х) -г и■> (*) +  • • • - f  ип (-v) -г . . . (13.1)

Бундам каторлар ф у н к ц и о н а л  каторлар д ейила ди .  и \ ( х ) ,  и: ( х ) ,
. . .  функцияларнпнг хаммаси бирор чекли ёки чексиз интерзал- 
да апикланган ва узлуксиз.

Функционал каторнинг хади, хусусан, узгармас булиши :*̂ ам 
мумкин. Бундай холда функционал кагор сонли каторга айла- 
нади. Шундай килиб, сонли катор функционал каторнинг хусу
сий холи экан.

(13.1) ифодада а узгарувчига баъзи а0, а ь . . .  кийматларни 
бериб, у ёки бу сонли каторга эга буламиз:

UI (До) +  U2 (Х0) ~  ~ U n (А0) +  . . . ,
и 1 ( A j  +  и ,  (Aj) - г  . . . -f- lln ( A j  -т- . . . ( 6  I >

ва x. к.
а у з г а р у в ч и н и н г  о л а д и г а н  к и й м а т и г а  к а р а б  (13.2) к а т о р  

я к н н л а ш у в ч н  ёки у з о к л а ш у в ч и  б у л а д и .
х  узгарувчининг (13.2) сонли катор якннлашувчн буладиган 

киймати (13.1) ф у н к ц и о н а л  каторнинг я к и н л а ш и ш  нуктаси  де- 
йиладн. а  узгарувчининг (13.2) сонли катор узоклашувчи б у 
ладиган киймати (13.1) ф у н к ц и о н а л  каторнинг у з о к л а ш и ш  н у к 
таси дейилади.

Т а ъ р и ф .  х  узгарувчининг (13.2) катор якннлашувчн бу
ладиган хамма кийматлари туплами (13.1) функционал катор
нинг я к и н л а ш и ш  сохаси  дейилади.

Агар х  узгарувчининг а 0 киймати (13.1) функционал катор
нинг якинлашиш сохаеига тегишли булса, у холда бу катор
нинг х  =  а (, нуктадаги йигиндиси хакида гаппрнш мумкин:

5  (а0) =  Щ (А0) -г  И, (л0) — . . . +  ип (а0) 4- . . .

Шундай килиб, функционал катор йигиндисинннг киймати а  
узгарувчининг кийматига боглик. Шу сабабли функционал к а 
торнинг йигиндиси унинг якинлашиш сохасида а  нинг б и рор  
функцияси б у л а д и  ва 5  ( х )  билан белгиланади.

] - м и с о л. Ушбу
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функционал каторнинг хадлари махражи q =  х  га тенг булган гео
метрик прогрессия ташкил килади. Демак, унинг якинлашиши учун 
\х[ <  1 булиши керак ва (— 1,1) интервалда ^аторнинг йигиндиси
—-— га тенг. Шундай килиб, (— 1, 1) интервалда берилган катор
I — х

5  (х) =  —
1 — X

функцияни аниклайди, бу эса каторнинг йигиндисидир, яъни

—  =  I +А- +  А--+ .
1 — X

2 - м и с о л .  Ушбу

2 -j- sin х 3 sin х п  -{- 1 -j- sin х

функционал катор а' нинг хар кандай 1̂ ийматида узоклашувчи. 
>^акикатан, барча х  лар у ч у н — l ^ s i n x ^ l ,  шунингдек, цатор- 
нинг хадлари барча х  лар  учун мусбат. Шу сабабли мусбат 
хадли ^аторларнинг такдослаш  аломатини цуллаймиз, берил
ган цаторни

гармоник катор билан тац^ослаймиз. Берилган каторнинг ^ад- 
лари гармоник каторнинг мос хадларидан (учинчи ^адидан 
бошлаб) кичик эмас, гармоник ь^атор эса, маълумки, узоцла- 
шувчи. Демак, берилган ь^атор х  нинг хар кандай киймати да 
узоклашувчи, шуни исботлаш талаб  цилинган эди.

(13.1) каторнинг дастлабки п та >^ади йипшдисини S n (x) 
билан белгилаймиз. Агар бу 1̂ атор л' нинг бирор ^ийматида 
я^инлашса, у холда

S(A‘) =  £„(*) +  /■„ (А*) 

булади, бунда 5 (a) — каторнинг йигиндиси,

г п (*) =  и п+\ (д ) +  ип~ 2 (*) +  • • •

гп (а) микдор (13.1) каторнинг крлдит  дейилади. .v нинг барча 
кийматлари учун каторнинг якинлашиш сохасида

lim S n (а) =  S  (а)
П—юо

муносабат уринли, шу сабабли lim (S (а) — S n (а)) =  0 ёки lim г Да) =
II—>00 П—>эо

=  0 , яъни якинлашувчи каторнинг цолдиги п ос да нолга интила- 
ди.
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13- §. да биз якинлашиш сохасида lim г п (х) =  0 эканипи а никла-
П—>оо

дик. Бу ихтиёрий кичик е >  0 сон учун в ва х  га боглик шундай 
N  (е, х ) сон топилиб, барча п >  N  (е, х) ларда |rn (,v)| <  в тенгсизлик 
бажарнлишини билдиради.

Функционал каторларцинг шундай синфи мавжудки, бу каторлар 
учун юкоридаги тенгсизлик каторнинг якинлашиш сохасига тегишли 
барча х  лар учун п >  N  булиши биланок бажарилади, бу холда N  
факат е нинг узига боглик, яъни N — N  (е). Бу каторлар текис якин- 
лашувчи каторлар деб аталади.

Т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий исталганча кичик е > 0  сон учун 
факат е га боглик, шундай Л/(е) сон топилиб, барча N  да 
курсатилган сохага тегишли х  лар  учун

\rn (*)| < е
тенгсизлик бажарилса,

и у (х) +  и, (х) (*) +  . . .
функционал катор курсатилган сохада текис щ и н л а ш у в ч и  ца- 
тор дейилади.

Катор текис якинлашишининг ам алда кулай булган етарли- 
лик аломатпни исботлаймиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  Агар
их (х) +  и., (х) +  . . . +  ип (х) +  . . . (1^-1)

функционал цаторнинг хадлари  бирор [а, Ь] сохада абсолют 
циймати буйича бирор яцинлаш увчи  мусбат ишорали

Г, -|- С.у +  . . .  -г Сп +  . . . (14--)

ц.аторнинг мос хадларидан катта булмаса, яъни
I Un (х) | ^  Сц (14.3)

булса (бунда п =  1, 2 , . . . ) ,  у холда  берйлган функционал цатор 
курсатилган [а, b ] сохада текис якинлашади.

И с б о т и .  (14.2) катор йнгиндисинн о билан белгилаймиз:
О =  Су +  с2 +  . . . +  С г +

у холда о =  ап +  е;г, бунда а ; — п- хусусий йигиндн, гп эса бу 
каторнинг п- колдиги, яъни

г п '  Cnr 1 +  • • • О 4-4)
(14.2) катор якинлашувчи булгани учун lim а  =  а ва, де.мак,

п > сс
lim е = 0 .П
П - *  оо

(14.1) функционал катор йнгиндисинн
5  (х) =  S n (х) +  гп (х)

куринишда ёзамиз, бунда

14-§ . Текис якинлашиш. Вейерштрасс аломати
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S n (a) ил (a) H- . . . 4- un (a), 

rn(X) =  Un \- |W  +  W«4-2 (A') +  ■ • •
(14.3) шарт дан

K + i ( * ) l  < c „ + i .  I“ „+ 2 (a‘)1 < c n + 2* • • •

экани келиб чикади ва шу сабабли (14.4) дан каралаётган  
соханинг барча х  лари учун

К  W l  <  гп
теигсизлик бажарилади. Бу эса (14.1) !\атор [а, Ь] да текис 
якинлашишини курсатади. Шуни исботлаш талаб  килинган 
эди.

1-м и с о л .  Ушбу
sin 12 лг sin 2-  х  . , sin п2х

12 22~  ‘ ' ‘ ‘ ' /Г2
функционал катор х  нинг барча хакикий кийматлари учун те 
кис якинлашадн, чунки барча х  ва п ларда

sill /1- х  1

п- п2 ’
ушбу

—  4 - —  4- - • • 4 - —  4- • • •
12 22 л8

^атор эса, маълумки, якинлашувчи, чунки бу курсаткичи 
р = 2 > 1  булган умумлашган гармоник катордир.

Текис якинлашувчи функционал цаторлар учун функция- 
лар чекли йигиндиси хоссаларини татбик цилиш мумкин.

1- т е о р е м а. Агар
ui (х) 4- и2 (а) 4- • • • 4- ип (а) 4- . . .

ф ункционал цаторнинг %ар бир х1ади [а, Ь\ кесмада узлуксиз  
булиб, бу ф ункционал цатор [а, Ь] да текис якинлаш увчи  б у л 
са, у  холда  цаторнинг йигиндиси S ( x )  хам илу кесмада у з л у к 
сиз булади  .

2- т е о р е м а (каторларни ^адлаб  интеграллаш ^а^ ид а) .
Агар

11 Л х) 4- и2 (а) 4- . . .  4- ип (а) -г • • • 
функционал цаторнинг хар бир хади [а, Ь\ кесмада узлукси з  
булиб, бу функционал цатор [а, Ь] да текис яки н ла ш увчи  б у л 
са, у  холда

ь ь ъ
j  Uy (a) dx  4- f U2 (a) dx  4" . . .  4- f ип (a) dx  +  • • •
а а а Ь

капор хам якинлашувчи булади еа унинг йигиндиси f 5  ( \) ах га 

тенг булади.
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Юцоридаги теоремаларнинг исботини келтирмаймиз.
2- м и с о л .  Ушбу

1 — а2 +  а4 — . . . + ( — \),гх2п +  . . .

функционал катор |.y| <  1 да текис якинлашувчи ва унинг йигиндиси 
(каралаётган цатор хадлари геометрик прогрессия ташкил килади)

]
5  (х) — - ------  эканини куриш осон. Берилган каторни 0 дан бирор

3 -j- л-2
х  <  1 гача хадлаб интеграллаймиз, иатижада

Л'3 .V5 ,, y 2 « + 1

А — — +  ( - 1 ) ' г Y2л+ 1  1

каторга эга буламиз, бу катор j.vj <  1 да текис якинлашади ва унинг 
йигиндиси куйидагига тенг:

5  (л) dx =  I dx - ~  arc tg х  
. ) 14- -v2

arc tg a .
о 0

Шундай килиб, ]a] <  1 да текис якинлашувчи
А'3 X 5 у2п+]

arctg а  =  а ------ 4- —----------. . . +  ( —  \)п к— т-т-3 о ' 2 п +  I
каторга эга булдик.

3 - т е о р е м а  (каторларни хадлаб дифференциаллаш хакида). Агар
и 1  (а) +  щ  (а) +  .  .  .  +  ип (а) +  .  .  .

ф ункционал катор бирор [а, b ] сохада якинлаш увчи  ва S ( x )  
йигпндига эга булса, шу билан бирга унинг хадлари шу сохада 
узлук си з  хосилаларга  эга булса хамда

и[ (а) - г  и\  (а) +  . . . +  ип (л) +  . . .

катор [а, Ь) да текис якинлашувчи булиб, а  (а) йитндига эга бул
са, у  ,\олда берилган катор текис якинлашувчи булади ва S  (х) — 
=  а(а) булади.

Бу теоремаиинг исботини хам келтирмаймиз:
3 - м и с о л .  Шу параграфдаги 2- мпсолни караймиз:

Г3
^ 1*0 t o* * * *_■ "" v ' ' / 1

- -ь - -- з • • \ ) 2 / i + l

Бундан

A-aretgA =  А2------;— f- . . . + ( —- !)“ Л-—- г - 1- . . . (14.5)
о 4 '  2 п ~ г  1 '

экани келиб чикадн. Бунда унг томонда бирор катор tvонбди. 
Шу каторни ладлаб дифференииаллаб, куйидагини топамиз:



Бу цаторга Д алам бер  аломатини цуллаймиз:

lim
п—юс

=  lim
/I—>00

2 п 1

2п

2 ( / 1 + l ) ( 2n— 1) 2 lim —— !— L-----------А - X2.
1-юо (2 п -(- 0 2 п

Шундай килиб, катор абсолют якинлашувчи ва барча |л'{< 11 
лар учун эса текис якинлашувчи булади.

Д емак, хосилаларнинг ёзилган ь^атори (14.5) ь^атор й и р и н - 
дисидан олинган ^осилага якинлашади:

, п 4д'3 ■ ■ , , (211 +  2) / ,,+ | ,
a r c tg х  +  |“ r jr  =  2 x -  — -t- . . .  - r ( - l )  — 2ТГ+1 +  ' • '

Бу якинлашиш барча |.vj <  1 да текисдир.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кандай 1\атор функционал ^атор дейилади?
2. Функционал ^аторнпнг якинлашиш со.\аси деб нимага айтилади?
3. 1\андай функционал цатор текис якинлашувчи цатор дейилади?
4. Функционал каторнинг текис я^инлашишининг Вейерштрасс аломати 

нима?
5. Текис якинлашувчи цаторларнинг хоссаларини санаб чикинг. Мисоллар 

келтиринг.
6. 2802—2820- масалаларни ечннг.

15-§. Даражали ^аторлар

Т а ъ р и ф .  Даражали катор деб

ао at (х — а0) +  а2 (а' — а'0)2 -j- . . . +  ап (х — а0) +  . . . (15.1)

куринишдаги функционал каторга айтилади, бунда а0, a lt . . .  , ап, . . . 
узгармас сонлар даражали цатэрнинг ксэффициентлари дейилади.

Хусусий холда, агар а'0 =  0 булса, у холДа биз хадлари х  
нинг д ар аж ал ар и  буйича жойлашган

а0 +  ахх  +  агх2 4 - • • ■ +  апхп 4- . . .  (15.2)

д ар аж ал и  цаторга эга буламиз.
Биз бундан кейин (15.2) куринишдаги д ар аж ал и  каторлар- 

нк урганамиз, чунки бундай катор х ' = х —х0 алмаштириш билан
(15.1) куринишдаги каторга келтирилади.

Кулайлик учун апхп ха дни, унинг (п 4- 1)- уринда туришига ка
ра май, ^аторнинг п- хади дейилади. 1\аторнинг озод хади а0 ^атор
ан к г нолинчи ,\ади дейилади.

Д ар аж ал и  цаторнинг якинлашиш сохаси >̂ ар доим бирор ин- 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий холда нуктага айла- 
ниб колиши мумкин. Бунга ншонч хосил килиш учун д а р а ж а 
ли каторлар назарияси учун мухим булган куйидаги теорема
ми исботлаймиз.
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1. А б е л ь  т е о р е м а с и .  Агар  

а0 +  а хх-\- а.2х2 +  . . . а х (15.2)

даражали катор ,v0 ф  О нуктада якинлашса, у  холда бу катор х  
нинг |.к| <  \х0\ тенгсизликни каноатлантирадиган барча кийматла- 
рида абсолют якинлашади, яъни  (— |л'0|, |.г01) интервалда якинла- 
шувчидир.

И с б о т и .  Теореманинг шартига кура

а„хо'О I 1"'0 I l‘2-vo
сонли катор якинлашувчи, шу сабабли унинг умумий ^ади нол
га интилади:

, im  а п Х0 =  ° *11—>00
шунга кура бу каторнинг хамма хади чегараланган, яъни шун
дай М > 0  узгармас мавжудки, барча п ларда

П
К хо <  м

теигсизлик уринли булади.
(15.2) каторни куйидагича куринишда ёзамиз:

«О +  +  аЛ  ( ~  f  +  ■ ■ ■ .

Шундан кейин бу катор хадларининг абсолют кийматларидан
2

-Г ап хп I —
Х п

X > X
aixo\ хо

1 а.,х~
л’о

x l" • —  ~г

(15.3)

(15.4)

(15.5)

каторни тузамиз ва шунингдек, хадлари махражи q =  — ва бирин-
I х о1

чи хади М  га тенг булган геометрик прогрессиянинг хадларидан 
иборат каторни караймиз:

м  -ь м X
+  м

V 2 +  . . .  +  м X
" + . . .  (15.6)

X0 *0 *о

Агар q = х 1 . ,— <. 1 еки и  < Л'о1 булса, у холда (15.6) катор якинла-

шади. Шу сабабли абсолют киймаглардан иборат (15.5) катор хам 
якинлашувчи, чунки унинг хадлари (15.3) тенгсизликлар туфайли
(15.6) якинлашувчи каторнинг мос хадларидан кичик. У холда (15.4) 
ёки (15.2) каторнинг узи хам абсолют якинлашади.

Шундай килиб, агар берилган катор х =  х0 ф  0 да якинлашувчи 
булса, бу катор \х\ <  |.г0| учун абсолют якинлашувчи булади. Шуни 
исботлаш талаб килинган эди.

Н а т и ж а .  Агар (15.2) даражали катор х  =  х0 j\a узоклашувчи 
булса, у холда бу каюр х  нинг |х| >  |л'0| тенгсизликни каноатлан
тирувчи хар кандай кийматида узоклашувчи булади.

И с б о т и .  Катор бирор |л',| >  |.v0| да якинлашувчи деб фараз ки
лайлик, у холда Абель теоремасига биноан у |х| <  j.vj тенгсизликни
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к;акоатлантирувчи х  ларда, хусусан .v =  х0 да, абсолют якинлашувчи, 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз нотугри, бу эса натижанинг 
тасдири тутрилигини билдиради.

I - э с л а т м а. Комплекс узгарувчининг

а0 - f  ciyZ +  ci.,z- — . . . ~ а п z +  . . . (15.7)

даражали катори учун Абель теоремаси тутрилигича колади, бунда 
oQ, aL, . . . , ап, . . . комплекс сонлар — каторнинг коэффициентлари. 
Абель теоремасига кура (15.7) каторнинг бирор z0 нуктада якинла- 
шуЕчанлигидан унинг

Н  <  |Z0|
тенгсизликларни каноатлантирувчи барча г ларда абсолют я^иилаши- 
иж келиб чикади.

5- шакл.

2 . ^акикий ^адли ^аторлар учун якинлашиш доираси, интерва
ла ва радиуси. Даражали каторнинг якинлашиш сохасини аницлашга 
кирашамиз. Абель теоремаси даражали каторнинг якинлашиш ва узок- 
лашиш нукталарининг жойлашишлари хакида мулохаза юритиш имко- 
никя берадк. Хакикатан, агар л'0 якинлашиш нуктаси булса, у холда 
(— |-v'ol, (а'о!) интервалнинг хаммаси абсолют якинлашиш нукталари 
билан тулдирилган. Агар а, нукта узоклашиш нуктаси булса, у хол
да |а, | дан унгдаги чексиз ярим тугри чизикнинг ва— | a J  дан чапдаги 
чексиз ярим тутри чизикнинг хаммаси узоклашиш нуктасидан иборат 
булади (5- шакл). Бундан шундай R  сон мавжуд эканлиги ва |xj <  R  
да абсолют якинлашиш, (а| >  R  да эса узоклашиш нукталарига эга 
булишимиз келиб чикади. Шундай килиб, даражали каторнинг якин
лашиш сохаси маркази координаталар бошида булган интервалдан 
иборат.

2 - т а ъ р и ф .  aQ + a { А +  а 2А2+  . .  . + ап хп -+- . . . даражали i\ci- 
торнинг якинлаш иш  сохаси  деб шундай (—R, R)  пнтервалга 
айтиладики, бу интервалнинг ичидаги хар кандай х  нуцтада 
катор якинлаш ади  ва шу билан бирга абсолют якинлашади, 
ундан таш карида ётувчи а нукталарда катор узоклашадн. R  
сони дараж али  каторнинг якинлаш иш радиуси дейилади (6- 
ша к л ).

Интервалнинг четки нукталарида, яъни x  = R  ва х  =  —R  нук- 
таларда  берилган каторнинг якннлашишн ёки узоклашиши 
масаласи цатор учун алохида хал килннадн.

Б аъзп  каторлар учун якинлашиш ннтервали нуктага айла-
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Катор абсолют 
як,инпашада

б- шакл.

ниб колади, у холда R = 0 булади; баъзиларн учун эса бутун 
Ох укини камраб олади, яъни R = oо булади.

Д ар аж ал и  катор якинлашиш радиусини аниклаш учун ф ор
мула чикарамиз. Яна

а,х а.,х- — . . . а хI 14 j A  J '  L4 .> A  , .  • • J t *  А  I . . .  (15.2)

^аторни караймиз. Унинг хадларининг абсолют кийматларидан 
цатор тузамиз:

!а0! -  |ахл'! +  |a,A2j - f  . \а х (15.8)

мусбат хадли каторга эга буламиз. (15.8) каторнинг яцинла- 
шишини аниклаш учун Д алам бер  аломатини куллаймиз.

lim
Н-+ОС

“л-1 i п
— lim «-И 1 Г1 — lim an-i-1 |

" 1 ап х п j 11 -*00 ап I

I \х

лимит мавжуд булсин.
(15.8) катор, агар 1-\х\<

I ■ \х\ >  1, яыш Ы >  —

У  холда Даламбер аломатига кура 
1, яъни |л'| <  — булса, якинлашувчи, агар

булса, узоклашувчи булади.

Демак, (15.2) катор \х\ <  — да абсолют якинлашади ва |а'| >  —1 

узоклашади.
Юкоридагилардан j — у ,  у )  интервал (15.2) каторнинг якинла

шиш интервали экани келиб чикади, яъни

R  =  — =  lim (15.9)

Якинлашиш интервалини аниклаш учун шунингдек Коши 
аломатидан хам фойдаланиш мумкин, у холда

Я = --------1------ .

lim
I l--r<X>

(15.10)

2 - э с л а т м а .  (15.9) ва (15.10) формулалардан цатор хад- 
лари тула, яъни катор коэффициентлари нолга айланмайдиган 
холларда якинлашиш радиусларини топиш учун фойдаланиш



мумкин. Агар катор ф акат  жуфт дараж аларн и  ёки ф акат ток 
д ар аж ал ар н и  уз ичига олса ёки д ар аж ал ар и  каррали бул
са ва х. к., v холда якинлашиш интервалини топиш учун бево- 
сита Д алам бер  ёки Коши аломатидан, (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулаларни чикаришда килинганидек фойдаланиш керак.

3- э с л а т м а. Ушбу

куринишдаги дараж али  каторлар учун ю кор и да айтилганлар- 
нииг хаммаси уз кучида колади, бунда фарк шундан иборат- 
ки, энди якинлашиш маркази х =  0 нуктада эмас, балки х  — х 0 
нуктада ётади. Д емак, якинлашиш интервали (.v0— R, x Q + R)  
интервалдан иборат булади, бунда R  (15.9) ёки (15.10) фор
мулалар буйича аникланади, шу билан бирга 2- эслатма бу 
каторлар учун уз кучида колади.

4- э с л а  т м а. Юкорида айтилганларнинг хаммаси комплекс 
узгарувчили

дараж али  катор учун хам уз кучини саклайди. Бу каторнинг 
аникланиш сохаси 2 комплекс узгарувчи текислигидаги м ар ка
зи координаталар бошида булган доирадан иборат. Бу дойра 
якинлашиш доираси дейилади. Якинлашиш доираси ичида ёт- 
гаи нукталарда (15.11) ь^атор абсолют якинлашади. Я кинла
шиш доирасининг радиуси д араж али  каторнинг якинлашиш р а 
диуси дейилади. Демак, якинлашиш сохаси радиуси R  бул
ган доирадан иборат булади: |z |  < R ,  бунда (15.11) катор аб 
солют якинлашади (7- ш акл).

1-м и с о  л. Д ар аж ал и  каторнинг якинлашиш интервалини 
топинг:

а0 +  aL (х — х0) +  а, (х — х0)2 + . . . + a t (х — .г0)'г 4

а0 +  a yz +  a2z2 -f- . . . 4- anz +  . . . (15.11)

/- шакл. 8- шакл.

2 х  (2 х)2 . (2 л )3 _  _  _h _ _
п
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Е ч и ш .  Бунда

*„ =  ( -  1 Г ‘ ^ . в„ч = ( - 1 >

Шу сабабли

R  =  lim

я-И 2" , 1Чп+2 2,i+I
г  - = ( - ' )  ' Т Г м

а. 2" (zi - f  I) 1 . .  п - f  1 
=  lim — 1 1  =  — lim

J /1—*oo /; • 2,! ‘  ̂ ^ n—*ao W 2

Демак, f — - ,  — ) интервал якинлашиш интервали булади.
\

х =  — да 1 — — +  -- — . . .  каторга эга буламиз, бу катор Лейб-
2 2 3

1 , 1 Iниц аломати буиича якинлашувчи. х  — ------да — 1 -------------------- . . .
2 2 3

каторга эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи.
2- м и с о л .  Каторнинг якинлашиш интервалини ани^ланг:

X —  1 , (£  — I)3 I (£ — 1>3 (.V— 1)"
1’2 ~ 2-2- 3•23 : П.2п ‘

Е ч и ш.  Бунда ап ~ an+l -  , шу сабабли

D Г i °П ! г  ( « 4 -  1)-2л + |  о 1 . д + 1  0— l i m __IL_ =  lim  ------- ---------=  2 lim  — -— =  2.
/г-, 0= | аге_(_1 I /г-2" «-+05 п

Якинлашиш интервалининг маркази х  — 1 нуктада, шу сабабли 
(— 1, 3) интервал каторнинг якинлашиш интервали булади. х =  — 1
да — 1 +  j  — y  -г . . . каторга эга буламиз, бу катор Лейбниц

О . . 1 , 1 ,аломатига кура якинлашувчи, ,v =  3 да 1 -т- — — — -f- . . . каторга 

эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи.

3 - м и с о л .  Каторнинг якинлашиш доирасини топинг:

1 +  г +  г2 4-  . . .  — z +  . . .
п

1. Демак, ра-Е ч и ш .  Бунда ап =  1, ап_ { — 1, R =  lim
ап-\-1

диуси R  =  1, маркази координаталар бошида булган дойра якинла
шиш доираси булади, яъни \z\ <  1 дойра якинлашиш доираси булади. 
Бу дои рада катор абсолют якинлашади (8- шакл).

4 - м и с о л .  Каторнинг якинлашиш доирасини топинг:

■ , г - ‘ | <г ~ |)г , , ( г - 1)" ,
1 1 ! Т  2 ! 1 • • • 1 п\ 1 • ’ •

г с  1 1Е ч и ш .  Бунда а =  — , а , = --------- , шу саоабли
п п\ л  (/! 1)! J
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Я =  lim
Н—л: а„ ,

=  lim —  — lim (я 4- 1) =  оо.
Г? f М -ч ./Z

Демак, якинлашиш доираси бутун комплекс текисликдан иборат 
булади.

16-§. Даражали цаторнинг текис яцинлашиши хакида 
теорема. Даражали каторларнинг хоссалари

Якинлашиш радиуси R  га тенг булган

каторни к^араймиз. Бу каторга нисбатан 11-§ даги натижаларни 
кулланиш учун куйидаги теоремани исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Д араж али к^атор якинлаш иш  интервалы ичида  
ётган хар  цандай  [— Ь, Ь) ораликда текис яцинлаш увчидир.

И с б о т и. х 0 нуктани b < x 9< R  тенгсизлик уринли булади- 
ган килиб танлаймиз ( 9 - ш акл). Бу нукта якинлаш иш интер- 
вали ичида ётади, шу сабабли Абель георемасига биноан

сонли катор абсолют якинлашувчи булади. Ихтиёрий х £ [  — Ъ, Ь] 
нукта учун |л'| <  |х01 тенгсизлик уринли, шунга кура

К А  <  К А  I»
яъни ихтиёрий х £ [ — Ь, Ь] нукта учун

тенгсизлик уринли', бошкача айтганда, (16.1) каторнинг хадлари якин
лашувчи мусбат каторнинг хадларидан кичик. Демак, Вейерштрасс 
теоремасига кура -(14- §) барча х ^ [ — Ь, Ь] лар учун (16.1) катор 
якинлашувчи. Шу теоремага асосан, шунингдек, текис якинлашувчи 
каторларнинг хоссаларига биноан даражали каторларнинг куйидаги 
хоссалари уринли.

1. Йигиндининг узлуксизлиги. Д а р аж ал и  каторнинг йнгин- 
диси шу каторнинг якинлаш иш интервалида узлуксиз.

2. Д ар аж ал и  каторларни интеграллаш. Д ар аж ал и  каторни 
узининг якинлашиш интервалида хадлаб интеграллаш мум
кин.

5  (х) =  а0 +  ахх  +  а2х2 + (16.1)

X X
j  S  (х) dx — \ а0 dx -j- \ axxdx а , х 1 ах

о
П

=  а0х -  - j  х I х -V € (— R, R).

3. Д ар аж ал и  каторларни диф- 
ференциаллаш. Д ар аж ал и  катор
ни узининг якинлашиш интер
валида ихтиёрий сон марта ^ад- 

лаб днфференииаллаш  мумкин:
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S '  (x) =  aL +  2 fl.,.v +  3 a3x- +  . . . -f- nanx  1 - f  . . . , л*£(—R, R)-

S " (x) — 2 a., — 3 • 2 a3x +  . . .  -j- n (n — 1) anxn 2 ,

x £ ( - R ,  R)
ва x. к.

Уз-узини т е к ш и р и ш  учун с а в о л л а р
1. Кандай цатор даражали катор дейилади?
2. Абель теоремасини ифодаланг ва исботланг.
3 Даражали каторнинг якинлашиш радиуси ва интервалини аницланг.
4. Даражали цаторнинг якинлашиш радиусини ^исоблаш формуласини 

чицаринг.
5. Комплекс узгарувчи даражали цаторининг якинлашиш радиуси ва до

ираси кандай аникланади?
6. Дараж али  каторнинг текис якннлашишн хацидаги теоремани исбот

ланг.
7. Дараж али  каторнинг хоссаларини айтинг.
S. 2878—2889- масалаларни ечинг.

3- бобиинг 2 1 -§ и д а  (Олий математика, 1-жилд. 2 1 - § . ) / г + 1 -  
тартиблигача хамма хосилаларига эга булган f  (х) функция учун 
х  =  а нукта атрофида

Тейлор формуласи уринли экани курсатилган эди, бунда колдик хад 
деб аталувчи R n(x) хад

формула буйича хисобланади, бу ерда а <  |  <  х ёки х  <  £ <  а 
( 10- шакл).

Агар f(x)  функция х  — а нукта атрофида хамма тартибли хоси- 
лаларга эга булса, у холда Тейлор формуласида п сонини исталганча 
катта килиб олиш мумкин. Каралаётган атрофда

деб фараз килайлик.
У холда (17.1) формулада п ->  оо да лимитга утиб, унгда чек

сиз каторга эга буламиз.
Т а ъ р и ф .  /  (х) функциянинг

17- §. Тейлор цатори

f(x) =  f(a) +  X- ^ r ( a ) +  • ••
(X — д)п Ап)

п\ 1

(17.2)

lim /?л (х) =  0

f(x) =  f(a) +  X- T^ f ' ( a )

куринишдаги ифодаси бу функция
нинг Тейлор катори дейилади. a f х

Охирги тенглик /г оо да 
R n (л» -» 0 булсагина уринли. Бу 
холда унг томондаги катор якинла
шувчи ва унинг йигиндиси берилган 10- шакл.

/  е а /
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/  (.х) функцияга тенг. Шуни курсатамиэ. Хакикатан хам, /  (л:) — 
=  Р п (а) +  R„ (а), бунда

р„ W = / (й) +  /' (а) +  • • • +  / ,Л> (а).
Аммо шартга кура, lim R n (x) =  0, у холда / (а) =  lim Рп (х). Бирок

П -+  оо

/?п (х) (17.3) каторнинг п- хусусий йигиндиси, унинг лимита (17.3) 
нинг йигиидисига тенг. Демак, бу (17.3) тенглик уринли.

Шундай килиб, lim R n (x) =  0 булгандагина Тейлор катори берил-
П—

ган функцияни ифодалайди.
1. Даражали катор ёйилмасининг ягоналиги хакидаги тео-

,рема. Х,ар кандай функция хам Тейлор цаторига ёйила бермай- 
ди. Аммо функцияни бирор д араж али  каторга ёйиш мумки:з 
булса, бу ёйилма Тейлор катори буйича ёйилма булади.

1- т е о р е м а .  Агар

f  (а) =  а0 +  а1(х —  а) +  . . .  +  ап (х — а)" +  . . . (17.4)

булса, унгда турган катор х  £ [а — R, а -г  /?] лар учун f  (х) функ
цияга якинлашади, шу сабабли бу катор Тейлор катори булади, 
яъни

п !

бунда п =  0 , 1 , 2 , . . . .

И с б о т и .  (17.4) тенгликка д ар аж ал и  каторларни п марта 
хадлаб  дифференциаллаш хоссасини куллаймиз. Н атиж ада ку- 
йидагиларга эга буламиз:

/ '  (х) =  ах +  2 а, (х —  а ) - г  . . .  +  пап (х ~  а )"-1 +  . . .

/" (х) =  1 • 2 а.2 -[- 3 • 2 • а3 (х — а) -г  . . .  +  п (п — 1 )а п (х — а)п~ 2 +  . . .

?"'(х) =  п\ а „ +  . . .

Агар бу тенгликларда х  = а деб олинса, у холда биринчиси- 
дан бошка хамма цушилувчилар нолга айланади ва биз

/ '  (а) =  1! аи Г  (а) =  2 ! а.,, . . . , ? п) (а) =  п\ ап, . . .

тенгликларга эга буламиз, бундан /2 =  0, 1, 2, . . . булганда

i in)(a) (17.5)

тенгликка эга оуламиз.
Бу теоремадаи / ( а) функциянинг битта соханинг узида иккита

/ (л-) =  а0 -Ь аЛ (а —  а) — . . .  - f  ап (х — а)п +  . . .
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/  (х) =  b() +  bx (x — a) 4- • • • +  bn (x —  a) - f  . . .

каторга ёйилмаси булса, у холда бу иккала катор битта Тейлор ка- 
торининг узи булиши ва шу сабабли улар бир хил булиши, яъни

«о =  К, ах --= Ьх, . . .  , ап =  Ьп, . .  .

экани келиб чикади.
2. Функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг етарлилик 

шартлари. Функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг цуйида- 
П1 аломати амалий кулланишлар учун кулайдир.

2 - т е о р е м а .  Агар f ( x )  ф ункция х = а нуктанинг бирор ат- 
рофида абсолют циймати буйича айнан бир соннинг узи  билан  
чегараланган исталганча юцори тартибли \о си ла ла р га  эга б у л 
са. у \о л д а  бу ф ункция курсатилган х  = а ну^та атрофида Тейлор 
каторига ёйилииш мумкин.

И с б о т  и. Бмз х  — а атрофнинг хамма нукта лари учун я-*- оо да 
R n колдик хаднинг нолга интилишини исботлашимиз керак. Теорема
нинг шартига кура шундай мусбат узгармас сон М  >  о мавжудки, 
курсатилган атрофдаги барча х  лар учун

|/(п+1) (х)|

тенгсизлик бажарилади. У холда (17.2) шарт буйича f  (х) функция
нинг Тейлор ёйилмасидаги RA x)  кол д иг и учун ушбу га эга буламиз:

{х - а Г 1 (п  ~  1)!

Бундан, х =  а атрофнинг барча нукталари учун lim \Rn (х)| =  О,
П —>УО

I * nl^ I I '
чунки M l i m - — —— =  0, (lim -— ——  =  0 якинлашувчи каторнинг

/г-+х> (/; — 1)! (>1 4- 1)!
умумий хади сифатида, 15-§ даги 4 - мисолга каранг). Теорема исбот- 
ланди.

18- §. ех, sin х,  cos х,  In (14-#), (1+ж )а функцияларни ж нинг дара
жалари буйича ёйиш. Купинча функцияларнинг х  нинг даражалари 
буйича ёйилмаларидан фойдаланилади. Бу холда (17.3) формулада 
а — 0 деб олиб, ушбу каторга эга булинади:

f (x )  =  f(0 ) +  j , f ' ( 0 ) +  . . .  + ~ Г ( 0) +  . . .  (18.1)

Бу катор Тейлор каторининг хусусий холидир, у Маклорен катори 
деб аталади.

Элементар функцияларни Маклорен цаторига ёйишни куришга ута-
миз.

1. ех функциянинг х  нинг даражалари буйича ёйилмаси. f (х) —
— ел функциянн (18.1) Маклорен каторига ёямиз. f  (х) — f" (х) =  
=  . . .  =  f n) (х) =  ех булгани учун х  =  0 ну^тада
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f(0)  =  /'(()) =  . . .  =  /(,г)(0) =  е° =  1
тенгликларга эгамиз. [— /V, А’] ораликни караймиз, бунда А' — их
тиёрий тайинланган coir, х  нинг бу интервалдаги барча кийматлари 
учун

f (n' (х) =  е <  ед =  .И >  0.

Демак, бу ораликда хосилаларпинг [хаммаси битта М  =  ел соннинг 
узи билан чегараланган p-а исботланган теоремага кура

lim R n (x) =  0 .
П -> v

Аммо фаразга кура N  исталган сон, демак, /(.\ ) ~ е х функция х  
нинг хамма кийматларида, яъни Ох укининг хамма ерида Маклорен 
каторига ёйилади.

Шундай килиб,

ех —  1 +  х  И- . . .  -р  —  — • ■ • , х £ (—  оо, оо). (18.2)

2. s in #  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. f(x) =  sin* 
функциями (18.1) Маклорен каторига ёямиз.

У (л) =  cos х =  sin (* +  - ) , •  

f" (х) =  — sin х  =  sin I x  -p 2 • — J, 

f "  (x) =  —cos x  =  sin (x  4- 3 ■ j ,

f*n) (x) =  sin-1 x +  n - j  ) 

булгани учун x =  0 нуктада куйидагиларга эга буламиз:

/(0) =  о, Г(0) =  I, Г(0) =  о, Г(0) =  - 1, /IV(0) =  о

ва х. к.
Хосилаларнинг кийматлари такрорланади ва

0 , 1, 0 , — 1, 0 , 1, 0 , — 1, . . .
такрорланувчи кетма-кетликпи хосил киладн. sin .v функциянинг ис
талган хосиласи хамма х  лар учун абсолют киймати буйича 1 дан 
катта булмайди, яъни

| f (n> (х)1 — is in ! х  -р п • — ii <  1 ва lim R r (х) =  0.
2 'l

Демак, /(.v) =  sin.v функция сонлар т\три чизигннннг хамма нух- 
таларида Маклорен каторига ёйилади:

.V3 п--! х'-‘: 1

s in х =  х ------—-р . . . - (— I) ' -л1 — — — . . . , х с (— ос, оо). ( j 8.3)о. ' (2 п - - :>! '
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sin X ток функция, каторда х  нинг ток даражалари катнашади.
3. c o s#  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. Бу ёйил- 

мани sin .г функциями каторга ёйишда кулланилган усулнинг узи би
лан хосил килиш мумкин. Аммо sin .г функциянинг (18.3) ёйилмаси 
ладма-хад дифференциалланса, cos а функция ёйилмасини оеонрок 
олиш мумкин (даражали каторларнинг хоссаларига асосан):

(sin а)' =  а' — 1 ~Г I ~п • • • -г (— ))"*'*( _ ~у (т ! +  • • •

Демак,

COSX =  1 — 7 7 — . . .  -р •— 1)Л ■' —г1----- 71 “ Г  • • • , X г (эо , ос).2! ' (2 п — 2)’ ’ ’ '

cos а жуфт функция, каторда а нинг жуфт даражалари катнашади.
4. 1п(1 х)  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. /(а ) =  

=  In (1 4- х) функцияни Маклорен каторига ёйиш учун чексиз камаюв- 
чи

_ ! _  =  1 -  .V +  х 2 -  . . .  -г  ( -  i f  .V" + . . .  . .V е ( -  1, 1)
3 х

геометрик прогрессиянинг йигиндиси формуласидан фойдаланамиз. 
Даражали каторларни якинлашиш интерналида интеграллаш хоссаси- 
дан фойдаланамиз:

х х х [ х х

j =  j dx  — j xdx +  j x 2dx  — . . .  -4- (— ]) ' | xndx  - f  . . .
0 ’ о о 0 G

Бундан

In (1 т а ) -  А'— -Г -i------. . . -j- (— \)n^ ] - ± - l - f

+  ■ . • , A - a - l ,  1).

5. (1 -j- x f 1 функцияни x  нинг даражалари буйича ёйиш. /  (а) =
=  (1 +  х)а функцияни Маклорен каторига ёямиз, бунда а  — ихтиёрий 
хакикий сон. Бу ерда Rn (x) колдик хадни бахолаш бирмунча мурак- 
каблик килади, шу сабабли берилган функцияни ёйишда бошкачарок 
йул тутамиз. /(а ) ни дифференциаллаймиз. Куйидагиларга эга була
миз:

Г(х) =  я.(\ +  х )*-\ 

f "  (а) = '  7. (а  —  1) (1 4* х )а~ “\

Г ’ (а ')  =  У. ( а  —  1)  . . .  (а —  п 4 -  ) ) (3 -t -  х)*
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х =  0 да

/ ( 0 ) =  1, / ' ( 0) =  а, /" (0) =  а (а — 1)...........f ’(0) =
-- = а  (а — 1) . . . (ос — п +  1) 

ларга эга буламиз. Хосилаларнинг топилган кийматларини (18.1) фор
мулага куямиз, натижада ( 1 + а ) “ функциянинг Маклорен ^аторига 
эга буламиз:

1 +  — X 
!!

сс (сс — 1)

сс (ос — 1)

(сс — п 4 -  1)
(18.4)

Бу катор биномиал катор дейилади. Шу каторнинг якинлашиш ин- 
тервалини топамиз:

R =  lim
/!—> х;

ИШ
сс (сс — 1) . . . (сс — п 4- 1)(п 4 -1 ) !  j

п! сс (сс — 1) . . . (сс--  п +  1) (сс — п) |

lim
сс — п\

Куриб турибмизки, биномиал катор (— 1, 1) интервалда абсолют 
якинлашар экан.

Крлдик хадни бахолаш га киришамиз, бунда 0 <  х  <  1 хрл билан
а - п - 1 1

1 (барча
( ! + * ) '

и—(а —1)чекланамиз. Бу интервалда (1 — а ) 

п >  сс — 1 лар учун) ва шу сабабли

|/<n+l,(.v)| =  |a(a  — 1) . . . (а — л)(I +  х)““',_1| <  la (a -
— 1) . . . (а — л)|.

Бу ерда функцияни Тейлор ^аторига ёйишнинг етарли ш а р 
ти хакидаги теоремадан (17-§, 2 - теорема) фойдалана олмай- 
мнз, чунки косила учун топилган чегара п га богли^. Шу са 
бабли (17.6) тенгсизликни куллаймиз:

|Я „ М 1 <
сс (сс — 1) . . . (сс — п)

(п -4-1)!

Тенгсизликнинг унг кисми |а | <  1 да якинлашувчи (18.4) даражали 
катор (п +  1)-хадининг абсолют кийматидан иборатдир, айтилган ка
торнинг я^инлашишини хозиргина юкорида исботладик. Демак,

lim R n (x) =  0.
П~> v

Шундай к>илиб, (18.4) биномиал катор (— 1, 1) да (1 +  х)а функ
цияни ифодалайди:

(1 т х )  =  1
, а  (ос — 1) . . . (сс — п 1) j i  ,

. . “ р  j - v Г” • • * |
п\
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x £ ( - U  О-
а  нинг турлн кийматлари учун биномиал каторларнинг бир 

печта хусусий куринишларини хосил киламиз:

1. f (х) функциянинг Тейлор цатори деб нимага айтилади? Тейлор катсри- 
нинг колдик хади деб нимага айтилади?

2. Функциянинг даражали цаторга ёйилмасииинг ягоиалиги хакидаги те- 
оремани исботланг.

3. Функциянинг Тейлор каторига ёйилмасииинг етарлилик шарти хакида
ги теоремани исботланг.

4. е х функцияни даражали каторга ёйинг ва цолдиц .^ад ёрдамида ^осил 
булган каторнинг берилган функцияга якинлашишини исботланг.

5. cos х  функцияни даражали каторга ёйинг ва хосил булган цаторнинг 
берилган функцияга якинлашишини колдиц х.ад ёрдамида исботланг.

6. sin.г функцияни даражали каторга ёйинг ва .\осил булган каторнинг 
берилган функцияга якинлашишини цолдиц >̂ ад ёрдамида исботланг.

7. l n ( l - K v )  функцияни д а р а ж а л и  цаторларни интеграллаш хакидаги 
теоремадан фойдаланиб каторга  ёйинг.

8. ( l+ .v )rx функцияни даражали цаторга ёйинг ва хосил булган цаторнинг 
якинлашиш интервалини топинг.

9. 2841—2868- масалаларли ечинг.

19- §. Дифференциал тенгламаларни ечишга даражали  
каторларни татбик килиш

Фу.нкцияларни дараж али  каторларга ёйиш ёрдамида хар 
хил дифференциал тенгламаларни такрибан интеграллаш мум
кин. М ураккаб назарий тасаввурларга берилмасдан, хусусий 
ечимни тоиишнинг иккита усулини караймиз.

Биринчи усул. Дифференциал тенглама ва хусусий ечимни 
аникловчи бошлаигич шартлар берилган булсин. Тенгламанинг 
ечимини бошлаигич шартлар берилган х0 нукта атрофида 
(х—х0)цинг д араж алари  буйича жойлашган каторга ёйиш мум
кин:

а) Дгар а  ------ — булса, у холда биномиал катор бундай ёзилади:

, aG [— 1 ; 1].

б) Агар а  г-.- — ~  булса, у холда биномиал катор бундай ёзила

ди:

. . . + ( - ! ) •

У з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

у = а ^  +  ау (х — л-0) -j- а2 (х — .v0)'2 +  . . . -  ап (х — л'0)" -+ . . . 

Хозирча номаълум коэффициентли бу каторни тенгламанинг



тартиби ^андай булса, шунча марта дифференциаллаймиз. 
Шундан кейин тенгламада номаълум функция ва унинг $оси- 
лалари  урнига тегишли каторларни куйиб, айниятга эга б у л а 
миз, ундан каторнинг номаълум коэффициентларини аник- 
лаймиз. Бунда к а т о р н и н г  д а с т л а б к и  коэффициентлари (улар 
нинг сони тенглама тартибига тенг) бошлангич ш артлардан 
аникланади. Айникса чизикли тенгламаларни бундай усул би
лан ечиш кулай.

1-м и со  л. Иккинчи тартибли чизикли у "  — ху  дифференциал 
тенгламани у \х=0=  1, у '  | v=0 =  О бошлангич шартларда ечинг.

Е ч и ш .  л'0 =  0 булгани учун ечимни х  нинг даражалари буйича 
тузилган катор куринишида излаймиз:

у  =  а0 +  «I х -г а , х2 - f  . . . +  atг хп -f- . . . (19.1) 

Бу каторни икки марта дифференциаллаймиз:

у ' — а{ + 2 a .,.v - f  . . . -г  п а х п~ [ 4- . . . (19.2)

у "  =  1 -2а., 4- . . .  +  п (п — 1 )а п хп~ 2 - f  . . . (19.3)
Бошлангич шартлардан фойдаланиб, д' =  0 кийматни (19.1) ва
(19.2) каторларга куйиб, дастлабки коэффициентларни топа
миз:

а0 =  1, а х =  0.

Шундан кейин берйлган тенгламадаги у  ва у "  лар урнига 
уларнинг (19.1) ва (19.3) ёйилмаларини цуйиб

1 • 2а2 -Ь 2 • За3л' - f  • • • -г  п (п — 1) апхп- 2 +  . . . =

=  а0х  +  . . . -Ь апхп+{ +  • • •

айниятга эга буламиз. х  нинг бир хил д ар аж ал ар и  олдидагн 
коэффициентларни тенглаб, топамиз:

1 • 2а2 =  0,
2-3  а3 =  а0,
3-4 а 4 =  a t

(п —  \)п а п =  ап_ 3.

Бундан а0=  1, ах =  0 эканини хисобга олиб, куйидагиларни куриш
осон:-

а 2 =  «5  =  ° 8  =  • • • =  fl3n - l  =  0 -

а 4 =  а 7 =  «10 =  • • • =  ^  3/г 4-1 =  О,

I 1 !
Go =  — , a fi=  —  а ,, . . . , а — --------------- л

d О п' » ;  С j' •
2-3 и 5-6 0 °п (3/г—1) 3/г

Бошкача айтганда (19.1) катор да
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, 1 i • 4 I • 4• 7• . . . • (3/7 — 2)а0 =  I, а:j =  —, aCl =  — , . . . , я ,„ = ---------------------------- ,
3! 6! 3,1 (Зл)!

бу каторнинг колган коэффициентлари эса нолга айланади.
Шундай килиб, биз теигламанинг катор куринишидаги ечи

ми га эга буламиз:
1 I 1 ' ■ I 1" * - ,  , 1 - 4 • 7 * . . .  - (in — 2)  ои — I 4----- х  4------ х  4" . . .  4------------------------------- х 6П 4- . . .

3! 6! (3/?)!

Бу катор х  нинг хар кандай кийматида якинлашувчи эканини 
Д алам бер  аломати ёрдамида курсатиш мумкин. Шуни кайд ки- 
ламизки, теигламанинг тартиби уни катор ёрдамида ечиш усу- 
лига хеч бир таъсир этманди.

Иккинчи усул. Агар тенглама чизикли булмаса, у холда у  
урнига унинг каторга ёйилмаси

у  =  а0 4- ах {х —  хц) 4- . . .  4- ап (х —  х0)п -г  . . . (19.1)

ни куйиш номаълум коэффициентларни аниклаш  учун мурак- 
каб тенгламаларга олиб келади. Бундай холларда куйидагича 
иш куриш фойдали. Тенгламада у  ни х  нинг функцияси деб ка- 
раб, уни бир неча марта дифференциалланади. Теигламанинг 
узида ва унинг хосилаларида х  = х 0 (х0 учун бошлангич ш арт
лар берилган) деб олиб ва бошлангич шартларни инобатга 
олгаи холда (19.1) катор коэффициентлари кетма-кет топиладн.

2- м и с о л .  у "  =  х~ ~  у2 тенглама ечимининг даражали каторга 
ёйилмасининг бир неча хадини у  | v=i = l ,  у' 1Л=1 =  0 бошлангич 
шартларда топинг.

Е ч и ш. Ечимни
У =  ао -г а{ ( х ~ \ )  4- . . .  4- ап(х — 1)я

катор куриншпида излаймиз. Маълумки, бу каторнинг коэф
фициентлари Тейлор коэффициентларидир, улар у  функция
нинг х  =  1 нуктадаги .хосил а лари оркали куйидаги формулалар 
билан ифодаланади:

а0 - ч П  1), « , - ' / ( 1 ) .  =  ■ . . . .  а , -  ^  . . .  (19.4)

Бунда ушбу белгилашлар киритилган: у( 1) - у \ =], //' ( 1) — у ' ! г==1,
. . . , у (п) < 1) : . :, . . . Берилган тенгламани бир неча марта диф- 
ференциаллаимиз в;: хосилаларнинг .v -  1 нуктадаги кийматларини 
хисоблаймиз. Шундай килиб:

а"  -V2 , / / ( ] ) =  1,
у ' " =  2 x 4 -  2 у- у ' ,  у'  (!) -  О,

y w  =  2 4- 2у '2 4- 2уу'  

у* - г бу 'у"  4- 2у у " ' ,

у "  (1) ----- 2, 

// '"  ( 1) =  2, 
//1Т ( 1) =  6, 

//• ( 1) =4
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в а х к -
Хосилаларнинг топилган кийматларини катор коэффициент- 

ларининг (19.4) формулаларнга куямиз. Куйидаги кнйматлар 
,\осил булади:

1 А 2 1 2 1 6 1
q(. — 1, а,--  0, а0 =  — =  1, а-,— — — — , а, =  — =  — ,
о . 1  ’ - 2! 3! 3 4! 4

4 1Qr =  — =  —,  . . .

5! 30

Шундай ^илиб, тенгламанинг 

у =  I + ( * - №  +  т (х ~ ~  т  ( * - ' ) ’ +  -к ( * -  '>5 +3 4 30

катор куринишидаги ечимига эга буламиз. Ечишнинг бу усулини 
хар кандай тартибли тенгламага куллай оламиз.

20- §. Такрибий хисоблашлар

Такрибий хисоблашларда хам д ар аж ал и  каторлардан фой- 
даланилади. f (х) функция кийматини х = х0 да берилган ани^- 
ликда хисоблаш талаб  цилинсин, дейлик. Функцияни (о—R, 
a + R) интервалда Тейлор ^аторига ёйиш мумкин ва х  = х0 нук
та берилган интервалга тегишли деб ф араз киламиз. У холла 
f ( x ) функциянинг бу ну^тадаги аниц циймати Тейлор катори 
буйича, такрибий киймати эса шу каторнинг хусусий йигинди
си буйича хисобланиши мумкин, бошкача айтганда:

f ( x Q) ~ S n (x0).

п нинг катталашнши билан бу тенгликнинг аниклиги орта 
боради. Бу такрибий тенгликнинг абсолют хатоси катор 1̂ олди- 
гининг

I / (А'о) —  5 /; (Л'о) I =  I (А'о) I
модулига тенг.

Агар f (хо) функция кийматини е > 0  ани^ликкача хисоблаш 
талаб  цилинса, у холда биз шундай дастлабки хадлар йигин- 
дисини олишимиз керакки,

\ f ( xo) —  S n (xQ)\-.= \ rn (Х0)\ < е

тенгсизлик уринли булсин.
Катор колдиги мусбат ишорали цаторларга тааллу^ли

(19.2) интеграл аломат буйича ёки ишоралари навбатлашувчи 
каторларга тааллукли (10.4) Лейбниц аломати буйича бахола- 
нади.

Пайдо булган хатони Тейлор каторининг колдик хади билан ба- 
холаш мумкин. Бу холда абсолют хато, яъни | /  (х0) — S n (х0) | Тей
лор каторининг колдик хади модулига тенг:
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I f (•'•»> -  5„ (-'•<,) I = i r„ eg i = i ~ ^ r  u . -  i.
бунда с киймат а билан x  орасида ётади.

Крлдикни бахолаш усули аник холга караб  кулланади.
1-м  и с о л .  е сонини 0,001 гача аникликда хисобланг. 
Е ч и ш .  Маълумки, ехнинг .г д ар аж ал ар и  буйича каторга 

ёйилмаси куйндагича куринишга эга:

ех — | Y I _L I ___V-
1 +  2! ' ' • ' 1 "  ' •

бу хар кандай x  учун уринли. .v =  1 да

1 +  1 -г

булади.
Дастлабки (п - f  1) та ха дни олсак,

О . 1 I ! 1е ж 2 Н--------г • • •  ~\-----
2! п\

такрибий тенгликка эга буламиз. Якинлашиш хатосини Маклорен ка- 
тори колдик хади ёрдамида бахолаймиз. (х) =  ех булгани учун 
колдик хад

га тенг бх'лади, бунла 0 <  с <  ,v. .v =  1 да R , ( 1) — —---- , бунда 0 <
п ( п т 1)!

< Ъ < \ .
е* <  е <  3 эканини хисобга олиб,

тенгсизликка эга буламиз. Талаб килинаётган аникликка эришмок 
учун п — 6 деб олиш етарли эканини текшириш осон, яъни R,. ( 1) <  
< 0,001.

Шундай килиб, 0,001 аникликдаги

^ 9 4 - i + i - L  ^ 1  
2! .4! ' G!

такрибий тенгликка эга буламиз., Биз йул куйган хатога куши- 
лувчиларнн яхлитлашда яна хато кушилмаелнги учун хар кай- 
сп кушилувчиип биттадан эхтиёт ракам билап ёзамиз:

е ~  1,0000 -г 1,0000 +  0,5000 - f  0,1667 +  0,0417 -г 0,0083 -г
4- 0,0014 =  2,7181.

Демак, е 0,001 гача аникликда 2,718 га тенг, яъни е « 2 , 7 ! 8 .
2- м и с о л .  sin 18 ни 0,0001 гача аникликда хисобланг.
Е ч и ш .  sin л* учун х  нинг хар кандай кийматида тугри булган 

.V нинг даражалари буйича ушбу ёйилмага эгамиз:



sin x  =  — — — -j- . . .  +  (— — j- . . .
1! 8: ' (2/i— 1)!

18° ни радианларда ифодалаймиз: .v =  Демак,

, о о • -T3Jin 18 =  sin — =
10 10 ю --з :

Хадлари абсолют киймати буйича камаювчи ва умумий хади нолга 
интилувчи ишоралари навбатлашувчи каторга эга булдик. Шу сабаб- 
ли, каторнинг колдиги (10.4) нинг ташлаб юборилган биринчи хади-

3
дан катта булмайди. —— - > 0,0001, —-----<  0,0001 булгани са-

1 0 3 • 3 !  - 1 Q 3 . 5 J

баб л и 0,0001 гача аникликда
л гт3йп 18’
10 103 - 3 ?

такрибий кийматга эга буламиз. Хисоблашларшшг хаммаси ни бигта 
ортик ракам билан бажарамиз:

л »  3,14159; л 3 -  31,00620,

sin 185 ^  — «  0,31416— 0,00517 »  0,30899.
10 0000

Шундай килиб, 0.0001 гача аникликда sin 18°~ 0,3090. 
Б аъ зан  д араж али  каторлар ёрдамида аник ннтегралларни 

хисоблаш мумкин. бу интеграллар юьрри чегаранинг функ
цияси сифатида охнр-окибатда элементар функциялар билан 
ифодаланмайди. Бир почта мисол караймиз.

3 - м и с о л .  Ушбу \ е ~х~ dx  интегрални хисобланг.

Е ч и ш .  е~х~ нинг бошлаигич функцияси элементар функция эмас. 
Бу интегрални хисоблаш учун интеграл остидаги е~х2 функцияни 
каторга ёямиз, ех нинг (18.2) ёйилмасида х  ни (— х~) билан алмаш- 
тирамиз:

Бу тенгликнинг и к ка л а кисмини 0 дан а гача чегарада интеграллаб, 
куйидагини топамиз:

2п + I
-V- , , х

dx  =  ( -  — —-  - f  — л — • • • — (— 1)
2! -3 ' п\ (2п 4- I)

. , 1)П
[ I ! • 3 2 ! • 5 ' n! (2 /i 1)

Бу тенглик ёрдамида хар кандай а да берилган интегрални исталган
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даражада аиикликда хисоблаш мумкин. Масалан, I е~х'~ dx интеграл-
6

нк 0,001 гача аиикликда хисоблаш керак. Изланаётган интеграл 
ищоралари навбатлашувчи катор йигиидисига тенг:

1/3

Г j 1 1 , 1| е х dx = --------------- 4--------- — . . .
j  3 I.' 3 - 3 2!5 • З5
о

— -г- <  0 ,001, — ^ > 0,001 булгани учун ишоралари навбат-
2'.Ъ -3' 3 ■ 1! 3 ‘ “

лашувчи холида хатоликни бахолаш коидаси асосида 0,001 гача 
аиикликда куйидагига эга буламиз:

1/3

1‘ dx  «  ---------—з «  0,3333 — 0,0123 =  0,3210.1 я з.гг ’
о

Шундай килиб,

3 з-з 

1/3
\ e~x'~dx&  0,321.

6
а

4-м и  с о л. s‘n л dx ни хисобланг.
J х
с

Е чиш . Интеграл остидаги функцияни каторга ёямиз.
А"

■г 2п — !
х  х 3 . , . -V

sin х = --------------r • • • -г  (— 1) ~ ------------Ь • • ■
1! 3! v (2л— 1)!

тгнхликдаи барча х  ларда якинлашувчи

—  =  1 - f  ( -  1)»-И +  . . .
а- 3! V (2/т— 1)!

'-'аторга эга буламиз. Хадлаб интеграллаб, куйидагига эга буламиз:
С  ,

s' s i n  *  ' й 3 , . /  i < 1 c r n ~ L-------ах  =  а — ------- г  • • • — — 1) г • -------------------- - +  . . .
,1 а- 3! 3 v 7 (2/г—  1) ! ( 2л—  1)
о

Катор йигиндиси хар кандай а да исталган аиикликда осон 
хисобланади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламаларни даражали каторлар ёрдамида интеграл
лаш усули нимадан иборат? Мисоллар келтиринг.

2. Функциялар кийматларини цаторлар ёрдамида такрибий хисоблаш усу
лини баён килинг. Мисол келтиринг.

3. Интеграллар кийматларини к;аторлар ёрдамида такрибий ^исоблаш 
усулини баён килинг. Мисол келтиринг.
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4. Каторлар ёрдамида функцияларни интеграллаш усулини баён килинг 
Мисол келтиринг.

5. 2894—2914, 2920—2938, 4109—4116, 4246—4250-масалаларни ечинг.

21-§. Фурье катори. Фурье коэффициентлари

Энди амалий фанларнинг ва математиканинг турли масала- 
лари келтириладиган каторлар синфини ташкил этувчи Фурье 
каторларини урганишга киришамиз.

Ушбу
~  Н- (a, cos х  — bl sin л) +  . . .  4- (ап cos пх  +  bn sin пх) -г  . • • =

5С
(ап cos пх  +  Ьп sin пх) (21.1)

п — 1
куринишдаги катор тригонометрик катор деб аталади, бунда а0, аи 
Ь{, . . . , ап, Ьп, . . . — узгармас сонлар, булар каторнинг коэффи
циентлари дейилади.

Тригонометрик каторлар иккинчи му^им функционал к а 
торлар синфини ташкил килади (дараж али  каторлар синфи би
ринчи синф хисобланади).

(21. 1) катор х  га каррали аргументларнинг еинуслар ва ко- 
синусларини уз ичига олганлиги учун улар 2л га тенг умумий 
даврга эга булади. Агар бу катор якинлашувчи катор деб ф а 
раз килинса, у холда унинг йигиндиси хам даври 2л га тенг 
булган даврий функция булади.

Ушбу масалани куямиз: даври 2л га тенг булган берйлган 
} (х) функция учун шу функцияга якинлашувчи тригонометрик 
катор тузинг.

Олдиндан бир неча ёрдамчи формулаларни аницлаб оламиз. 
Хар кандай да ^уйидагиларга эгамиз:

cos nxdx

sin nxdx

0.

(21.2)

0,

Л
cos2 nxdx  =  — | (1 +  cos 2 nx) dx -■= л,

—Л 
Л

(21.3)

sin2 nx dx  =  — | (1 — cos 2 nx) dx Д.

Тригонометриянинг маълум ушбу

cos a  cos P =  ~  (cos (a — p) +  cos (a— p)
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sin a  sin (5 — (cos (a — p) — cos (a 4- P)),

sin a  cos P =  — (sin (a +  P) 4- sin (a — P))

формулаларига биноан, шунингдек (21.2) ва (21.3) формула- 
ларга  биноан, ихтиёрий мусбат п ва т  лар учун куйидагилар 
уринли булади:

К^уйилган масалага кайтамиз.
Даври 2л: га тенг булган f (х) даврий функция узига (— я,  

л) интервалда якинлашувчи тригонометрик к^атор билан тасвир- 
ланадиган булсин, дейлик, яъни шу тригонометрик ьдатор йи- 
гиндисидан иборат булсин, дейлик:

Бу катор [— л, л] лар учун якинлашувчи ва уни хадлаб инте
граллаш мумкин деб фараз килайлик. Бундан а0 коэффициентни хи
соблаш учун фойдэланамиз. (21.5) тенгликнинг иккала кисмини — л 
дан л гача интеграллаймиз:

(21.2) формулаларга биноан йигиндч белгиси остидаги интеграл- 
ларнинг хаммаси нолга тенг. Демак,

к Ф О нинг бирор аник кийматида ак коэффициентни топиш учун
(21.5) тенгликнинг иккала кисмини cos kx  га купайтирамиз ва хосил 
булган ифодани — л дан л гача хадлаб интеграллаймиз:

(21.4)

\ sin их  cos тх dx  =  0 .
—л

(21.5)

ТС

| f  (x)dx  =  y i ° o  dx  +  V! ^  1 cos n x d x  +  b n [ sin nxdx)-t JHR
— Я П = 1  — Я  — Я— Я

\ f  [x) dx =  na0,
Л

бундан
я

(21.6)

— я
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Я  Л х  Л

| f  (л) cos kx dx — — |  cos kx dx +  (an J  cos nx  cos kx dx 4 -
—Я —Я /1=1 —я

я
4- bn \ sin nx  cos kx dx).

—rt
(21.2) ва (21.4) формулаларни эътиборга олсак, унг томондаги ak 
коэффициентли интегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини курамиэ.

Демак,
Л  Л

{ f(x) cos kx dx =  ak \ cos2 kx dx  ~  akл,
—я —я

бундам
я

аь=  — \ /(.v) cos kx dx. (21.7)
я J—я

bk коэффициентни топиш учун (21.5) тенгликнинг иккала кисми- 
нн sin kx га купайтирамиз ва хосил булган тенгликни — л дан л  
гача литеграллаймиз:

| f (х) sin kx dx — — Г sin kx dx -f-
— Л — Л

•x л  Л

V  (a i cos /7.x sin kx dx -j- b 1 sin nx sin kx dx).
/2=1 — Я —Я

(21.2) ва (21.4) формулаларни хисобга олсак, унг томондаги Ь, 
коэффициентли интегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини курамнз.

Шупднй килиб,

\ / (.г) sin kx dx — bk \ sin2 kx dx  =  bk л,
— Л —Я

бундан

bk= — \ f (x) sin kx dx. (21.8)
я J

—я
(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича аникланган ко- 

эффициентлар /(.v) функциянинг Фурье коэффициентлари дейи
лади. Шундан коэффициентли (21.1) тригонометрик катор эса 
/ (xj функциянинг Фурье цатори дейилади.

Хосил килинган тригонометрик катор берилган [ (х) функ-
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цинга якиилашиши масаласи хали аншуланмагани учун биз 
бу Фурье катори ] (х) функция ёрдамида вужудга келтирилган 
дея оламиз, холос. f(x) функция билан у хосил кил гаи Фурье 

катори орасидаги богланиш бундай белгиланади:

__ос

f (.v) ~  — +  У  (ak cos kx +  bk sin kx),2 jteam
k=\

бунда a0, ak, bk лар (21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича хи- 

собланади.
Бундай ёзув f (а ) функцияга унг томонда ёзилган Фурье ца- 

тори мос келишинигина билдиради. Биз каторнинг якинлаши- 

шини ва унинг йигиндиси f (х) га тенглигини нсботлаганимиз- 

дан кейингина ~  белгини =  белги билан алмаштириш мум
кин.

Бу масалани хал килишдан олдин «уртача якинлашиш» ту
шунчаси билан танншамиз.

22-§. Уртача якинлашиш. Фурье коэффициентларининг 
минималлик хоссаси

Агар бирор функция чексиз ь^атор шаклида тасвирланса, у 
холда каторни п- хадида узиш натижасида хосил булган чек
ли йипшди ёйилаётган функциянинг такрибий ифодаси дейи
лади. ti нинг етарлича катта 1\ийматини танлаш йули б и л а н  

уни исталганча аникликда хосил 1\илиш мумкин.
Даври 2 л га тенг f (а) даврий функциянн

11

Тп М  = 7  +  У ]  К  C0S kx +  h  Sifl kx)
k =  \

n- тартибли тригонометрик купхад билан такрибий тасвирлаш- 
да хато улчови учун

ТС

=  ^  J  ( / ('v) — Tn {х))~ dx (2 2 .1 )
—Л

тенглик билан аникланувчи, урта квадратик четлашиш деб аталувчи

6- олинади. f (а) функциянинг Тп (а ) тригонометрик купхад билан 

бундай якинлашиши уртача (ёки урта маънода) якинлашиш дейилади, 

бунда хато улчови учун 6;’ уртача квадратик четлашиш олинади. Баъзи 

Тп (а) тригонометрик купхадлар учун 6“ жуда катта булади ва 

бу холда Тп (а ) купхад / (а ) функциянн такрибий тасвирлашга яра- 

майди, баъзи Тп(х) лар учун у жуда кичик булади. Энди Ь-п 

хато энг кичик буладиган Тп(х) тригонометрик купхадни излаш ма

саласи куйилади, яъни шу купхаднинг а 0, а 1( J3,, . . . , an,
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коэффициентларини топиш талаб килинади. Масала 2 я +  1 та а 0, а ,, 

Рм . . . , а /г, р,г узгарувчига борлик булган 6  ̂ функция минимуми- 

ни топишга келтирилади.
Бу экстремал масаланинг ечилиш натижаси куйидаги теоремадан 

иборат булади.
Т е о р е м а , п- тартибли тригонометрик куп.\адлар ичида 

(— л, я) интервалда j (х) узлуксиз функцияга энг яхши уртача 
якинлашиш берадигани

S , (х) =  ~ +  V (ak cos kx +  6,  sin kx) (2 2 .2 )
9

1
тригонометрик купхаддир, бунда aQ, ak, bh — Фурье коэффициент- 

лари.
Рагшанки, бу купхад Фурье каторининг п- хусусий йигиндисидир. 

Айни шу Sn(x) купхад / (х) функциядан энг кичик уртача квадратик 

четлашишга эга булади; бу четлашишнинг катталиги цуйидагига тенг 

эканини исботлаш мумкин;

Я » п

б» - 27 j ’ i'! М  ** - 1  ( I  + 2 (e,i + 6*2J)' 122 3>
— л £=1

я катталашгани сари 6“ нинг микдори камая боради, чунки унинг

(22.3) ифодасида янги манфий кушилунчилар кушила боради. Шу 
сабабли п катталашгани сари (22.2) Sri купхад каралаётган f (х) 

функцияга шунча «уртача» я^ин боради (бу (2 2 . 1) дан келиб чикади).
(22.3) тенгликдан мухим натижа келиб чикади. 6-’ >  0 булгани 

учун хар кандай п да:

т + 2  + b l ) < * j /2 (-v) dx■ (22-4)
&=1 —л

Бу тенгсизликнинг унг кисми п га боглик эмас, демак, каторнинг

9 ос

+ У ( а |  + Ь*>
а0

2

хусусий йигиндилари оо да чегараланганлигича колади. Бу 

катор мусбат ишорали булгани учун у якинлашувчи булади. 

Шундай килиб, узлуксиз функция Фурье катори коэффициент- 
лари квадратлари хар доим якинлашувчи катор хосил кнлади. 

Хусусан, бундан п->оо да узлуксиз функция учун доим куйи- 

дагига эгамиз:

lim  ап — 0 , lim  bn О
П—> оо П->го

Энди (22.4) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:
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+  ^  + ^  ~  J / ' (*) (22.5)
fe= I —л

Бу муносабат Бессель тенгсизлиги дейилади.

23-§. Фурье тригонометрик ^аторларининг уртача 
якинлашиши ва нуктада якинлашиши ^а^ида теорема

Энди ) (х) функциянинг Фурье катори якинлашувчи булиши 
ва бу цаторнинг йигиндиси айнан шу функцияга тенг булиши 
учун f (х) функция кандай хоссаларга эга булиши керак экан- 
лиги хакидаги масалани караймиз.

Бу хоссалар келтирилган теореманинг ифодасини баён ци- 
лишдан олдин баъзи таърифларни киритамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктада f(x) функциянинг чап ва унг 
лимитлари мавжуд булса-ю, (чекли сонлар) аммо узаро тенг 
бул мае а, яъни

/ (*о —  °) ^  / (А'о +  0), бунда / (А'о — 0) -  lim / (х),
х~+х0
X Х'э

/ К  +  0) =  lim f(x)
X —+ X з 
X А" о

2  С» Я

булса, у холда х0 нукта f (х) функция учун биринчи тур узилиш 
ну/\таси дейилади ( 1 1 - шакл).

2-т а ъ р и ф. Агар f (х) функция [а, Ь] кесмада факат чекли 

сонда биринчи тур узилиш нуцталарига эга булса, у холда f(x) 
функция шу кесмада булакли узлуксиз функция дейилади.

1 2 - шаклда тасвирланган функция графиги иккита биринчи 

тур узилиш нуктасига эга.
3- т а ъ р и ф. Агар f (х) функция [а, Ь] кесмада биринчи хо- 

силаси билан биргаликда узлуксиз булса, у холда бу функция 

шу кесмада силл1Щ функция дейилади.

Геометрик нуктаи назардан бу уринманинг эгри чизик буй

лаб силжишида уринманинг йуналиши сакрашларсиз узлуксиз
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13- шакл.

узгаришинн билдиради. Силлик функция графнги бурчак нук

талари булмаган текис эгри чизикдан иборат (13-шакл).
4-т а ъ р и ф. Агар (а, Ь) интервални чекли сондаги кнсм- 

интервалларга булиш мумкин булиб, бу кием интервалларнинг 
хар бирида функция спллик функция булса, у холда бу функ

ция шу интервалда булакли силмщ функция дейилади.
Булакли силлик функциянинг графиги чекли сондаги силлик 

ёплардан иборат ва у чекли сондаги биринчи тур узилиш нук- 

таларига эга булиши мумкин (14-шакл).
Функцияни Фурье каторига ёйишнииг мумкинлиги хакида

ги теоремани ифодалаймнз.
У р т а ч а  я к  и н л а ш и ш х а к и д а г и т е о р е м а. (— л, л) 

интервалда булакли узлуксиз f(x) функциянинг Фурье ка
тори уни вужудга келтирган f(x) функцияга уртача якинлаша
ди, яъни Фурье каторининг

14- шакл.

П

S, (.г) =  ~  +  V (и,, cos kx -1- bk sin kx)

хусусий йигиндилари n->oo да / (.v) функцияга уртача квадра
тик четлаишш маъносида интилади, бунда
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формула уринли, бу формула Л я
пунов— Л арсеваль тенглиги дейи
лади (бу ерда aQ, ak, bk— J(x) функ

циянинг Фурье коэффициентлари).
Н у к т а д а я к и н л а ш и ш 

а ]\ и д а т е о р е м а .  (— л, л) 
интервалда булакли си л л щ  f(x) 
функциянинг Фурье катори шу 
интервалнинг хар бир нуцтасида 
якинлашувчи. Шу билан бирга, 
f (х) функция учун Фурье като- 
рининг йигиндиси S (x ) булса, у 15- шакл.

холда бу функция узлуксиз бу-
ладиган нукталарнинг хаммасида S (x )= f(x ) ,  I тур узилишга 
эга булган нукталарнинг хаммасида эса

S(.*) =  - i ( / ( * - 0) +  / ( * .+ О)).

Бундан ташкари

S (л) =  S ( -  л) =  4  (f (л _  0) +  / ( -  я +  0)).

Бу теорема Дирихле теоремаси дейилади. Бу теореманинг 

шарти —  функция булакли узлуксиз булиши кераклиги ушбу 
иккита шартга тенг кучли: функция чегараланган ва булакли 
монотон булиши керак.

Охирги шарт функция каралаётган интервални чекли сон

даги интервалларга булиш ва бу интервалларнинг ^ар бнри- 
да функция монотон булиши кераклигини билдиради.

Шундай килиб, агар f (х) функция (— л, л) интервалда бу
лакли монотон булса, у холда бу функция учун нуктада якин
лашиш теоремаси уринли. Бу шартлар Дирихле шартлари де
ни л адп.

Масалан, у =  х функция (— л, л) интервалда Дирихле шарт- 
ларини каноатлантиради, чунки у чегараланган ва монотон 
(усувчи) (15-шакл).

24-§. Ортонормалланган система, системанинг тулалиги 
тушунчалари, тула система буйича ёйиш

ь

1-таъриф . Агар 1 ф„ (х) фт (.v) dx =  0 (бунда п ф  тп) булса,

а

функцияларнинг ф0 (.v), ф, (л), . . . , фп (х ) , .  .. чексиз системаси [а, Ь) 

кесмада ортогонал система дейилади.

Биз тригонометрик функцияларнинг

1, COS Л', sin Л'........... cos пх, sinnx, . . .

системаси билан иш курган эдик, бу система [— л, л] кесмада орте- 
гонал эдн, чунки
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я

агар т  Ф  п булса, | sin nx sin tnx dx — О,

— л 
л

агар т  Ф  п булса, ( cos nx cos тх dx =  О,

—л

л

хар кандай т  ва п учун i sin nx cos mx dx =  0 .

—л

Бу (21.4) дан келиб чикади. Бошка тригонометрик функцияларнинг 

^ам ортогоналлигини исботлаш мумкин:

1 , cos х, cos 2х, . . . , cos nx, . . .  [0 , л] кесмада,

sin я, sin 2.v, . . . , sin nx, . . .  [0 . л] кесмада,

, ял: . лх лпх . лпх , ,1 , cos —, sin — , . . . .  cos -- , sin ---, . . . [— /, /] кесмада.
I Г  l i

2-таъ риф . Агар

ь

f Ч 'п (x) dx =  1
a

булса, функцияларнинг

Ф 0 (x )> Ф 1 ( * ) .  • • • . Ф л (* ) . • ■ •

чексиз системаси [а, b] кесмада нормалланган система дейилади. 
Функцияларнинг хар кандай ортогонал системасиии нормаллаш мум
кин. Бунинг маъноси куйидаги дек: хар доим f.i0, а,, . . . , |iflt . . . 

узгармас сонларни

М0Ф о (х )> M i ( A')> • • • . М„ФП(* ) .  • • •

функциялар системаси аввалгидек ортогонал, шу билан бирга,

энди нормалланган буладиган килиб танлаш мумкин. 
ь

Хакикатан, агар f Ф“ (х) dx =  Я;г (бунда \ Ф  0) булса, у холда

а

Li =  — . Шундан кейин
Л

Ь Ь

Г £  <р= (a ) dx =  X- f  (a') dx =  X  Г„ =  1
J  ЛН J  п
а а

тенгликка эга буламиз. Кп микдорниф,, (л) функциянинг нормаси деб 

атаймиз ка Ц срп II куринишда белгилаймиз. Шундай килиб,

/~~ь
1! < М = ]  \%(x)dx.

а
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Агар система нормалланган булса, у холда равшанки, \\ ср :> =  1 

булади.

3- т а ъ р и ф. Агар функцияларнинг

Фо М . Ф] (*). ■ • • . Ф„ (х), . . .

чексиз системаси ортогонал ва нормалланган булса, бошкача айтган- 
да, агар

с , ч , ч , 10, агар т  Ф  п булса, 
j  Фп (л) Ф/n (х ) dx  —  | j ̂  агар п __ т  5^лса
а

булса, у холда система [а, Ь] кесмада ортонормалланган система 
дейилади. Масалан, функцияларнинг 1, cosx, sinx, . . . , cos пх, 
sin пх, . . . системаси [—  л, л] кесмада ортогонал, аммо нормалланган 

эмас, чунки

л л

| cos2 пх dx =  л, | sin'- пх dx =  л,

—л —л

бу хар ^андай п Ф  0 да (21.3) дан келиб чикади. Бу системани нор- 

маллаш учун ундаги функцияларнинг хар бирини ]/"л га булиш ке

рак. Функциялар системасининг [— л, л] кесмада ортонормалланган

1 1  1 . 1 1
—=1, — cos х, -^=sin X, . . . , —— cos пх, —— sin пх, . . .
У л, J л | л у  я  | л

системасига эга буламиз.

Ихтиёрий [а, Ъ] кесмага кайтамиз. Бу кесмада функцияларнинг 
бирор

Фо (х), (Ptix), . . . , Ф„(х), . . . (24.1)

ортогонал системаси берилган булсин дейлик. Ма^садимиз [а, b] кес
мада аникланган f (х) функцияни (24.1) система функциялари буйича

/ (х) =  ^0Фо‘(А') +  С1Ф1 (л'Х+ь- • • +  сп(рп(х) +  . . . (24.2)

куринишдаги каторларга [ёйишдан иборат. Бу ёйилманинг коэффн- 

циентларини аниклаш учун биз хусусий холда (2 1 -§ да) килгани- 
миздек ёйилманинг иккала кисмини <pk (х) га куиайтириб, уни хадлаб 

интеграл ла йм из:

Ь  ОО Ь

\ / (х) Ф/е (х) dx =  V  сп j  ф/( (х) срк (х) dx.
а п= 0 а

(24.1) система ортогонал булганлиги сабабли, унгдаги интеграл- 

ларнинг биттасидан бошка хаммаси нолга тенг булади ва

ъ

ск =  *---- j / (х) %  (х) dx (24.3)

| Щ (х) dx а 

а

экани осонгина топилади.
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Коэффициентлари (24.3) формул алар буйича тузилган
(24.2) 1̂ атор берйлган f (х) функциянинг умумлашган Фурье 
/уатори, коэффициентларнинг узи эса функцияларнинг

Фо (А Ф[ С''), • ■ • , Чп (х), ■ • ■

системасига нисбатан умумлашган Фурье коэффициентлари дейила

ди.
(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар (24.3) формула ларнинг хусу

сий холлари хисобланади. Ортонормалланган система холида (24.3)
ь

формулалар айникса содда булади: | ц>1 (х) dx =  1 булганда, ck =

а
h

=  I f(x )yk{x)dx булади.

а
21-§ даги муло^азаларни такрорлаб, умумлашган Фурье 

к;атори учун уртача квадратик четлашиш куйидаги куринишга 

эга эканини курсатиш мумкин:

=  j F W d x -  V  4  || 1|г. (24.4)

а к=О

Бу ифода, п катталашгани сари б;г микдор мусбатлигича цолиб, 

факат камайиши мумкин эканини, яъни п нинг бртиши билан Фурье 
каторининг хусусий йигиндилари /(л) функциянинг ани^ро^ та^ри- 

бий тасвирини беришини курсатади. >  0 булгани учун (24.4) дан

2  c~k !! 4>k 1: 2 ^  f Р  ) dx
к= 0 а

п

экани келиб чикади. Бунда V  с\ [| cpfe li 2 йигинди п ->• оо да чекли

к=О
ь

лкмитга эга, чунки у унгдан п га боглик булмаган j f- (х) dx ми к-

а

дор билан чегараланган. Шунинг учун

о о

2  ck •  ̂ ф л 2
к=О

катор якинлашувчи ва Бессель тенгсизлигига эга буламиз:

2  cl I! Фа Н 2 <  j  /2 (*) dx-
k=0 а

Биз бу тенгсизликнинг хусусий холи булган (22.5) тенгсизликни 

хосил килган эдик.
4- т а ъ р и ф. Агад квадрати билан интегралланувчи ихтиёрий 

f(x) функция учун Бессель тенгсизлиги урнига

€3



Ь  оо

j  f  (л) dx =  V  c\ II yk II 2
a fc=0

(24.5)

тенглик уринли булса, [a, b] кесмада ортогонал булган

Ф0(*Х ГМ Л'Х • • ■ , Ф,г(*Х • • • (24.6)

функциялар системаси тула система дейилади. Бунда ск— f(x) 

функциянинг Фурье коэффициентлари ((24.3) формула).

(24.5) тенглик (24.6) системанинг тулалик шарти деб ата
лади. Бу шартни унга тенг кучли булган

тенглик билан алмаштирамиз. Агар (24.4) формула хисобга олинса, 

охирги тенгликни lim — 0 куринишда ёзиш мумкин.

Шундай килиб, (24.6) функциялар системаси \а, Ъ\ да тула 

булса, у холда Фурье катори f{x) га уртача якинлашади де

йилади.
Шунн кайд килиш кераккн, (24.6) функциялар системаси 

тула булишига 1\арамай, Фурье каторининг узини вужудга кел- 

тирган функцияга оддий нуктавий якинлашиши хар доим урин

ли булавермайди. Шунга карамай, тула системалар учун ур
тача якинлашиш хар доим уринли. Бизнинг таъкидимиз уртача 

якинлашиш тушунчасининг ишончли эканини яна бир марта 
курсатади.

1. К,андай катор тригонометрик цатор дейилади?
2. Даври 2л га тенг даврий функциянинг Фурье коэффициентлари учун 

формула чш-^аринг.
3. Уртача якинлашиш нима? Уртача квадратик четлашиш нима?
4. Тригонометрик куп,%адлардан кайсиниси функцияга энг яхшн ягушла- 

шишни беради?

5. Тригонометрик 1\аторларнинг якинлашиши (уртача ва нуктада якинла
шиш) хакидаги теореманн ифодаланг.

6. Функцияларнинг ^андай системаси ортогонал система дейилади? Функ
цияларнинг цандай системаси нормалланган, ^андай системаси ортонормал- 
ланган система дейилади?

7. Функцияни ортогонал система буйича каторга ёйиш масаласи нимадан 
нборат? Ейилма коэффициентлари ^андай изланади?

8. Функцияларнинг ^андай системаси тула система дейилади? Функцияни 
тула система буйича цаторга ёйишнинг хусусияти нимадан иборат?

9. Системаларнинг ортогоналлигини исботланг:

], cos х, cos 2х, . . . , со< пх, . . . нинг [0, л] кесмада,
sm дг, sin 2х, . . . , sin пх, . . . нинг [0, я] кесмада.

Ш у  системаларнн ортонормалланг.

П—»оо
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25- § .  (— я ,  л ) интервалда берилган жуфт ва то^ функцияларни 
Фурье тригонометрик цаторларига ёйиш

1. Жуфт ва то^ функциялар. f(x) функция сонлар уцининг 
хамма ерида ёки координаталар бошига нисбатан симметрик 
булган бирор интервалда аникланган булсин. Ток; ва жуфт 
функциялар таърифларини эслатиб утамиз.

Агар каралаётган хамма х лаР учун / ( — x)= f(x ) тенглик 
уринли булса, у холда f (х) функция жуфт функция дейилади.

Ж уфт функциянинг графиги ординаталар укига нисбатан 

симметрик (16-шакл).

16- шакл. 17- шакл.

Агар каралаётган кийматларнинг хаммасида / ( — х) = — f(x) 
тенглик уринли булса, /' (х) функция тоь{ функция дейилади.

Тоц функциянинг графиги координаталар бошига нисбатан 
симметрик (17-шакл).

Иккита жуфт функциянинг ёки иккита тоц функциянинг ку- 
пайтмаси жуфт функция, жуфт ва toi  ̂ функцияларнинг купайт- 

маси ток функция.
Агар f (x) функция [— а, а] кесмада интегралланувчи булса, 

У х°лда

j' f(x) dx=  f f(x) dx+ f f(x) dx. (25.1)

—a —a 0
Ammo x н и  — x билан алмаштиришда унг кисмдаги биринчи 

интеграл бундай ёзилади:

f f(x) dx=  f /(—  x) d{ —  x) =  —  [ /(—  A') dx =  \f(— x) dx.

—a a a  0

Бунинг кийматини (25.1) га куйсак,

I  )(x)dx =  j  №  + K-x)]dx,
—a 0

бундан
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\ f(x)dx— 0 — ток функциялар учун,

а а

\ f(x)dx =  2 \ f(x)dx —  жуфт функциялар учун.

-—И О

Бу натижадан Фурье коэффициентларини хисоблашда фой- 
даланамиз.

2. Жуфт ва то^ функциялар учун Фурье катори. f{x) функ

ция даври 2л, [—  я , л] кесмада Дирихле шартларини цаноат- 

лантирадиган жуфт функция булсин. Унинг Фурье ^атори ко
эффициентлари учун куйидаги формулаларни топамиз:

Шундай килиб, жуфт функциянинг Фурье каторида синусли 
хадлар катнашмапди, жуфт функциянинг Фурье катори факат 

косинусларни уз ичига олади ва бундай куринишда булади:

Энди fix) даври 2л, [ —  л, л] кесмада Дирихле шартларини ка- 
ноатлантирадиган ток функция булсин. Унинг Фурье катори коэф

фициентлари учун куйидаги формулаларни топамиз:

я я

ak=  —  Г f(x) cos kx dx =  —  Г f(x) cos kx dx,

—л о
я

—Л

ОС

ak cos kx, (25.2)

бунда
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п  д,

b. =  —  Г f(x) sinkx dx =  —  I f(x) sin kx dx. 
n J л J

— я 0
Шундай ь^илиб, ток функциянинг Фурье каторида озод .\ад ва 

косинусли хадлар катнашмайди. Тоц функциянинг Фурье ца- 

тори факат синусли хадларни уз ичига олади ва бундай кури

нишда булади:

бунда

f(x) =  V  bk sin kx, (25.3)

bk= —  \ f(x) sin kx dx.

Чикарилган формулалар, аслида ^ap цандай даврий функ
ция ^ам жуфт ёки ток; функция булавермаслиги равшан бул- 
са-да, жуфт ва тоь  ̂ функцияларнинг Фурье коэффициентлари- 

кк хисоблашни соддалаштириш имконини беради.

1- м и с о л. Даври 2я булган

Кх)-

* 6 (- л , 0), 

X-  х ^(0, л)

функцияни Фурье каторига ёйинг.
х =  л п (бунда п £ Z) нукта лар да fix) =  0 булади, деб фараз ки

ламиз (18-шакл).

Функция ток, Дирихле шартлар и ни каноатлантирадч, шунга кура

(25.3) тенглик асосида куйидагига эга буламиз:

bk =  ~  я
—  sin kx dx =  —  
4 2

sin kxdx =
cos kx

2kT

cos 0—COS Tik 

2k

Демак,

2k
(1- ( _ ! ) * ) =  k

— , агар k toj\ булса,

У

y--f(X)

1 1
-J?1 0 7i 1 2Г, /

18- шакл.

0, агар k жуфт булса.

Ь\ — 1 , 2̂ — °3 —' ^ *

64 =  0 , . . .  

Изланаётган ёйилма 

/(a) =  sin x 4- - 7  s*n 3x 4- . • • 4-

+
2/i —  I

sin (2/г —  l)x4- ■
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дан иборат. Бундан; х ~

к
— 1 _1_

4 3~

4- (-1)"

7 А

19- шакл.2п —  1

2-м и сол . Даври 2л га тенг

—  х, агар х £ ( — л, 0) булса, 
х, агар х £ [ 0 , л) булса

функцияни Фурье каторига ёйинг (19-шакл).
Равшанки, f(x) функция жуфт, Дирихле шартларини ^аноатлан- 

тиради, шу сабабли (25.2) муносабатга асосан

№ X =

2 С J  2г0 =  —  xdx — --- —
л .1 л 2

=  Л .

о 
«i

^ ^  , j  2 ' х sin kx 
х cos kx dx =  —  I ------

я

cos kx

0 Л V

2 1 , , r 2 1 // i\fe
---- (cos 71 k — COS 0) — -----(( —  1)
л h~ n k* VV У

I ) ~

f
агар k ток булса,

0 , агар k жуфт булса.

Демак, ах = ---- , ап_ — 0, а3 =  — , а 4 =  0, . . .
л 9л

Изланаётган ёйилма куйидагидан иборат:

/(* )=  -- —  i cos х Ч--- cos Зх 4-
л V 3“

cos (2п —  1)х 4 - • • •
(2 л —  1)2

Бундан, хусусий холла х = 0  булганда куйидаги тенглик келиб чикади:

j- _L_i_ л _ .  1 л- \
32 ' ’ ’ 1 ( 2 л - 1)? ‘ "  * Г

бундан

—  =  1 4-—  Ч- . . .  4----5— 4- • • .
8 32 (2л— 1)2

Бу катор йигиндисини билган холда 

5 = 7 Ь -----Г  • ■22 32

нк топиш осон. Хакикатан,

s =  |i + —  + . . .  4---- !—
\ 32 ' (2 л — 1)3

л3

~— ь — ь
23 4?

7э



Демак,

S =  —  +  —  S.
8 4

Бундан S =  яъни

^ V -  =  i +  - +  -ь -1  6 «2 22 ‘ ' rt2 
n=l

26-§. [—/, /] кесмада берйлган функцияларни Фурье 
каторига ёйиш

Энди ихтиёрий 2/ даврли, Дирихле шартларини каноатлантирувчи 

f(x) даврий функцияни караймиз. д; =  — t урнига цуйиш бизни 2л
Л

/ I \
даврли/^— / j  функцияга олиб келади, бу функцияни Фурье като

рига ёямиз:
со

+  +  bks\nkt),

/ k~\
Я

бунда а0 =  —  [ /( —  t ) <#,л J \ Я /
—я

я

=  —  j* / 1 —  t j cos kt dt,

— Л 

Л

bk =  —  J / ! y- / ) sin kt dt.

—я

Каторда ва Фурье коэффициентлари формулаларида янги t узгарувчидан
'’I  71

эски л: узгарувчига кайтиб ва t =  ~j~x> dt =  — dx эканини хисобга 

олиб, куйидагига эга буламиз:



=

bk =--=

j / (*) dX,

■I

~  J  f(x)cos~-dx, 

_ /
I

| /(x) sin ^-dx.
с ^

—  г 
/

(26.2)

Коэффициентлари (26.2) формулалар билан ани^ланадиган 
(26.1) цатор ихтиёрий 21 даврли f(x) функция учун Фурье на
тори дейилади.

21 даврли жуфт функция учун ^амма Ьк =  0 булади, демак, 

Фурье катори факат косинусларни уз ичига олади:

бунда

f(x)= —  -f V  ak cos 
2 k 

k = \

zikx

L
(26.3)

a, —

i

f(x) dx, ak =  ~  j* f(x) cos dx.

о о

21 даврли ток функция учун эса хамма ak =  0 ва а0 =  0 була

ди, демак, Фурье катори факат синусларни уз ичига олади:

f(x)-
А«=1

sin
лкх

(26.4)

бунда

—  f(x) si
я  kx ,

s in-- ax.

Купинча [0,/] кесмада берйлган f(x) функцияни синуслар 
буйича ёки косинуслар буйича каторга ёйиш масаласи талаб 
этилади.

f(x) функцияни косинуслар буйича цаторга ёйиш учун функ

ция жуфтлигича [0, /] кесмадан [— I, 0] кесмага давом этти- 

рилади (20-шакл). У ^олда «давом эттирилган» жуфт функ

ция учун Фурье катори фацат косинусларни уз ичига олади. 

Агар f(x) функцияни цаторга синуслар буйича ёйишни истасак, 

у холда функцияни тоцлигича [0, /] кесмадан [— I, 0] кесмага 

давом эттирамиз, бунда / ( 0 ) = 0  деб олишимиз керак (2 1 - 

ш акл).

«Давом эттирилган» ток; функция учун Фурье цатори фа- 

цат синусларни уз ичига олади. Аслида кесмадан кесмага
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У

I y--f(t)/ 1

1

-с и > А

20- шакл. 21- шакл.

давом эттиришни амалга оширмаса хам булади, чунки Фурье 

коэффициентларини хисоблаш формулаларида жуфт ёки то)\ 
функция хшшда /(х ) функциянинг [0,/] кесмадаги кийматлари 

цатнашади.

1 -м и с о л .  f (x )= x 2 функцияни [0,/] кесмада синуслар бу
йича ^аторга ёйинг.

22- шакл.

f (х) функцияни [— /, 0] кесмага ток давом эттириш ва ун- 

дан кейинги даврин давом эттириш графиги 2 2 - шаклда кур- 

сатилган.
Функция ток ва у Дирихле шартларини каноатлантцради. 

Ш у сабабли ^уйидагига эгамиз: 

i
лкх., 2 Г о .  п kx , 2 I

bt --- —  | л sin —  dx =  — ---- ;
/ \ л kI

X* cos
I I0

nkx. 2/2
H----x sin

(Л&)2 i

l , 2/3 nkx I 1 \ 2 I 13 ' , ,
-j----cos —  =  — ----- COS 7lk -f

0 (лА')3 / | 0 / / \ xk

+  —  (cos n k —  !)') =  —  ( ( — l)‘ +l — +  —  ( ( -  1)* - I ) ] -  
(л*)3 ' I I \ лА (л/е)3 д y I

Изланаётган ёйилма куйидаги куринишга эга:

76



№ =  —  V ( ' (  -  d ‘ +i 4 - + - 4 r- «-  d* -  o ) .
л ^ J v  k л-к3 j1

>- МИСОЛ. /(a) =  sin А' функцияни 0
’ 2 кесмада косинуслар

буйича каторга еиинг.
Жуфт давом эттириш ва ундан кейинги даврий давом эттириш 

буйича графикни ясаймиз (23- шакл). Функция жуфт функция, Дй*

рихле шартларини каноатлантиради. Бунда I =  Шу сабабли, (26.3) 

га биноан куйидагига эгамиз:

23- шакл.

ап =  2 • —  \ s in  a dx =  —  ( — cos а ) 
я J я

Я/2

Я/2 Л/2
4 Г 4 Г 1

а,, = —  \ sin xcos2kxdx= —  — (sin(2 £ +  1)a —
я J 2

о

I
— s in (2k— l)x )dx ‘— —  • —

' я 2 V 2ft + 1
*4" ---- cos (2& — 1 ) a'

26 — 1
Демак,

я/2 _  2
о я  \2k -f 1 2ft —  1

cos (26 +  1)a’+  

) =  - ± .
/ Tf

/ ( a ) =  — ----- (~  cos 2x+  ——cos 4a -Г —  cos 6a -j-
я я \ 3 lo 35

A' — Сз да куйидагига эгамиз:

Бундан

оо

- t S
k=\

п

4ft2_]

I 4 ft2_ ] 35
k=i
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У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянинг бирор координаталар бошига нисбатан симметрнк ин- 
тервалдаги жуфтлик ёки токлик хоссаси нимадан иборат?

2. [— л, я] кесмада жуфт функциянинг Фурье коэффициентлари учун ф ор 
мулалар чи^аринг.

3. [— я , л] кесмада тоц функциянинг Фурье коэффициентлари учун ф ор 

мулалар чицаринг.
4. 4372, 4376, 4378- масалаларни ечинг.

27-§. Фурье интеграли

f(x) функция д-£(— оо, оо) да Ганикланган ва шу интервалда аб

солют интегралланувчи булсин, яъни

оо

|l f(x)\dx=Q (27.1)

~ о о

хосмас интеграл мавжуд булсин. К^ралаётган функция шундай бул- 
синки, у ихтиёрий ( —  /, /) ораликда Фурье каторига ёйилсин:

оо

I/ \ ао , / л&.г . , . я kx \
/ М =  - f  +  2 j  ( a*cos —  +  bk sin —  )■ (27.2)

<5унда 1 r nkt PI r nkt
ak =  —  \f (0 cos srzdt, bk=  —  | fit) sin — dt (2 7 .3)

- 1  J —*/

(агар ak нинг формуласида k — 0 деб олинса, a0 коэффициент хосил 

булади). Коэффициентларнинг (27.3) ифодаларини (27.2) каторга 
куйиб, к>уйидагини топамиз:

/ (*)= ~~ J  № dt +  у 2  | K9COS “  л) cos k- f  +
- I  k=l  —I

+ T  ( I /(/)sin T■dt) sin T  =  ¥  1 / ( m  +
A=1 — / —i

oo I
1 V I  С с,л\ f knt клх . . kn t . knx\-,.

4---- V  f(/) cos —  c o s ----- s in  —  s in  —  { d t

I jU i  J 1 / I I l r
k=\ -I

еки

fix)= f f №dt + 7 “ V ] f №)cos ̂  dt. (27.4)

/г-1 —V

Энди l ни чексиз катталаштирамиз ва бунда (27.4) форму

ла нимага утишини тайинланган х да караймиз. Ш у максадда 

бундай цилиб оламиз:
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Энди бизни ^изи^тираётган (27.4) йигинди куйидаги куринишни 

о лад и:

I оо I

f М  =  -!- j /(0 м  + -~7 V ]  ( f /(0 cos «А(/ — х) Л) ДаЛ. (27.5) 
—'* ’ ft=l —/

Бу ифоданинг унг кисмидаги биринчи хад / -> оо да нолга интилади. 

Хакикатан,

—I

I  оо

4  j  l / « l  dt < ±  j ’ | f(l) I dt =

—  I  —  oo

бунда f(x) функциянинг абсолют интегралланувчи булишининг

(27.1) шартидан фойдаланилган.

(27.5) ифоданинг унг ^исмидаги иккинчи хад а  га боглик;

i

—  \ / (/) cos а(/ — х) Л . 
л .)

4)ункциянинг [0, оо) ораликда тузилган интеграл йигиндисини 

эслатади. Шунинг учун I ->• со да (27.5) икки каррали интегралга 
утишини кутиш табиий:

оо оо

| da  I f(t)cosa(t — x)dt. (27.6)

О — эо

Бу формуланинг унг ь^исмида турган ифода f (х) функция учун 
Фурье интеграли дейилади. Бу тенглик f (х) функция узлуксиз 

булган нук^таларнинг хаммасида уринли. Узилиш ну^таларида

| doc | / (t) cos a(t —  x) dt =
f(x + 0) + f(x-0)

тенглик бажарилади, яъни унинг чап ва унг лимитишшг урта ариф
метик кийматига тенг булади.

Агар айирманинг косинуси формуласи

cos a(t — А') =  cos at cos a  x -i-sin a  t sin a  x

дан фойдаланилса, у холда Фурьенинг интеграл формуласи (27.6) 

куйидаги куринишни олади:



оо оо

-Ь —- J | j" f (/) sin a tdt j sin a x d a  (27.7)

6  — oo

ёки „oo

f{x) =  j* (a(ct)cosa.>: -j- b (a) s in  a x) da, (27.8)

бунда ' J
oo ac

a ( a )  =  —  ^ /  (/) cos a  t dt, b ( a )  =  —  I f  (t) s in  atf d /.

Фурье ^атори билан ухшашликни пай^аш осон: йигинди 

белгиси интеграл белгиси билан алмашди, бутун сонли k п ара

метр урнига узлуксиз узгарувчи а  параметр келади, а (а.) ва 
b (а) функциялар Фурье коэффициентларини эслатади.

f(x ) функция жуфт ёки toi\ булган холларда (27.7) Фурье 

интеграл формуласининг хусусий холларини цараймиз. f (х) 
жуфт функция булсин, у холда f( i)  cosat хам жуфт функция 

булади, ;( / )s in a /  эса ток; функция, биз куйидагига эга була

миз:

| f (t) sin a t  dt =  0 ,

/ (t) cos a tdt — 2 \ f (t) cos a  tdt.

(27.7) формула жуфт функция учун бундай куринишни олади:

со оо

/ (х) =  — j (J f (t) cos оЛ dt | cos a  xda. (27.9)

о 0
Энди f (x) — тоц функция булсин. Бу холда f (t) cos a  t —  toi^ 

функция, / (/) sin a  t эса жуфт функция булади, биз куйидагига эга 

буламиз:

Г / (0 cos a t dt =  0 , \ / (t) sin a  t dt — 2 j /  (t) sin a t dt.

о

Toi^ функция учун (27.1) формула бундай куринишни олади:

Оо _ ос

/ (х) — — ^ М / (/) s i n a M / j  s in a x d a . (27.10)
^ и J /

О О

28- §. Фурье интегралининг комплекс шакли

Фурье интегралини комплекс шаклда ифодалаймиз. (27.8) 

формулага кура:
ос

/ (х) =  i (a (a) cos а  х -г b (a) sina.v) da , (28.1)
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бунда

а (ос) =  — I / (/) cos a  t dt,

ОС

6 (а )  ■— —  | / (/) s in  ос Г d/.

- СС

Эйлернинг тригонометрик функцияларни курсаткичли функ

ция билан богловчи машхур формуласидан фойдаланамиз:

е ф =  cos ф 4- i sin ф, г  =  — 1.

Бу айниятдан осонлик билан

eiv + e- iv  ш
COS ф =  ---- ------, Sin Ф = ----------

2 2 i

тенгликларни хосил килиш мумкин. Шу сабабли [бундай ёзиш мум
кин:

е1' а * е~г' а *
cos а  х =  —

(28.2)

е — е
sin ад: =

2i

Бу ларни (28.1) формулага куйиш куйидагини беради:

0i а х g — i а х J  ах — i ах
/ (х) == J  (а ( а ) ----- ------ +  Ь (а ) ^

о

d a

=  ~  j  (а (а) —  ib (а)) е ах 4- (а (а) +  ib (а)) <Гг ал:) d a . (28.3) 

о

Бундай белгилаймиз:

с (а) =  л (а (а) —  ib (а)).

(28.2) формулалар буйича a (a), b (а) лар учун

с ( а )=  j / (0 (cos a t — i sin a  /) dt =  j* f(t)e~la t dt (28.4)

—  CO --CO

ни топамиз. Шундан кейин с (а) к>ушма комплекс сонни топамиз: 

с (а) =  я (a (a) -f ib (а)) =  { f (t) i  a 1 dt.
—-ro

Агар с (а) =  с (— а) деб белгиланса, у холда (28.4) формула барча 
а  ларда, яъни мусбат а  ларда хам, манфий а  ларда хам с (а) ни 

аншулайди. с (а) функцияни (28.3) Фурье интегралига куйиб, к;уйида- 
гини топамиз:
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<VS 33

f (x) =  | (c (a) eIa * + c(—a) e~lax) d a  =  f с (a) ela * d a  -f-

0 0 
0* O*

4- j  c (— cc) e~l ** d a  =  —  j* с (a) e: a r da 4-

0 0 
•fc-x 00

+  — I с (a) e a x d (— a) =  —  I с (a) i  a x d a  4~
2 я  J  2 л J

о 0

0 oo

4— — i с (a) e ax d a =  —  f с (a) el a * <1 a.
2 л J 2 л J

— C3 —DO

Шундай килиб,

УЭ

f (х) =  j  с (a) e ** da , (28.5)

бунда

с (ос) — Г f{t)e~ i a t dt.

Охирида Фурье интеграли бундай куринишни олади:

ОО оо

/ ( * ) = - L  Г ( Г f (t) dt) d a . (28.6)2 л _
—  ЭО — со

(28.5) ва (28.6) формулаларнинг унг кисмлари комплекс шаклдаги 
Фурье интеграллари дейилади.

29-§. Фурье цаторининг комплекс шакли

Фурье цаторларини комплекс шаклда тасвирлаш хам Фурье ин- 

тегралларини тасвирлагандек амалга оширилади. f (х) функциянинг 

Фурье каторига эга булайлик:

оо

/  (х) =  —  4 - ' V  (ak cos kx 4- bk sin£x), (29.1)
2 JmeA

бунда
n

ak=  — J  f (x) cos kx dx,

(29.2)
Л

bk=  — J  / (x) sin kx dx.
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Эйлернинг

ikx . .ikx J k x __g—ik*

cos kx =  —— — ---, sin&x =  e
2 i

формулалари буйича алмаштиришларни бажарамиз. Бу холда (29.1) 
ни бундай ёзамиз:

t / л ° 0  . Х Л  , ^  +  e~ikx ■ и eikx —  e- ik* ,/ (x) =  —  -r X  , afc--------- j- ---- ;--- =
2 \  * 2 * 2 L 1

A’= I

I

= ^ + i  2l1 ^ iwr ̂  ~ ibk)+ ^  ^  -29"3)
*=i

ck — ak — ibk белгилашни [киритамиз. У  [холда (29.2) формулаларга 

кура

я я

с* =  | /  (*) (cos kx — i sin kx) dx — ~ J  / (x) e~ikx dx. (29.4)

—  Л •— Л

Агар (29.4) формулада k ни — k билан алмаштирилса, ундан

ck =  ak + ibk

комплекс сон келиб чикади. Шу сабабли бундай белгилаш мумкин:

я

ск =  с_к =  ~  J f (х) eikx dx. (29.5)

— П
71

а0=  — j* f (х) dx булгани учун'уни k =  0 да ак нинг (29.2) форму-

— я

ласидан топиш мумкин. Ш у сабабли а0 =  с0 деб ёзиш мумкин. Ки- 
ритилган алмаштиришларни хисобга олиб (29.3) каторни ушбу

/М  г, + 1  ( v  ^  + V
1 * А—1 k̂ \ /

еки циск;ароц

. . .  . 1  v S е
ее

^  I k .X
к ~

h—  оо

Я

куринишда^ёзиш мумкин, бунда ск =  — j* 'f (х) е 1кх dx. Шунинг узи

— я

Фурье каторининг комплекс шаклидир.

Топилган натижани комплекс шаклдаги Фурье интеграли билан 
таэдослаймиз. Унда ск сонлар
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с (а) =  j f (t) e 1 а 1 dt

—  jo

функция билан алмашинади, 6v функция а. билан биргаликда узга
ради,

i ах
2* ck e

йиринди эса куйидаги.

с (a) elx * d а

интеграл билан алмашинади. 

Комплекс шаклдаги интеграл

/(*)--=[ [— j f(0 e  1 а( dt

'— >з — ов

ёки ^иск;а

/ (-V) — f c ( a ) e i a x d a ,

lax  ,
e doc

бунда с (a) =  —  \ f (t) e at dt, каби ёзилади. а  тул^ин сон дейи-
2 л

лади, у —  оо дан -f оо гача .\амма цийматларни цабул цилади. 
с (а) функция спектрал зичлик ёки спектрал функция деб аталади.

30- §. Фурье алмаштириши

f(t) функция берйлган булсин.

оо

F ( a ) =  4 = [ l( t )e - l a , d t  (30.1)
, 2 я J

— 03

функция f( l)  функциянинг Фурье алмаштириши дейилади. Агар 

f(x) функция учун комплекс шаклда олинган Фурьенинг интег

рал формуласи уринли булса, у холда (28.6)га биноан:

оо

f (X) =  -4 =  Г F (a) еЫх d а . (30.2)
У  2 л I

Бу функция F (а ) функция учун Фурьенинг тескари алмашти
риши булади. F (а) функцияни (30.2) интеграл тенгламанинг 

ечими сифатида караш  мумкин (f(x ) функция берйлган, F (а) 

функция изланади).
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Фурьенинг синус ва косинус-алмаштирмшлари.

__ со

Ф  (а) -  у  1  j f (t) sin a  t dt {30.3}

о

функциями / (t) функция учун Фурьенинг синус- алмаштиришлари 
дейишгз келишиб оламиз. (27.10) формуладан

о о

/ ( * )— l /  — | Ф  (ос) sin ос xd а , (30.4)

о

яъни }(х) функция уз навбатида Ф(ос) функция учун синус- 
алмаштириш булади. Бошкача айтганда / ва Ф  функциялар 
узаро синус-алмаштиришлардир.

Шунга ухшаш,

____ сс

F (а) =  j  — | / (t) cos а  / d/ (30. 5)

функцияни /(/) функция учун Фурьенинг косинус-алмаштириш- 
лари деймиз. Агар f(x) функция учун Фурьенинг интеграл 

формуласи уринли булса, у холда (27.9) формуладан:

__ _ ос

f (х) =  |/ — j F (a) cosaxda, (30.6)

о

яъни j (х) функция уз навбатида ^ ( а )  учун косинус-алмашти- 
риш булади. Бошкача айтганда / ва F функциялар узаро коси
ну с-алмаштиришлардир. (30.3) функцияни (30.4) интеграл тенг

ламанинг ечими сифатида ^араш  мумкин (f{x) — берилган, 
Ф ( а ) — изланади), (30.5) функцияни эса (30,6) интеграл тенгла
манинг ечими деб ^араш  мумкин ( / ( * )— берилган, F ( а ) — 
изланади).

2. Фурье алмаштиришларининг хоссалари. Фурье алмашти- 
ришларининг бир нечта хоссасини таъкидлаб утамиз.

а) Агар f (х) функция (— о о ,о о )  ораликда абсолют ннте- 

гралланувчи булса, у холда F (х) функция барча х лар учун 
узлуксиз ва |x|->oo да нолга интилади.

б) Агар хп j (х) (heeN) функция (— оо, оо) ораликда аб со

лют интегралланувчи булса, у холда F (х) нинг п марта хоси- 
ласи мавжуд, шу билан бирга

ОС

F{k) (х) =  b i i l  Г •/ у) t*e~itxdt,
> '2 я J

— ОС

ва бу хрсилаларнинг хаммаси |.vj->oo да нолга интилади.
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в) Агар f (х) функция (— оо, оо) ораликда абсолют интегралла-
X

нувчи булиб, j лс! -► оо да \ f (t) dt-+ 0 булса, у холда
б

80 ' •

1 ■ j ( ( f (a) d а  ) e~lxt dt == —  F (x).
у 2 л J  U  J x

— ЭЭ 0

г) Агар /(я ) функция узлуксиз ва |л:|-*оо да нолга ин- 

тилса, / '(* )  эса (— оо,оо) ораликда абсолют интегралланувчи 

булса, у ^олда

СО

— —  ^ W-
V 2 л J  1

Оо

Охиргн икки формуладан куйидаги хулосани чикариш мум

кин:
f(x) функцияни дифференциаллашга унинг алмаштирил-

ган F (х) функциясининг— га купайтирилгани жавоб беради,

интеграллашга эса унинг шу микдорга булингани жавоб бе

ради.
Мисол сифатида Фурье алмаштиришларини баъзи интеграл- 

ларни хисоблашга куллаймиз.
1 -мисол .  f(x) =  e~ux (а >  0 , х >  0) функция берилган булсин. 

Бу функция барча х >  0 лар учун интегралланувчи ва ^амма жойда 
хрсилага эга. Булаклаб интеграллаш ёрдамида Фурьенинг синус 

ва косинус-алмаштиришларини топамиз:

_ СС __

f (<) = ]/ I I C0S tU dU = ^
G

_ СО __

Ф  (/) — ] /  — \ е~аи sin tudu =  1 /  — — -— .
[ л j  У л а» + 1*

с

У  холда (30.6) за (30.4) формулалар куйидагиларни беради:

е- ах  _  С dtf х  >  0 ;

л J a'1 -j- Р0
ОО

- и  2 р /sin/лс л
г х =  — ---- dt, х >  0 .

я ,1 аЯ-И*
9
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2- м и с о л.

1 , 0 <  х <  а учун, 

/ ( * )=■ J ,  х =  а учун,

О, х >  а учун

булсин. Фурьенинг косинус-алмаштириши куйидаги куринишга эга 
экани равшан:

1. Фурье интеграли деб нимага айтилади?
2. Функцияни Фурье интеграли билан тасвирлаш шартини курсатинг.
3. Ж уфт ва тоц функциялар учун Фурье интеграли цандай ёзилади?
4. Фурье интегралининг комплекс шаклини ёзинг.
5. Комплекс шаклдаги Фурье цаторини ёзинг.
6. Фурье алмаштиришларининг таърифини беринг.
7. Фурьенинг синус- ва косинус-алмаштиришлари нима?
8. Фурье алмаштиришларининг хоссаларини айтинг.

а

бундан (30.6) га биноан

оо

2 i ' sin at cos xt

9
t

1 , 0 <  a* <  а учун, 

dt =  ■ x =  а  у чун, 

0, x > а учун.

Хусусан, ;с =  а да

СО

0

0
У з-у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р



10-6 о б

КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1- §. Икки улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Бир узгарувчининг функцияси дифференциал хисоби тушун- 
чалари ва усуллари 7- бобда исталган сондаги узгарувчининг 

функцияси учун жорий цилинган эди./ Интеграл ^исобнинг а со 
сий гояларини хам куп узгарувчили~функцияларга кучириш 
мумкин, бу фикр энг аввал интегралнинг аник; турдаги йигин

дининг лимити эканлиги хацидаги гояга тегишлидир.
Оху текисликда L чизиц билан (ёки бир неча чизик; билан) 

чегараланган ёпиц D сохани цараймиз. Ш у сохада узлуксиз

функция берйлган булсин. 1\У” иДаги амалларни бажарамиз:
1) D со.\ани хар кандай чизицлар билан (хусусий ^олда бу 

чизиклар Ох ва Оу координата укларига параллел тугри чи- 
зицлар булиши мумкин) гг ихтиёрий кисмга буламиз:

бу к;исмларни элементар юзчалар деб атаймиз ва шу символ- 

ларнинг узи билан тегишли юзчаларнинг юзларини белгилай

миз.
2) Бу A SL юзчаларнинг хар бирида биттадан PL (xt-, yt) ну^та ола

миз, бу нукта юзчага тегишли булиши шарт. п та нуктага эга була

миз (24-шакл):

z-^f(P) ёки z =  f(x ,y)

Д 5 Х, A S2......... Д5-, . . ., A 5 a,

1 3) Танлаб олинган нуцталарда 

z== f(P) =  f{x> У) функция ций- 
матларини хисоблаб, ушбу га эга бу
ламиз:

f(Px) = f(xl t y х), f(P,) =
=  f(x2, У2), • ■ •.

24- шакл.
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4) Ушбу куринишдаги купайтмани тузамиз: [ (Р () A S t=  f (х-, у-) ■ A

5) Бу купайтмаларни йигамиз: "V f (Р£) A S; =  V  f(x  £-, г/4) ■ A S t.

Я  Я
Бу йириндини z =  f (Р) = f  (х, у) функция учун D сохада интеграл 
йиринди деб атаймиз. Бу интеграл йигинди бир хил п да D со- 
хани AS; ларга булиш усулига ва хар бир цисм ичида Рс нук- 

тани танлашга богли^.

Шундай килиб, тайинланган п да интеграл йигиндилар кет- 
ма-кетлигига эга буламиз. п-+оо да А5г- юзчалар диаметрла- 

ркнинг энг каттаси нолга интилади деб ф араз ^иламиз (юзча- 
нинг чегарасидаги ну^талар орасидаги масофалардан энг кат

таси шу юзчанинг диаметри деб аталади). куйидаги тасдик 
уринли.

Т е о р е м а .  Агар чегараланган ёпиц D сохада z — f(P ) =  
=f(x, у) функция узлуксиз булса, у холда бу сохани цисмларга 
булиш сонини ASi юзчалар диаметрларининг энг каттаси нолга 

интиладиган килиб катталаштирилганда (п-*-ос)

V / ( /> .)  Д 5 . =  y f ( Xi, yc) A S c

t=i i=i 

куринишдаги интеграл йириндиларнинг лимит и мавжуд булади. /
Бу теоремани исботсиз цабул циламиз. "
Бу лимит D сохани А 5 (- ^исмларга булиш усулига хам, ,\ар цай-

си Е\исм ичида Pi нуцтани танлаш усулига хам боглик; булмайди,

2 =  / (Р) — f (х, у) функциядан D соха буйича олинган икки улчовли 
интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

f \f(P)dS ёки \\f(x,y)dS.

D Ъ "

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга биноан ушбуга эгамиз: 

\ \ f(P)dS=  lim
m axdiam  Л S{ —>-0

V f(P ,)A S ,.

i— !
еки

f f  f (x ,y )d S  =

=  lim  t/(.)A 5 (-.
m axd iam  Д Si  —>01 1 = 1
Бунда D  интеграллаш сохаси, 

f {P) — / (x, у) интеграл остидаги 

функция, f (P) dS =  f (x, y) dS ин

теграл остидаги ифода, а, у инте

граллаш узгарувчилари, dS юз эле

мента дейилади.
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Икки улчовли интеграл D  сохани кисмларга булиш усулига Joof- 
ли^ булмаганлиги учун уни координаталар ук;ларига параллел тугри 
чизиклар билан томонлари Д хь A yL га тенг булган тугри туртбур- 

чакларга булиш мумкин (25- шакл), бунда

A S i =  Axi A yt.

Икки улчовли интегралнинг таърифига биноан: /

П

\ Г / (х, у) d S =  lim  v  / (Х[, г/-) Axi AyL.
v J  m a x d ia m 'Д S i -*0
D  * L 1=1

Шунинг учун икки улчовли интегрални

\ j  / (X, У) dx dy 
"d

каби белгилаш мумкин.
Шундай килиб,

П

Г Г f{x, у) dxdy =  lim  У  f (xh yL) Axt A ŷ .
i ^  rr .ax d iam A S / —>0
D 1 i =  l

dxdy ифода юзнинг декарт координаталаридаги элементи дейи- 

ладн..
Икки улчовли интегралнинг геометрик маъносини аниклаш 

учун куйидаги тушунчани киритамиз.
Т а ъ р и ф. D соха, тенгламаси z — f(x ,y )  дан иборат а сирт, 

йуналтирувчиси 2 хамда ясовчилари Oz уеда параллел булган 

цилиндрик сирт билан чегараланган жисм цилиндрик жисм деб 
аталади.

Агар D сохада f (х, у ) ^ 0 булса, у холда хар бир

/ ( P . O A S , - / ^ ,  У1) A SL

кушилувчини асоси A S i дан, баландлиги эса f (P ^  =  f(xi, yL)  дан 

иборат кичкина цилиндрик жиемнинг хажми сифатида геометрик тае- 

вирлаш мумкин (26-шакл). Бу холда

V / (p . ) A S , .=  V  /(.г,, y,)\Sl
1 =  1 1 = 1

интеграл йипшди курсатилган цилиндрик жисмларнинг хажм- 

лари йнгиндисидан, бошкача айтганда, бирор зинапоясимон ци
линдрик жиемнинг ^ажмидан иборат булади. f (P )= f(x , у) функ

циядан D соха буйича олинган икки улчовли интеграл цуйидан 
D со.ха билан, юкоридан эса z =  f (P )= f(x , у) сирт билан чега

раланган цилиндрик жиемнинг V хажмига тенг булади:



бунда D  coxa z =  f(P ) =  f(x, у) 
сиртнлнг Oxi/ текисликдаги проек- 
циясидир. Икки улчовли интеграл- 

нинг геометрик маъноси шундан 
иборат.

Агар D сохада интеграл ости- 
даги функция f (P )= f(x , у) =  1 

булса, у холда икки улчовли 
интегралнинг киймати сон жихат- 
дан интеграллаш со.^аси D нинг 

S юзига тенг булади:

S =  f [ dS ёки 5  =  f f dx dy.

"D *£>

(ID
Агар интеграл остидаги функ- 26-шакл.

ция f(P ) = f  (х, у) сохада масса

таксимланишинннг зичлиги булса, у хрлда икки улчовли ин

теграл D  пластинкага жойлашган модда массаси т  ни бе
ради:

m =  f f f (Р) dS =  j j  f (x, у) dS. ( 1 .2)

"‘d  d

Икки улчовли интегралнинг механик маъноси шундан ибо
рат.

Икки улчовли интеграл аниц интегралнинг ^амма хосса- 

ларига эга, икки улчовли интеграл аник интегралнинг бевосита 

умумлашмасидир. Икки улчовли интеграллар хоссаларининг 
нсботи аник; интегралнинг мос хоссаларини исботлагандек ба- 
жарилади. Ш у сабабли икки улчовли интегралнинг хоссалари- 
ки, баъзи холларда геометрик интерпритациялаш билан чекла- 
киб, исботсиз келтирамиз.

х о с с а .  Узгармас купайтувчини икки улчовли интеграл 
белгисидан ташкарига чицариш мумкин, яъни агар k —  узгар
мас сон булса, у холда:

f \ k f  (а-, у) dS =  k f f f (x, y) dS.

‘o '  "d

v 2 - x o c c a .  Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 

слинган икки улчовли интеграл кушилувчилардан олинган ик
ки улчовли интегралларнинг алгебраик йигиндисига тенг (ик
кита цушилувчи булган хрл билан чекланамиз):

j  j  (f (х, у)±  ф (х, у)) dS =  J J  f (х, у) dS ± f \ ф (х, у) dS.
D Ъ Ь "

iJ3-х о с с а .  Агар D  интеграллаш со^аси  бир нечта цисмга 

булинса, у >рлда бутун со^а буйича олинган икки улчовли ин

теграл ^ар ^айси 1̂ исмдан олинган икки улчовли интеграллар
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йигиндисига тенг (иккита кием 

булган хол билан чекланамиз, 
27- шакл) :

f j / (х, у) dS =  f f f(x , у) dS -f

4- j' j  / (x, У) dS.
_  o.

A 1 4-xocca.  Агар интеграллаш 

сохасида интеграл остидаги функ-
27- шакл. ция уз ишорасини узгартирмаса, у

холда икки улчовли интеграл шу 

ишорани саклайди, бошкача айтганда, агар D  сохада / (х, у ) > 0  булса, 

/ у холда \ (* / (*, у) dS >  0; агар D  сохада / (х, у) ^  0 булса, у хол- 

Ъ
да

о  /(.(, г/) d S C O .

ъ

/ 5 - х о с с  а. Агар интеграллаш сохасида иккита функция би
рор тенгсизликни цаноатлантирса, у холда бу функциялардан 

олинган икки улчовли интеграллар хам шу тенгсизликни кано- 
атлантиради, бошкача айтганда, агар D сохада f(x, у) ^ у { х ,у )  
булса, у хрлда

\ \ f(x, у) dS >  j  j  ф (х, у) dS.
D

v У р т а  к и й м а т  х а к и д а  т е о р е м а .  Агар f(x ,y ) функ
ция ёпиц чегараланган D сохада узлуксиз булса, у уолда бу со- 
%ада шундай Ро(х0,у0) нуцта мавжудки, D со.\а буйича олинган 
икки улчовли интеграл интеграл остидаги функциянинг шу nyt\- 
тадаги цийматини D интеграллаш соцасининг юзи S га купай- 

тирилганига тенг:

j \ f (х, у) dS =  / (х0, г/0) • 5.

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси цуйидагидан 

иборат: агар D сох.ада f (x ,y ) ^ 0 булса, у холда цилиндрик 

жисмнинг .хажми шундай цилиндрнинг хажмига тенгки, бу ци

линдрнинг асосн цилиндрик жисмнинг асоси D  га, баландлиги 

эса интеграл остидаги f (х, у ) функциянинг D соханинг бирор 

PQ (,v0, у0) нунтасидаги / (а0, у0) кийматига тенг. Функциянинг

f j  / (х, у) dS

fix  о, у о) =  ---------

киймати / (а, у) функциянинг D  сохадаги урта киймати дейилади 
(28- шакл).

92



И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  х а с и д а  тео- 
р е м а. Агар f(x, у) функция ёпи^ D сохада узлуксиз %амда М 
ва т  — унинг шу соцадаги энг катта ва энг кичик кийматлари 
булса, у \олда икки улчовли интеграл энг кичик цийматнинг D 
интеграллаш со^аси S юзига купайтмаси билан энг катта ций- 
матнинг шу юзга купайтмаси орасида ётади (яъни функция 
чегараланган булса, икки улчовли интеграл ^ам чегараланган- 
дир):

m - S<  fj* f (х, у) dS <  М -S.

D

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси бундай: агар 
D сохада f(x, у ) ^ 0 булса, у ^олда цилиндрик жисмнинг х аж 
ми асослари шу цилиндрик жисмнинг асоси D га, баландлик- 
лари эса мос равишда D сохада энг кичик пг ва энг катта М 
цийматларга тенг булган цилиндрлар ^ажми орасида ётади 
(29- ш акл).

М и с о л .  Куйидаги икки улчовли интегрални бахоланг:

f j  / Г - * 2 - ! / 2 dS,
"d

бунда интеграллаш со.^аси D  маркази координаталар бошида булиб, 

радиуси г — 1 га тенг доирадан иборат. Шунингдек, интеграл ости- 

даги z =  yr 1— х~—у2 функциянинг D  сохадаги урта цийматини то
пи кг .

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция маркази координаталар 

бошида, радиуси г=1 булган юцори ярим сфера шаклида гео

метрик тасвирланади. Равшанки, бу сохада М =1  ва т  =  0 га 

эгамиз. Интеграллаш сохаси D дойра булиб, бу доиранинг юзи

5 =  л/'2 =  я12 =  я  (кв. бирлик). Бахолаш хакидаги те^ремани 
куллаб, куйидагини топамиз:
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О • л <  [ J  ] / ” 1 — X2— у2 dS <  1 • л .
Ъ

Демак, икки улчовли интеграл
нинг киймати

О <  | j  у  1 — х2 —  у2 dS <  л

Ъ

тенгсизликни каноатлантиради.

z =  / l  — х2 —  #2 функциянинг 
урта киймати ^ацидаги масалани 
ечиш учун олдин маркази координа

талар бошида, радиуси г =  1 бул

ган D  доирада

30- шакл. V  1 у2 dS

интегралнинг цийматини топамиз.
Икки улчовли интегралнинг геомстрик маъносидан бу ций- 

мат радиуси г— 1 булган юкрри ярим сферанинг ^ажмига тенг, 

шу сабабли

И  ] 1 — х2 —  у1 dS =  — л (куб. бирлик).
'd  3

Энди уРта киймат хакидаги теоремани куллаб, функциянинг урта 
кийматини топамиз:

/ (-̂о> Уч)

2
— л 
3__

л

Функция урта цийматларига эга буладиган нуцталарни то

пиш ^ам цийин эмас:

V 1 — х2 —  у2 — —, бундан х2 +  у2 =  —.
3 9

Шундай 5\илиб, функция урта кийматига

Л'2 +  уг =  -
*  S

айлана нуцталари да эришади (30-шакл).

2- §. Уч улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Уч улчовли интеграл ^ам икки улчовли интегралга ухшаш 

аницланади. Энди фазонинг бирор со сохасида ва шу соханинг

о чегарасида аницланган учта у з г а Р У в ч и н н н г  узлуксиз функ

цияси
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и — f\P) ёки и — f (л;,*у, z) |

ни f-'араймиз. 1\уйидагиларни бажарамиз:
1 ) со со^ани хар хил сиртлар (хусусан бу сиртлар координаталар 

текисликларига параллел текисликлар булиши мумкин) билан п та 
кхтиёрий жисмга буламиз:

Acot, Дсо2, . . Д<0;, . . ,  Д5 ,

бу жиемларни биз элементар ^ажмлар деб атаймиз ва тегишли жисм- 
ларнинг хажмларшш хам худди шундай белгилаймиз.

2) Хар бир До),■ (i =  1, п) элементар хажмдан биттадан PL yi} 

z-) нукта олиб, п та нуктага эга буламиз:

Р 1 С’1!> Уъ 2X), Р2 (Х-2, У-2, Z.,), . .

Л (';• Уь */)........рп <*..• Уп’ г„)

3) Танлаб олинган нуцталарда и =  f (Р) =  f (х, у, z) функциянинг 

кийматларини хисоблаймиз:

f(Pl) = f (*1, г/l, zj, f (P2) = f (д-2, 02, 2,)........

/ ( Л ) : f (*/> Уь 2i). ■ • •> / (pn) =  / (**> */„. 2«)'

4) Ушбу

f (Л-) A(0* = /(*;. Уг zi) Acoi

куринишдаги купайтмаларни тузамиз.
5) Бу купайтмаларнинг йигиндисини хосил циламиз:

V  /  ( р .)  Д СО; -  V  f ( x b  y . t z .) ш ..

/ = ! /=1 
Бу йигиндини со сохада и =  f (Р) =  f (х, у , г) функциялар учун ин
теграл йигинди деб атаймиз. п нинг тайинланган кийматларида бу 
интеграл йигинди со сохани Д со;- цисмларга булиш усулига ва хар 

бир бундай кием ичида Pi (д£-, yr z^ нуцтани танлаш усулига бог- 

лик. Шундай цилиб, тайинланган п да интеграл йигиндилар кетма- 
кетлигига эга буламиз. Д со(- элементар хажмлар диаметрларининг энг 

каттаси (maxdiam Д cot-) п оо да нолга интилади деб фараз циламиз 

(Д cot- ^ажмнинг диаметри деб унинг чегарасидаги нукталар орасидаги 

масофаларнинг энг каттасига айтилади). куйидаги тасдик уринли.

Т е о р е м а .  Агар u =  f (P) =  f (х, у , г) функция ёпик чегаралан
ган со сохада узлуксиз булса, у холда бу сощни Д со(- кисмларга 

булиш сонининг ортиши билан (п оо ) элементар хажмлар диа
метрларининг энг каттаси нолга интилса,

v  т  д ® | -  2  к * .» ,.* ,- )  
i=i i=i

куринишдаги интеграл йигиндиларнинг лимита мавжуд булади.
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Бу лимит со сохани А сог- цисмларга булиш усулига хам, %ар бир 

кием ичидан Pi нуктани танлашга %ам боглик эмас.

Бу лимит и =  / (P) =  f (х, у, г) функциядан со соха буйича олин
ган уч улчовли интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

[ [ \ / (Z5) =  f \ j  f (x, У, z) d со.
CO CO

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга мос равишда ушбуларга 

эгамиз:

П

\ \ \ f (Р) d (o =  lim  v  f (Pt) A со-
i ■ t max d i im  Дш; -»0 f *

fc> 1 i = l

ёки

n

f f f / (x, y ,z )d (o =  lim  V  / (x.t yh z-) A cot,
J  • J max d iam  A co;*^0

CO f =  l

Бунда со — интеграллаш сохаси, f (P) =  f (x, y, z) —  интеграл остида
ги функция, / (P) d со =  f (x, y, z) ddi— интеграл остидаги ифода, dm  
эса хажм элементи деб аталади.

Уч улчовли интеграл со сохани кисмларга булиш усулига борли^ 
булмагани учун уни икки улчовли интегралга ухшаш бундай белги- 

лаш хам мумкин:

\ \ \ / (*, У, z) dx dy dz,
СО

бунда dx dy dz ифода декарт координаталаридаги хажм элементи 
дейилади. Уч улчовли интеграл содда геометрик маънога эга эмас. 
Аммо интеграл остидаги функция со сохада f ( Р )  — f (х, //, z) =  1 

булса, у холда уч улчовли интегралнинг киймати со соханинг V хаж- 
мига тенг булади:

у =  f J j  d (o ёки V =  f f J  dxdydz. (2 . 1)
<D Ю

Агар интеграл остидаги f (Р ) = f(x , у, z) функция со сохада 

масса тацеимланишининг зичлиги булса, у холДа У4 улчовли 
интеграл V хажмдаги модда массасини беради:

т= \  С Г / (Р) dco =  f С f / (х, у , z) d со. (2.2)
СО (О

Уч улчовли интегралнинг механик маъноси шундан иборат. 

Олдинги параграфда икки улчовли интеграл учун айтиб утил- 

ган хоссалар уч улчовли интеграл учун тулалигича кучирилади.
\i l-xocca.  Узгармас купайтувчини уч улчовли интеграл бел- 

гисидан ташкарига чикариш мумкин, яъни k узгармас сон 

булса, у холда:
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f f  j  k /  (*, IJ, z) d a  =  k j j  j  / (x, y, z) d со.
U  CO

1/2- x о с с а. Бир неча цушилувчининг алгебраик йигиндисидан 
олинган уч улчовли интеграл цушилувчилардан олинган уч ул
човли интеграллар алгебраик йигиндисига тенг (иккита цу- 
шилувчи булган ^ол билан чекланамиз):

\ f j  (/ (X, у, Z) ± ф (х, у, z)) d to -  j*j*j f (х, у, z) d со ±

(О 1 ш
± Щ ф  (*, *) dco.

17 (л)
3- х о с с а. Агар интеграллаш со^аси со бир неча цисмга бу- 

линса, у ^олда бутун со.\а буйича олинган уч улчовли интеграл 

^ар кайси цисм буйича олинган уч улчовли интегралларнинг 

йигиндисига тенг булади (иккита цисм булган ^ол билан чек
ланамиз) :

\ J  j / (х, У, z) d со =  J f j  f (х, у, z) d со + j  f f / (x, y, z) d to.

(O (02

‘'4 - x occa . Агар интеграллаш сохасида интеграл остидаги функция 
уз ишорасини узгартирмаса, у холда уч улчовли интеграл худди шу 

ишорани сацлайди, чунончи: агар со сохада / (х, у, z) >  0 булса, у 

^олда J [ J / (х, у, г) d со >  0 , агар со сохада / (;с, у, z) <  0 булса, у
о)

^олда J { J  / (х, у, z) d со <  0 .
©

5-х о с е  а. Агар интеграллаш сохасида иккита функция бирор тенг- 
сизликни цаноатлантирса, у холда бу функциялардан олинган уч ул
човли интеграл хам шу тенгсизликни каноатлантиради, .бошкача айт- 
ганда, агар со сохада / (х, у, z) >  ф (х, у , г) булса, у -хрлт

f f \ f (х, Уу 2) dm>\\[ ф (х, у, z) dm.
U d I/ tv t.' t/

(l) О)

У р т а  ц и й м а т  ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  Агар f (х, у,г) 
функция ёпик,. чегараланган to сохада узлуксиз булса, у %олда 
бу сохада шундай Pq{x0, у0, z0) пункта мавжуд буладики, со сох1а 
буйича олинган уч улчовли интеграл интеграл остидаги функ
циянинг шу нуцтадаги урта ц.ийматини интеграллаш соцаси со 
нинг V цажмига купайтирилганига тенг:

JTJ / (х, у у 2) d(0 =  f (х0, у0, 20)-V. 
а

Функциянинг

f (*0. Уо, z0) = 7 J J J  f (х’ У’ dш
со

циймати / (х, у , г) функцияниннг со сохадаги урта циймати дейилади. 

И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  ^ а ц и д а тео-
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р е м а .  Агар f (х, у, z) функция ёпи% чегараланган ш сохада 
узлуксиз %амда М ва т  лар функциянинг шу соуадаги энг кат- 
та ва энг кичик f\иймати булса, у уолда уч улчовли интеграл 
функциянинг энг кичик щйматининг интеграллаш со\асининг
V цажмига купайтмаси билан энг катта циймати М нинг уша 
\ажмга купайтмаси орасида ётади (яъни функция чегаралан
ган булса, уч улчовли интеграл ^ам чегаралангандир):

пг ■ V <  J  j J f (х, у, z) dco <  М • V.

У з-уз и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Берйлган функциядан берйлган со.\а буйича олинган икки улчовли 
интеграл деб нимага айтилади? Унинг геометрик ва механик маънэларини ту- 
шунтиринг.

2. Икки улчовли интегралнинг мавжудлиги ^ацндаги теорема нимадан 

иборат?
3. Ясси шакл юзини икки улчовли интеграл срдамнда ^исоблаш форму- 

ласини асосланг.
4. Икки улчовли интегралнинг хоссалзрики айтиб беринг.
5. Икки улчовли интеграл учун урта к^иймат хакидаги теоремани ва инте

гралнинг чегараланганлиги ^акидаги теоремаларии ифодаланг, уларнинг 
геометрик маъносини курсатинг.

6. Берйлган функциядан берйлган со^а буйича олинган уч улчовли инте
грал деб нимага айтилади? Унинг геометрик маъносини курсатинг.

7. Уч улчовли интегралнинг мавжудлиги ^а^идаги теорема нимадан ибо

рат?
8. Жнем ^ажмипи уч улчовли интеграл билан ^исоблаш формуласини асос

ланг.
9. Уч улчовли интегралнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Уч улчовли интеграл учун урта ^иймат ^а^идаги ва интегралнинг 

чегараланганлиги хакидаги теоремаларии ифодаланг.
11. 3466— 3476, 3513— 3516-масалаларни ечинг.

3-§. Икки улчовли ва уч улчовли интегралларни кетма-кет 
интеграллаш билан хисоблаш

Икки улчовли ва уч улчовли интегралларнинг интеграл 

йириндиларнинг лимитлари сифатида берйлган таърифлари 
хисоблаш усулларини хам курсатади. Аммо бу жараён нихоят- 

да узундан-узок ва купгина кийинчиликлар билан боглик. Ик- 

ки улчовли ва уч улчовли интегралларни хисоблаш масаласи 

амалда мос равпшда иккита ва учта аник интегрални кетма- 

кет хисоблашга келтирилади.
ки  Икки улчовли интегрални хисоблаш. Олдин икки улчовли 

интегрални хисоблаш масаласини караймиз:

f f f (х, у) ах dy.
“ D

D сохани куйндагича деб фараз ^иламиз: у у =  уь(х), у =  
=  у2{х) функцияларнинг графиклари хамда х =  а ва х =  Ь турри 
чизиклар билан чегараланган (31-шакл). D соханинг исталган
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ички нуцтаси оркали Оу уцига параллел тугри чизицлар утка- 
замиз. Бу тугри чизнц D соханинг L чегарасинн иккита Р  ва Q 
нуцтада кесиб утади. СРВ  чегарани кирши, AQB  чегарани эса 
чщиш чегараси деймиз.

v Т а ъ р и ф .  Агар D соха ушбу икки шартни каноатлантирса, 
яъни

а) унинг ички нуцтасидан утувчи Оу уцца параллел хар 
цандай тугри чизик L контурни икки нуцтада кесиб утса;

б) кириш ва чикиш контурларининг хар бири ало^ида тенг
лама билан берилса, бу со^а Оу уци йуналиши буйича мунта
зам соца дейилади.

Оу уки йуналиши буйича мунтазам булган со.\а тенгламалар 

системаси билан куйидагича берилиши мумкин:

31- шакл. 32- шакл.

бунда

Ох уци йуналиши буйича мунтазам булган со^ани ^ам 
шунга ухшаш аницлаш мумкин. Бундай со^а (32- шакл)

I с <  у <  d,

U i  ( у ) < х <  х2 (у) 

тенгсизликлар системаси билан берилиши мумкин, бунда 

х1( у ) ^ х 2(у).
Агар таърифдаги шартлардан ацалли биттаси бузилса, у 

холда со^а у ёки бу йуналишда номунтазам со%а дейилади. 

Бундай ^олда сохани Оу ёки Ох уцига параллел т>три чизиц- 
лар билан хар бири у ёки бу йуналишга нисбатан мунтазам 

буладиган цисмларга ажратиш мумкин.

33- шаклда Оу уци йуналиши буйича номунтазам со^а ми- 

соли келтирилган, чунки бунда биринчи шарт бузилган: бунда 

со^а чегарасини туртта нуцтада кесадиган Оу уцига параллел 

тугри чизиц мавжуд. Бу сохани Оу уцига параллел тугри чи

зик; билан учта D u D2> D z мунтазам со^ага булиш мумкин.
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34-шаклда Оу ук;ига нисбатан номунтазам со^а мисоли бе- 
рилган, чункн бунда иккинчи шарт бузилган: чик;иш чегараси 
иккита тенглама билан берйлган. Оу у^ига параллел тугри 
чизик; билан сохани иккита ва D2 мунтазам сохага булиш 

мумкин. Со^а бир йуналишда мунтазам, иккинчи йуналишда 
номунтазам булиши мумкин. )\ар икки йуналишда мунтазам 

булган со^а тугридан-тугри мунтазам со^а дейилади.

33- шакл. 34- шакл.

Энди икки улчовли

f f f (*, у) dxdy 
o'

интегралга цайтамиз. D интеграллаш со^аси  Оу ук>и йуналиши- 
да мунтазам деб ф араз циламиз. Бундан ташкари интеграл ости- 

даги функция f(x, у ) > О деб фараз  циламиз. Бу икки улчовли 
интегралнинг цилиндрик жисмнинг ^ажми сифатидаги геомет
рик мазмунидан фойдаланиш имконини беради, яъни

V =  Г \ / (х, у) dx dy
D

тенгликдан фойдаланиш имконини беради.
Энди цилиндрик жисмнинг V хажмини кундаланг кесим- 

лар усулидан (6-боб, 21-§) фойдаланиб ^исоблаймиз (35- 

ш акл).
^аралаётган цилиндрик жисмни Ох уцига перпендикуляр 

булган ихтиёрий x =  const (а ^С х ^Ь )  текислик билан кесамиз. 

Кесимда MNQP  эгри чизикли трапецияга эга буламиз, унинг

5  (х) юзи х узгарувчининг функциясидир. Жисмнинг хажми, 

маълумки,

ъ

V =  | 5  (х) ах

а

формула билан ифодаланади. Ш у формулани биз цилиндрик 
жисм хажмини ^исоблашга цуллаймиз. Бунинг учун M NQP  эгри 

чизикли трапециянинг юзи булмиш S(x) функция куринишини 

аник^лаш ^олади. Маълумки, бу юзни ани^ интеграл ёрдамида
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^исоблаш мумкин, бу интеграл

нинг интеграл ости функцияси 
z =  f(x, у) сирт билан x =  const 
текисликнинг кесишишидан хо
сил булган MN чизиц тенглама- 

сидан иборат булади, шу билан 
бирга у узгарувчи узининг Р 
нуцтадаги у\ (х) ва Q нуктадаги 

у%(х) цийматлари орасида узга- 

ради:

Уг (х)

s (х) =  \ f (х, у) dy,

У\ (X)

бу ерда f(x, у) бир узгарувчи- 
нинг функциясидир, чунки х =  const.

>^осил килинган формула цилиндрик жисм кундаланг кеси- 
мининг S (х) юзини ифодалайди. Энди жисмнинг хажмини то
пиш мумкин:

Ь Уг (X)

V ==  f ( j  f (X, у) dyj dx.
У&x)

Ammo иккинчи томондан цилиндрик жисмнинг хажми икки ул

човли интегралга тенг: V =  j* \ / (х, у) dx dy. Шу сабабли

Ъ'У
Ь Уг (X)

f (х, у) dx dy =  j  ( f / (x, у) dyj dx

еки

У1 (x)

b V2 (X)
f (x, y) dx dy =  j' dx j ‘ / (x, y) dy.

а У1 (x)

(3.1)

Ана шунинг узи икки улчовли интегрални ^исоблаш учун 
изланаётган формуладир. Унгда турган интеграл икки каррали 
интеграл дейилади, шу билан бирга

V  2 ( х )

j  / (X, у) dy

VI (х)
ички интеграл деб аталади, бунда х узгармас хисоблана- 

ди, интеграллаш у буйича олиб борилади, интеграллаш чегара- 

лари эса умумий .\олда х нинг функциялари булади (узгармас 

булишлари > а̂м мумкин). Ички интегрални ^исоблаш натижаси 

умумий холда х нинг функцияси булади. Бу натижа ташки ин

теграл учун интеграл ости функцияси булади, ташци интеграл х 
узарувчи буйича а дан Ь гача чегараларда ^исобланади.

(3.1) формула D сохада на фацат f(x, у )> 0  булгандагина,
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балки f(x ,y ) < 0 булганда хам ёки f(x ,y ) D сохада уз ишора- 
сини узгартирганда ^ам тугрилигича цолади.

1 - э с л а т м а .  Агар D  интеграллаш сохаси Ох уци йунали
ши буйича мунтазам булса, яъни уни

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин булса, у холда 
икки улчовли интегрални хисоблаш учун цуйидаги формулага 

зга буламиз:

Бунда ички интеграллашда у узгарувчи узгармас деб ^исобла- 
нади. Бу интеграллашнинг натижаси умумий ^олда у узгарув- 
чининг функцияси булади, шундан кейин уни с дан d гача че- 

гарада у буйича интеграллаш керак.
2- э с л а т м а. Ташки интегралнинг интегралланиш чегара- 

лари донм узгармас булади.
3 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш сохаси номунтазам бул

са, уни бир неча мунтазам сохаларга булиш, бу со^аларнинг 
.%ар бирида икки улчовли интегрални цисоблаш ва шундан ке
йин натижаларни жамлаш керак. М азкур бобнинг 1- § идаги
3- хоссага кура D соха буйича олинган интеграл шу йигиндига 
тенг булади.

4- э с л а т м а. Агар интеграллаш сохаси D

тугри туртбурчакдан иборат булса, у цолда (3.1) ва (3.2) фор- 
мулалар цуйидаги куринишларни олади:

b d

1 -м и с о л .  Агар р зичлик пластинканинг исталган нуцта- 

сида р =  х + у формула билан берилган булса,

тенгсизликлар снстемаси билан берилган пластинканинг т  
массасини .^исобланг.

Е ч и ш .  Икки улчовли интегралнинг механик маъносидан 

келиб чикплса, бу масала р дан олинган икки улчовли инте- 

гралга тенг ( ( 1 .2 ) формула):

d х2 (у)

f (х, у) dx. (3.2)

D С Xi (у)

(3.3)

D а с

d Ь

[ J / (х, У) dxdy =  j  dy j’ / (x, у) dx. (3.4)

D с a



in =  f f (x +  y) dx dy,
'd

бунда D  — томонлари

x=\ , x =  2, y =  1, у =  3 
булган тугри туртбурчак билан че
гараланган соха.

D интеграллаш сохасини тас- 
вирлаймиз, у Ох уки йуналиши 

буйича ^ам, Оу ук,и йуналиши 

буйича хам мунтазам. Интеграл

ни хисоблаш учун (3.3) форму- 

лани цуллаймиз (36-шакл):

у = з 
77

X-2

оо- шакл.

т  =  \ \ (х + у) dx dy =  j dx \ (x +  u) dy.

V  l i

Олдин ички интегрални хисоблаймиз, унда х узгармас деб ^и- 

собланади:

j  (х +  у) dy 

1
1

(х +  у) d (х +  у) =  — (х + у)2 =

Демак,

т 2 (х +  2) dx =  (х 4- 2)2 Г -  42 — З2 =  7.1
Биз (3.4) формуладан фойдаланганимизда хам шундай нати

жага эришган булардпк:

3 2
т  -= \ dy [ (х +  у) dx =  7.

Г Г

2-м и с о л. Куйидаги сиртлар билан чегараланган жисм 
хажмини топинг:

г =  л'2 +  у2, 2 =  0 , у =  х2, х =  у2.

Е ч и ш .  Берйлган жисм цилиндрик жисм: у юкоридан 

г =  х2 + у2 айланма параболоид, куйидан z =  0 координаталар 

текислиги, ён томонлардан ясовчилари Ог укига параллел 

булган у =  х2, х =  у2 параболик цилиндрлар билан чегараланган. 
Унинг хажми V ушбу

V =  f f / (х, У) dx dy
'о

формула буйича хисобланади.

Жисмни юкоридан чегараловчи сиртнинг тенгламаси 

z =  x2 + y2 интеграл ости функцияси булади. D интеграллаш со

юз



— еки

Шундай цилиб,

^аси эса 2 =  0 текисликдаги 
у =  х2 ва х =  у2 параболалар би

лан чегараланган шаклдан ибо- 
рат булади. Цилиндрик жисмни 

юцоридан чегараловчи z =  x2+y2 
параболоиднинг цисми худди шу 

со.\ага проекцияланади (37- 

шакл).
D со^а мунтазам, уни цуйи- 

даги тенгсизликлар системаси би

лан бериш мумкин:

0 <  у <  1,

у2<  х <  лг у  .

V =  [ [ (х2 +  у2) dx dy
' D

интегрални хисоблаш учун (3.1) ва (3.2) формуладан исталга- 
нини цуллаш мумкин. (3.1) формулани цуллаймиз:

V =  j  dx f (х2 +  У2) dy.

Олдин ички интегрални ^исоблаймиз, унда х узгармас деб ^и- 

собланади:

Ух

f  (х2 +  У2) dy =  (х2у +  ^  у3
' *  5/2 1 3 / 2  1

=  х Н-- а: — х1 —  — х6.
з з

Демак, V =  N  х5'2 +  — х3/2— х1---- %G| dx =
•j V 3 3 jо * ;

= (1  xj r-+ JL ± s _  J_ I1 = JL I А  _  1 ___L = JL.
' 7 ' +  15 5 21 о 7 15 5 21 35

Шундай килиб, берилган жисмнинг хажми: V =  —  (куб бирлик).
Зо

(3.4) формуладан фэндаланилса хам шу натижага эришиш мум

кин:

\у
V =  \ dy | (х2 +  у2) dx =  -Jr.

J-мисол.  Ушбу

1 =  j  j  / (*, у) dx dy
D
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икки улчовли интегрални икки каррали интегралга келтиринг, 
бунда D — у =  О, у =  х2, х-\-у= 2 чизицлар билан чегараланган 
со^а.

Е ч и ш .  D интеграллаш со^асини тасвирлаймиз (38-шакл). 
Бу Ох уци йуналишидаги мунтазам сода, уни| 0 < г/ < 1,

\ \ у <  х <  2 —  у

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин, шу сабабли
(3.2) формулага биноан: 1

38- шакл. 39- шакл.

1 2 — у

I  =  \ dy Г / (х, у) dx.

о YJ

Агар интеграллаш тартиби узгартирилса, у холда натижа- 
ни бир интеграл куринишида ёзнб булмайди, чунки D сода Оу 
уки йуналиши буйича номунтазам соха (ОБА  чикиш чегараси 
дар хил кисмда ^ар  хил тенгламага эга). D сохани иккита D \ ва 

D 2 мунтазам сохаларга буламиз (39-шакл):

( 0 <  х <  1, | 1 < х < 2 ,

М о  т О - { 0 < у < 2 - х .

Натижада куйидагига эга буламиз:

/  =  f f /  (X, у) dx dy =  \ \ f (х, у) dx dy +  \ f / (х, У) dx dy =

'6 'Dt 'd's
1 - 2—x

=  j1 dx j' / (x, у) dy -f f dx \ f (x, y) dy.

о о Г о

Бу мисол интеграллаш тартибини тугри танлаш цанчалик му- 

^им эканини курсатади.
2. Уч улчовли интегрални хисоблаш. Уч улчовли

j f f /  (х, У, z) dx dy dz
ш



интегрални ^исоблаш учта анш^ 

интегрални кетма-кет интеграл- 
лашга келтирилади. со интеграл
лаш сохаси пастдан z =  z x(x, у) 
сирт билан, юкоридан эса г — 
=  z2(x, у) сирт билан чегаралан
ган деб ф араз циламиз. Бу жисм 
Оху текисликдаги D сохага про- 

екциялансин. D со^а у =  у\{х) ва 

у =  у2(х) чизиклар билан (бунда 
y i ( x ) ^ y 2(x) ва х =  а, х =  Ь 
(а > Ь )  тугри чизиклар билан 
чегараланган булсин. со жисмнинг ис

талган ички ну^таси оркали Oz 
укига параллел тугри чизик; ут

казамиз (40-шакл). У со жисм чегарасини иккита Р  ва Q нук;- 
тада кесиб утади. Уч улчовли интегралнинг киймати

а у2 (X) 2 г (X, у)

f f j  f (x, у , г) dx dy dz =  \ dx \ dy / (x, y, z) dz

" © b y  1 (X) z t (* , y)

формула буйича хнссбланишини исботлаш мумкин.
Унгда турган интеграл уч каррали интеграл дейилади. Бу 

интегрални хисоблаш учун олдин икки интегрални, х ва у 
ни узгармас деб олиб, г узгарувчи буйича интеграллаш керак. 
Х4исоблаш натижаси х ва у га боглик^ булган функниядир. Бу 
функция урта интеграл учун у буйича интеграл ости функция- 
си булади, бунда х узгармас деб ^исобланади. Ни>;оят, иккин- 
чи интеграллаш натижаси факат х га богли^ функция булади. 
Уни Ь дан а гача чегарада интеграллаб, уч улчовли интеграл

нинг кийматини топамиз.

4- м и с о л. Ушбу

/ \ j 1 (.v +  у -j- z) dx dy dz

w

уч улчовли интегрални хисобланг, бунда со — координата те- 
кисликлари ва x-\-y + z =  1 текислик билан чегараланган жисм.

Е ч и ш .  со интеграллаш сохасини ва унинг Оху текисликда
ги D  проекциясгши ясаймиз (41-шакл).  со сохада ушбу тенг- 
сизлнкларга эга буламиз:

А',

х — у.

Шундай ь̂ илиб, уч улчовли интеграл уч каррали интегралга
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41- шакл.

1 1—х \—х —у

I  =  f dx j* dy Г (x +  у -r z) dz 

о" о 0
формула оркали келтирилади. Ички интегрални хисоблаймиз, унда z 
интеграллаш узгарувчиси, х ва у узгармас деб хисобланади:

1—х—у

(х +  у +  z) dz — — (х +  у +  z)2
1—х —у

О

=  \ (х +  у +  \— x — y f  —  ̂  (х +  у)2 =  J  (1 —  {х +  у)2).

Энди урта интегрални хисоблаймиз, бунда у интеграллаш узгарув

чиси, л; эса узгармас деб хисобланади:

I — х j _ х

j  j  ( ! — (* +  У?) dy — ^  (у — 7 (х +  у)3) I =

о

-  j  ( i  j  <* + 1 --v)3) - {  ( -  j  **) =

=  -  11 - х  -  -  - f1 A  =  -  ! -  .v'3- *  + -V
2 \ 3 3 7 2 V 3 3 /

Нихрят, ташки интегрални хисоблаймиз:



У з-у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. 1\андай соха мунтазам соха дейилади?

2. Икки улчовли интегрални мунтазам со^а буйича икки каррали интеграл 
ёрдамида хисоблаш формуласини чи^аринг.

3. Номунтазам соха булганда икки улчовли интеграл цандай ^исоблана-
ди?

4. Уч улчовли интеграл уч каррали интеграл ёрдамида ^андай ^исоблана-

Ди?

5. 3485— 34S7, 3506— 3512, 3517— 3524-масалаларни ечинг.

4- §. Икки улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Биз аник интегралларни хисоблашда узгарувчиларни ал- 

маштирпш усули мухим эканини биламиз. Ш у усул ёрдамида 

интеграл остндаги ифодани бошка осон интегралланадиган 
ифода билан алмаштириш мумкин. Икки улчовли интеграллар 
учун шундай усулни караймиз.

z =  f(x, у) функция бирор ёпиц чегараланган D сохада уз
луксиз булсин. Бундай функция учун икки улчовли

формулалар ёрдамида янги и, v узгарувчиларга утамиз, (4 .2 ) 
формулалардан и, v узгарувчиларни ягона усул билан топиш 
мумкин булсин:

(4.3) формулалар ёрдамида D соханинг ^ар бир Р (х, у) 
нуцтасига (Оху координаталар текислигининг) я нги ^С^ ии  

тугри бурчакли координаталар _системасидан бирор Р(и, и) 

ну^та мос келтирилади. Хамма Р(и, у) ну^таларнинг туплами 

D ёпи^ чегараланган сохани хосил килади (42-шакл). (4.2) 

формулалар координаталарни алмаштириш формулалари, (4.3) 

формулалар эса тескари алмаштириш формулалари дейилади.

(4.1)

интеграл мавжуд. 
Интегралда

Х = Х  (U, V), у  =  у  (iи, v) (4.2)

и =  и (х, у), V =  V (х, у).

I 1>

(4.3)

О J

42- шакл.
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Агар (4.2) функцкялар D сохада узлуксиз биринчи тартибли 

хусусий ^осилаларга эга булса ва агар шу сохада детерминант

дх дх
j _ ди dv , q

ди ду 
ди dv

(4.4)

булса, у холда (4.1) интеграл учун узгаРУвчилаРш  алмаштириш 
формуласи уринли:

( f / (х* У) dxdy =  П  / (х (и, и), у (и, v)) l/| dudv. (4.5)

1 детерминант х =  х(и, и) ва у= у (а , v) функцияларнинг и ва 
v узгарувчилар буйича функционал детерминанта дейилади. 

У шунингдек немис математиги Якоби номи билан якобиан деб 
^ам аталади.

1 -м и с о л. Ушбу

тугри чизи^лар билан чегараланган соха.
Е ч и ш .  Интеграллаш сохасини караймиз, у Ох у^ йунали

ши буйича ^ам, Оу уц йуналиши буйича ^ам номунтазам со^а. 
Ш у сабабли интегрални ^исоблаш узундан узо^ булади, чунки 
D сохани мунтазам цисмларга булиш (улар учта булади), 
сунгра эса шунга мос учта интегрални хисоблаш керак булади. 
Агар соддагина

D D

( \ (2х—у) dx dy

' D

интегрални хисобланг, бунда D ушбу

х +  у =  \, х +  у =  2, 2х — у=\ , 2х — у =  3

(4-6)

V
з

о л о, и

43- шакл.
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алмаштиришлар бажарилса, интегрални ^исоблаш анча осон- 
лашадн. Бундай алмаштириш асосида х + у =  1 ва х + у =  2 тур
ри чизиклар координаталарнинг янгн 0 {iw системасида и=  1 ва 
и =  2 тугри чизи^ларга утади, 2х— у =  1 ва 2х—у =  3 тугри чи- 

зи^лар эса у=1  ва и =  3 тугри чизи^ларга утади. D паралле

лограмм D  тугри туртбурчак билан алмашади, бу эса содда 
интеграллаш сохаси булади (43-шакл).

Энди /  якобианни ^исоблаш г^олади. Бунинг учун х ва у 
узгарувчиларни (4.5) формула буйича ифодалаймиз:

х =\  (« +  «).

у =  -  (2 м V).

и ва о узгарувчилар буйича хусусий хосилаларни топамиз:

дх_ _  дх _  1 

ди 3 ’ ди 3 ’

ду _  2 ду __ 1

ди ~~ 3 ’ ди _  3 ’ 

уларнинг кийматлари ни эса (4.4) формулага куямиз:

(4.5) формула буйичагузил-кесил куйидагига эга буламиз:

2 з
Л ^ J J п п

( 2х — у) dx dy =   ̂ j v ■— du dv =  — \ du I vdv —

d  i f  i i

2 _ 2

1 Г 1 о
— — v-
3 J  21

12
J m

Kj у т б к о о р д и н а т а  л а р  и. я ва у декарт координаталари

X ~  Т COS ф,

у — г sin ф

формулалар ёрдамида ^утб координаталари г ва ф билан ал- 

машинадиган хусусий ^олни цараймиз, бу амалий татби^лар 

учун му^имдир.

г ва ф узгарувчилар буйича хусусий хосилаларни топамиз:'

дх
—  =  cos ф, 
дг

дх
д<р

- —  г sm ф,

ду • ду
— = sin Ф, —  =  г cos ф, 
дг дф
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У

бундан

| cos ф — rsin ф [
I =  . I =  rcos2 ф' +  rsin2 ф =  г.

| sin ф rcos ф |

(4.5) формула куйидаги куринишни олади:

\ \ / (х, у) dxdy =  j* \ f (rcosф, гэтф) rdrdф. (4.7)

rdrdcf ифода /^г/гб координаталаридаги юз элемента дейилади.
(4.7) формула куиинча D со^а маркази координаталар боши- 
да булган

X2 +  У2 ^  CL1

доирадан нборат булганда кулланилади (44-шаклда чапда). 

Бу холда D соха куйидаги

0 <  г <  а,
О < 2 л

тенгсизликлар бнлан аникланади. (4.7) икки улчовли интеграл- 
ни хисоблаш г ва ф узгарувчилар буйича икки улчовли инте
грални хисоблашга келтирилади (44-шаклда унгда).

Кутб координаталар системасида кутбнинг жойлашишига 

боглик холда интеграллаш чегараларини жойлаштириш кои- 
дасинн курсатамиз.

а) О кутб ф =  а  ва ф =  [5 нурлар орасида жойлашган D со- 

Хада ётмасин, бунда ф =  const координата чизиклари чегарани 

иккита нуктада кесиб утспн (45-шакл).

45- шакл. 46- шакл.
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ARB  ва AQB  эгри чизицлар- 

нинг к;утб тенгламалари мос р а 
вишда г =  г1 (ф )ва г =  г2 (ф) бул
син. Берилган интеграллаш со^а- 

си учун икки улчовли интеграл

ни ^исоблаш формуласи цуйида- 

ги куринишни олади:

[ Г / (г cos ф, г  s in  ф) rdrd ф =

47- шакл.

D
Р г2 (Ф)

=  |‘б?ф (' j  (г СОБф, Г8Щф)/'^Г. (4.8)
а  Г1 (ф)

б) О i-̂ утб D интеграллаш сохаси ичида ётсин ва ф =  const 
координата чизи^лари чегарани битта ну^тада кесиб утсин. 

Чегаранинг г^утб тенгламаси г =  г (ф) булсин (46-шакл). Бе
рилган интеграллаш сохаси учун икки улчовли интегрални ^и- 

соблаш формуласи куйидаги куринишни олади:

2л т (<р)

CJ / (г cos ф, г sin ф) rdrd ф =  f d ф [ / (г cos ф, г sin ф) г dr. (4.9)
D О О

в) О ^утб D интеграллаш со^асининг чегарасига тегишли 

булсин, бунда D со^а ф =  а  ва ф =  Р нурлар орасида ётсин 
(47-шакл). Чегаранинг ь^утб тенгламаси г =  г(ф) булсин. Бе
рилган интеграллаш сохаси учун икки улчовли интегрални ^и- 
соблаш формуласи куйидаги куринишни олади:

Г5 т (ф)

\§f(r созф, г sin ф) г drd ф =  j  d ф j  f (г cosy, г sin у) г dr. (4.10)
Ь а 0

Чи^арилган (4.8), (4.9), (4.10) формулаларда ички интеграллаш 
узгарувчиси г, ташци интегрални хисоблаш узгарувчиси эса ф.

2- м и с о л. Устки ярим сфера z =  У 4 —  х2 — у2, z =  0 текислик 

ва я2 +  у2 —; 2 у — 0 доиравий цилиндр билан чегараланган жисм 

хажмини хисобланг.
Ечиш .  ^ажмини хисоблаш керак булган жисмни ва бу жисм 

проекцияланадиган интеграллаш со^асини тасвирлаймиз (48-шакл).
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Изланаётган хажм: V =  2 ГС У  4 — х2 — у2 dxdy. Бу интегрални,
D

х ни г cos ф билан, у т  г sin ф билан, dxdy ни rdrd ф билан алмаш- 
тирнб, (4.7) формула буйича кутб координаталарида ёзамиз:

V — 2 JJ У  4 —  г2 г dr dtp.

Интеграллаш сс^аси чегарасининг х2-\-у2 —  2у =  0 тенгламаси 
кутб координаталар системасида г =  25Шф куринишни олади. К̂ утб 

А л
Ф  =  0 ва ф  =  —  нурлари орасида жойлашган интеграллаш сохаси

ни и г чегарасида жойлашганини пайкаган холда интегралга (4 . 10) 
формулани куллаб ^исоблаймиз:

Я / 2 2 sin ф Я/2 2 sin ф 1

V =  2 {‘d(p f y ~ 4 ^ r2 rdr =  —  2 • -i j ‘

o'

d ф (4 —  r2) 2d (4

о

r2) ■ f ( 4 - r V

0
nI2±

я  Г  1  i -
2 sin ф n Л 2 2

d ф = ----[(4 —  4 з т 2ф) — 4 ] d(p=
о 3 J0

J  4 [(1 — sin2<p) —  1] (cos3 ф — 1) d(p =

_16

3

0
Я12 Я/2

cos2 ф cos ф d ф —  \ d ф
J 6
T

0
Я/2

J  (1 — sin2 ф) d (sin ф)—

—  Ф

Я/2
_  16

0 — ~  3

я/2

sm ф --- sin-’ ф
3

=  — J® I I  =

16 л \_  16 / л

Т \ з 2 J1 ~  3 \~2 3 )
16

Шундай килиб, изланаётган хажм: V = ~  (

3-ми с о л. Ушбу

(х2 +  у2)3 =  х 4 +  у4

чизик> билан чегараланган шакл юзи- 
ни топинг.

Ечиш.  Чизик тенгламасида х 
ни т cos ф билан, у ни г sin ф билан 

алмаштириб, кутб координаталарида 

ёзамиз:

г =  -- V 3 +  cos 4 ф
2 т

— ) (куб. бир лик).

49- шакл.
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Шу чизик билан чегараланган сохани тасвирлаймиз (49- шакл). Бу 

соханинг симметриклиги хамда (1.1) формулага биноан изланаётган; 
юз бундай ифодаланади:

5-§. Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш хам 
икки улчовли интегралдагидек амалга оширилади. f (x ,y ,z )  
функция фазонинг бирор чегараланган ёпик со сохасида узлук
сиз булсин. Бундай функция учун уч улчовли

формулалар ёрдамида интегралда янги и, v, w узгарувчилар

га утамиз. (5.2) формулалардан и, v, za ларни ягона усул би

лан аницлаш мумкин булсин:

(5.3) формулалар ёрдамида со соханинг хар бир P(x,y,z) 
нуктасига координаталаркинг О м vw системасидан бирор 

P (u ,v ,w )  нуцта мос куйилади. Хамма P (u ,v ,w )  нуцталарнинг 

туплами фазонинг чегараланган ёпик со сохасини ташкил ци- 

ладн. (5.2) формулалар координат алар ни алмаштириш форму- 
лалари, (5.3) формулалар эса тескари алмаштириш форму- 
лалари дейилади. Ш у фаразларда исботлаш мумкинки, агар

(5.2) функциялар со сохада биринчи тартибли узлуксиз хусу

сий хосилаларга эга булса ва бу сохада детерминант

5  =  8 IJ dx dy.
D

К,утб координата лари да dxdy =  rdrd ф, шу сабабли:

г dr —
D О О

П/4

_я
4

Я
Я

О

\ (3 +  cos 4 ф) dq =  (3 ф +  — sin 4 ф
/о 4

3 jt
Шундай килиб, изланаётган юз S =  —  (кв. бирлик).

(5.1)

интеграл мавжуд. Ушбу

х =  х(и, v, w), у — у (и, v, w), z =  z (n , V, w) (5.2)

и =  и(х, у, z), и =  v(x, у, г), w =  w(x, у z). (5.3)



I  =

дх С'Х CX

ди CV dw

h i ду dy

ди dv cW

dz cZ dz

C'U c'V c'W

* 0 . (5.4)

булса, у >^олда (5.1) интеграл учун узгарувчиларни алмашти

риш формуласи уринли:

J f j  / (х, У, Z) dx dy dz =1 *0)
ПТ/(*(“. v, w), У(и> v, w), z (u, v, ^ )Н Л  dudvdw. (5.5)

I  детерминант x =  x(u,v, w), y = y (u ,v ,w ), z =  z (u ,v ,w ) 

функцияларнинг и, v, w узгарувчилар буйича функционал де
терминанты ёки якобиан деб аталади.

1. Цилиндрик координаталар. Oxyz координаталар систе- 
масида М нуктани цараймиз. Р  ну^та М нинг Оху текисликда- 

ги проекцияси булсин. М ну^танинг фазодаги ^олатини Р  ну^- 

танинг 1\утб координаталарини Оху текисликда бериш ва М 
нуктанинг г аппликатасини бериш билан аниклаш мумкин. Бу 
г, ф ва z сонлар (учта сон) М нуктанинг цилиндрик координа- 
талари дейилади. 50- шаклдан нуктанинг цилиндрик координа- 

талари унинг декарт координаталари билан куйидаги муно- 
сабатлар билан боглангани куринади:

IX =  r  cos ф,

\У =  Г sin ф, (5.6)
\г =  z,

бунда г >  0, 0 <  ф <  2 л, — оо <  2 <  оо. г, ф, z буйича хусусий 
хосилаларни топамиз:

СХ

cV
COS ф,

ду

дг

6Х . СХ гу
—  =  — rs Щф, —  =  О,
сф  сг

=  sm ф, °у
Эф

-  0 . - = о

=  r cos ф,

Эг

-= о,
oZ

hr <?ф ’ dz ’ 7 z
бундан:

\

I cos ф — г э т ф  0
sin ф r cos ф 0 =  r. M
1 0 0 1 /

(5.5) формула куйидаги куринишни / 2
олади: 0 У

i f f  f(x, у, z)dxdydz=  (5.7) , У ч
СО "

r /  У

=  j* ^/(гсоБф , rsin<p, z)rdrdydz. *
P

50- шакл.
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- ш

52- шакл.

1-мисол.  Уч улчовли

f f f (х2 -f- У2) dx dy d.z 
0)

интегрални хисобланг, бунда со 

coxa z =  х2 -f- у2 параболоид ва 

г =  1 текислик билан чегараланган.
Ечиш.  со интеграллаш со- 

хаси ва унинг Оху текисликдаги 

D проекциясини ясаймиз (51- 

шакл).
Интегра л да цилиндрик коорди- 

наталарга утамиз: интеграл ости- 

даги f (х, у , г) =  х2 +  у2 функция 
/ (г cos ф, г sin ф, г) = г 2 куринишни 

олади, оз со.\а чегарасининг z=x2Jr 
+  z/2 ва 2 = 1  тенгламалари бундай 
ёзилади: z — г2 ва 2 = 1 , D  соха 

чегарасининг х2 +  у2 =  1 тенгла
маси г =  1 булади. Шундай ки

либ, уч улчовли интегрални ци

линдрик координаталарда ёзиш 

ва (5.7) буйича хисоблаш мумкин:

^ 1 1  (%2 dx dy dz =

2 Я 1 2Я 1

dr \ r3dz =  f d Ф f {г3 ■ z)r2-rdrdq)dz =  f

o'
dr =

о 0 

2я
r I 1
. I t

о
2я

, 1 i i 2 тс л
d w  =  — - d  ф  =  —  =  —

12 J  12 6
о

2 . Сферик координаталар. Oxyz координаталар системасида 

M  нуцтани карапмиз. М нуктанинг фазодаги холати унинг коор

динаталар бошигача булган масофаси (М  нуцта радиус-век- 

тори узунлиги), радиус-вектор билан Oz у^ орасидаги 0 бур
чак хамда ну^та радиус-векторининг Оху укка проекциясн би

лан Ох орасидаги ф бурчак оркали ани^ланади. Бу учта г, ф, 0 

сон М нуктанинг сферик координаталари дейилади. 52- шакл- 

дан М нуктанинг сферик координаталари унинг х, у, z декарт 

координаталари билан куйидаги муносабатлар орцали боглан- 

ганлиги куриниб турибди:

г sm бсоБф,

116



IJ =  ГБтОБтф,

Z =  г cos 0,

бунда г >  0, 0 < ф < 2 л ,  О < 0  <л .

Алмаштириш якобиани

/ =  г2 sin О

эканини хисоблаш мумкин, шу са
бабли (5.5) формула куйидаги кури- 

нишни олади:

( \ ) /(*> У» z) dxdydz =

СО

=  j* I j /(г sin 0 cos ф, г sin 0sin ф, rcos0)r2s inO aV^d0 . (6.8)
О)

2- м и с о л. Радиуси 7? га тенг шар хажминн хисобланг. 
Е ч и ш .  (2 .1 ) формулага биноан ва изланаётган хажми V 

га тенг жисмнинг симметриклиги туфайли хажм куйидаги ф ор 
мула буйича хисобланади:

у  =  8К =  8 j j  j  dxdydz =  8 f f J  r2sin 0 а(г^ф^О ,

бунда V — шар хажмининг саккиздан бир цисми (53- шакл):

О <  г <  R,

О <  ф <  — .
2

Демак,

V =  8 | d ф j* d 0 [ г2 s in  0 dr =

я/2 я/2

О О

я/2

=  —  |-Я3 ( cos

'dQ =  j \  dy  1 ^ 3sin 0 d 0  ==  8 \ d ф j  sin 0 • -j

d ф =  — у  R3 J  ĵ cos —  — cos 0 j d ф =

о о

я/2

я/2

— R3 d y  =  ^ R 3-q> 2 =  - jr tf3.

Шундай цилиб, радиуси 7? га тенг шар х(ажми
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V = — я  R3 (куб бирлик)
4

дан иборат.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки улчовли интегралда узгарувчи ^андай алмаштирилади? Алмаш- 
тирнш якобиани нима?

2. Икки улчовли интеграл ^утб координаталарида ^андай ифодаланади? 
Декарт координаталарини ^утб координаталарига алмаштириш якобиани ни

мага тенг?
3. ^утб координаталарида икки улчовли интеграл икки каррали интеграл 

ёрдамида цандай хисобланади?
4. Уч улчовли интегралда узгарувчилар ^андай алмаштирилади? Алмаш

тириш якобиани нима?
5. Уч улчовли интеграл цилиндрик координаталарга ^андай алмаштирила

ди? Декарт координаталарини цилиндрик координаталарга алмаштириш яко
биани нимага тенг?

6. Уч улчовли интеграл сферик координаталарга ^андай алмаштирилади? 
Декарт координаталари сферик координаталарга ^андай алмаштирилади? 
Декарт координаталарини сферик координаталарга алмаштириш якобиани 

нимага тенг?
7. 3525— 3540, 3547— 3558- масалаларни ечинг.



11- б о  б

ЭГРИ Ч И З ИК Л И ИНТЕГРАЛЛАР ВА СИРТ 

ИНТЕГРАЛЛАРИ

1- §. Эгри чизицли интегралларга олиб келадиган масалалар

Интеграллаш сохаси бирор згри чизиц кесмаси булган хрл 

учун ани^ интеграл тушунчаспни умумлаштирамиз. Бу турдаги 

интеграллар эгри чизикли интеграллар дейилади. Улар мате- 
матиканинг турли булимларида кулланилади. Эгри чизикли 

интегралларнинг икки тури фарк. килинади: биринчи турдаги 
ва иккинчи турдаги эгри чизикли интеграллар. Бу тушунчалар- 

га келтирувчи масалаларни караб чикамиз.
1. Эгри чизикнинг массасини хисоблаш ^акддаги масала. Фараз 

килайлик, бирор АВ ясси эгри чизик да масса узлуксиз таксимланган 
булсин. Агар эгри чизицнинг хар бир М  нуктасидаги р зичлиги маъ

лум булса, яъни р =  р (М) булса (бунда р =  р (М) — М  нуктанинг 

берйлган узлуксиз функцияси), АВ эгри чизикнинг т  массасини топа

миз. Бунинг учун АВ эгри чизикни Аъ А2, . . . , А ^ {, A-v . . . , Ап_ { 

нукталар билан п та ёйга (кисмга) ажратамиз (54-шакл). АВ эгри 
чизикни булиш натижасида хосил булган ёй узунлигининг энг кат- 
тасини d билан белгилаймиз ва булиниш диаметри деб атаймиз. Агар 
диаметр d-+- 0 булса, у холда ёйларга булиш сони п—̂ оо  булади.

A;__lAi ёйларнинг хар бирида ихтиёрий равишда биттадан M i (xt-, 

нукта танлаб оламиз ва унда эгри чизикнинг зичлигини ^исоблаймиз:

Агар эгри чизикнинг хар бир кисмидаги хамма нукталарда зичлиги 

узгармас ва унинг M i нуктадаги киймати га тенг булади деб фараз 

килинса, у холда хар бир ёйнинг 

mi массаси такрибан куйидагига у

р.  =  р ( М . )  =  р(д-., у.).

бунда Д /{- катталик ёйнинг

узунлиги. Хамма ёйларнинг масса- 

ларини кушиб, А В  эгри чизиц пг 
массасининг такрибий кийматини 

хосил циламиз:

В

х

54- шакл.
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rn«  2  р(Щд h = 2  рto. 0i)А V (1-0
i=i t=i

Эгри чизик; канчалик кичикрок; булакларга ажратилса, бу тенг лик 

шунчалик аник; булади. Моддий эгри чизицнинг массаси булиниш 

диаметри d нолга интилганда ( 1 .1) тенглик унг цисмининг лимитига 

тенг булади, яъни

т  =  l im S  р { М )  А /• =  lim V  р (*., г/.) А /., (1.2)
d->о i=i d->o p i

бунда
d =  max A lt.

Шундай цилиб, эгри чизицнинг массасини хисоблаш масаласи (1.2) 

лимитни хисоблаш масаласига олиб келинди.

2 . Кучнинг эгри чизи^ буйлаб бажаргаи иши хаКиДаги масала.
Фараз килайлик, М  моддий нуцта АВ ясси эгри чизиц буйлаб х^ракат- 
ланганда координата у к лари да узининг Р  ва Q проекциялари билан

берилган F =  F (х, у) куч таъсирида, яъни

F =  F (х, у) = Р (х , у) i + Q{x, у) / (1.3)

куч таъсирида А холатдан В холатга утган булсин. F  кучнинг А В 
кучиришда бажарган W ишини топамиз. АВ эгри чизицни А, Аъ 
Ао, , A i_x, Ait . . . , Ап_ ь В нуцталар билан яна п та цисмга 

(ёйга) буламиз. Энг катта ёйнинг узунлигини d билан белгилаймиз 
ва уни булиниш диаметри деб атаймиз. Хар к;айси цисмда (ёйда) их-

тиёрий М- yj) нуктани танлаймиз ва унда F[ =  {P-t Q-} кучнинг 

цийматини топамиз, бунда

Fi =  F№ > Hi), Pi = P (x i9 y;\ Q-L =  Q(xiy yL).

Куч ёйнинг нукталари да узгармас сакланади ва унинг таъсирида 

нукта ёй буйича эмас, балки бу ёйнинг ватарл А S( =  Al_ [Ai =  {Ах^, 

A yt) буйлаб кучади деб фараз киламиз. X  ip бир ёйдаги ишнинг так;-

рибий киймати куч вектори Ft ва кучиш вектора A SL нинг скаляр 

купайтмасига тенг (55- шакл):

=  Fr A SL =  Р (xL, yL) A xL +  Q (xt , щ) A yL.

Хосил килинган кием ишларнн жамлаб АЗ эгри чизнх буйлаб F куч 

бажарган тулик ишнинг такрибий кийматини хосил киламиз:

Г »  У  (1.4)

i = 1
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Моддий ну^тани АВ эгри чизи^ буйлаб кучиришда F куч бажарган 

иш учун d булиниш диаметри нолга интилганда (1.4) йигиндинииг 
лимитини кабул киламиз, яъни

П

W =  \1т У  [Р (*., ~у.) А*- +  Q (xt, ~yt) Ayt]. (1.5)

i=i

Бу ерда ^ам кучкинг бажарган ишини ^исоблаш масаласи (1.5) ли- 
митни хисоблашга келди.

Кейинчалик ( 1.2) ва (1.5) формулаларнинг унг ^исмлари 

АВ  эгри чизи^ буйлаб биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли 

интеграллар эканини курамиз.

2-§. Биринчи тур эгри чизикли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Оху текисликда хар бир ну^таси- 
да f (х, у) функция берилган бирор АВ ей л ли к эгри чизицни караб чика- 
миз. Бу эгри чизи^ни А, А{, А2, . . . , At_ x, А{, . . .  , An_ h В нукталар 

билан п та булакка (ёйларга) ажратамиз ва хар бир ёйда биттадан 

M[(xt, у{) ну^та танлаб оламиз. Бу нукта лар да берилган f (х, у) 

функциянинг кийматларини хисоблаймиз ва куйидаги йигиндини ту- 

замиз:

У /( .И ,.)Д / ,. =  (2.1)

i=l ^ ^  г=1

бунда А катталик Ai_ lAi ёйнинг узунлиги (56-шакл). (2.1) куриниш

даги йириндилар f(x, у) функция учун АВ ясси эгри чизик буйлаб 

олинган биринчи тур интеграл йириндилар деб аталади.

Т а ъ р и ф. Булиниш кисмларининг энг катта А/,- узунлиги 
(уни d диаметр деб атаймиз) нолга интилган шартда (2.1) 

интеграл йишндинпнг лнмити биринчи тур эгри чизикли интег
рал дейилади (ёки ён узунлиги буйича эгри чизикли интеграл 
дейилади) ва

( /(*, У) dl
А В
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каби белгиланади. Шундай к̂ илиб,

f / (х, у) dl --= lim  У  I (х,, </.) дг,-, (2 .2)

Л В ‘‘- 0 й

бу ерда ЛВ эгри чизикни контур ёки интеграллаш йули деб атай- 
миз. Агар / (х, у) функция АВ контурнинг хамма нукта лари да узлук

сиз булса, бу лимит мавжуд булади. Биринчи тур эгри чизикли ин

теграл АВ интеграллаш йулининг йуналишига боглик̂  булмайди, чун- 

ки A/j ёйнинг узунлиги ёки At нукталардан цайси бири ёйнинг 

боши учун ва l^aiicH бири охири учун кабул килинганига богли^ 

булмайди, яъни

\f(x, у) dl =  \f(x, y)dl.

А В ЬА

(2.2) ва ( 1.2) формулаларни таккослаб, зичлиги р (х, у) бул

ган моддий А В эгри чизикнинг т  массаси р {х, у) зичликдан 

АВ эгри чизик буйича олинган биринчи тур эгри чизикли ин

тегралга тенг, яъни

т  =  [ 9 (х, у) dl (2.3)

А В

булишини курамиз.
Агар АВ контурнинг хамма ну^таларида интеграл остидаги 

f (х, у) =51 булса, у холда биринчи тур (2.2) эгри чизшуш интег- 

ралнинг киймати сон жихатдан АВ эгри чизикнинг L узун- 
лпгига тенг булади, яъни

L =  f dl. (2.4)

АВ

Агар АВ эгри чизикнинг ,\ар бир ну^тасида интеграл ости

даги функция f ( x ,y ) ^  0 булса, у холда (2.2) эгри чизикли ин

теграл сон жихатидан ясовчилари Oz уцига иараллел булган 

цилиндрик сирт булагининг 5 юзига тенг булади. Бу сиртнинг 

йуналтирувчиси АВ контур булади, у юкоридан z =  f(x, у) сирт 

билан, пастдан 2 =  0 текислик билан чегараланган (57-шакл). 

Шундай цилиб,

■S= f l(x, y)dl. (2.5)

АВ

Ясси АВ  эгри чизик буйича олинган эгри чизикли интегралнинг 

геометрик маъноси ана шундан иборат.

Эгри чизикли интегралнинг асосий хоссаларини биз санаб 

утамиз холос, чунки уларнинг исботи анш\ интегралнинг мос 

хоссалари исботига ухшашдир.

1- х о с с а .  Узгармас куиайтувчини эгри чизикли интеграл 

ишорасидан ташкарисига чикариш мумкин, яъни агар k узгар

мас сон булса,
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57- шакл.

I

58- шакл.

k f  (х, у) dl =  k ( f(x, у) dl.

А В A В

2-х о с  с а. Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 

олинган эгри чизикли интеграл кушилувчилардан олинган (ик

кита ^ушилувчи билан чекланамиз) эгри чизикли интеграллар- 
нинг алгебраик йигиидисига тенг:

f [f(x, у) ± ф (х, у)] d l=  \ f(x, у) dl ± f ф (х, у) dl.

АВ АВ АВ

3- х о с с а. Агар интеграллаш йули АВ бир неча кисмга бу- 

линса, у холда бутун йул буйича олинган эгри чизикли инте
грал хар бир к;исм буйича (икки ^исм билан -чекланамиз) 

олинган эгри чизикли интеграллар йигиидисига тенг булади 
(58- ш акл).

f f(x, y )d l=  I  f{x, </)<« +  j  f(x, y)dl.

А В AC С В

Пировардида шуни г̂ айд ^иламизки, агар АВ фазовий эгри 
чизик ва унда f (x ,y ,z ) функция аникланган булса, у ^олда 
ясси эгри чизикка ухшаш ^олда бу фазовий эгри чизик; буйлаб 

биринчи тур эгри чизикли интегрални аниклаш мумкин, у 
куйидагича белгиланади:

f f ( x ,y , z ) d l .  ■ (2.6)

А В

2. Биринчи тур эгри чизикли интегрални ^исоблаш. [ f(x, y)dl

АВ

эгри чизикли интегрални хисоблаш аник; интегрални хисоблашга кел- 

тирилади. Фараз килайлик, ясси силлик АВ эгри чизикнинг параметрик 
тенгламаси

\х =  х (/),

I y =  y{i)

куринишда булсин, шу билан бирга х\, у\ узлуксиз хосилалар мав

жуд булсин. Фараз килайлик, t параметр а  дан (5 гача узгарадиган 

булсин, шу билан бирга а  <  р. У  холда ёйнинг дифференциали

dl =  У  x't2jr уf  dt.
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ва эгри чизикли интеграл аник интеграл оркали

f ((X, у) с а =  f f (.V (О, у (0) w  +  г/,'2 Л  (2.7)
ЛВ к

формула буйича ифодаланади. Жумладан, агар АВ с ил лик эгри чи- 

зиц у =  у (х )  ошкор тенглама бнлан берилган булса (бунда а  <  х <  

<  b),

f f (а', У) dl =  j / (.v, г/ (л-)) Т ' Г + 7 2 dx ( 2 .8)

ЛВ а

булади.
(2.6) фазовий эгри чизик буйича олинган биринчи тур эгри 

чизикли интегрални хисоблаш техникаси ясси эгри чизиц буйи

ча олинган интегрални хисоблаш техникасидан фарц цилмай- 

ди, хусусан:

f f (x, у, z) dl =  f / (х (/), у (/), 2 (0) V x't2 +  y't2. +  г'2 dt, (2.9)

АВ  а

бу ерда x =  x(t), y =  y(t), z =  z(t) тенгламалар АВ эгри чизицнинг 
параметрик тенгламалари, шу билан бирга t параметр а  дан (5 гача 

узгаради (а <  р).
1-м и сол . Ушбу

[ (х +  У +  z) dl
АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ —  куйидаги параметрик тенгламалар 

билан берилган винт чизик; урамининг ёйи:

х =  cos t, у =  sin t, z =  /, бунда 0 <  t <  —.

Ечиш . (2.9) формулага кура цуйидагиларни топамиз:

я/2 ________________________________

f (х +  у +  2) dl =  f (cos t +  sin t+t) V  (— sin i f  +  (cos t)2-\-12 d t=
А В  0

~ j —  V 2 (sin 0 —  cos 0 +  0) =

=  V 2  ( l  +  1 +  j j  =  V 2 { 2  +  I ) .

2-мисол . Интегрални хисобланг:

j* x2 dl,
AB

бунда A B —  1 <  x <  2 булганда, у — \nx текис эгри чизицнинг ёйи. 

Ечи ш . (2.8) формуладан фойдаланиб, хосил циламиз:
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J л;2 dl =  j x 2 ] /" 1 +  dx =  j*x V x 2 -f 1 dx =  ~  | j^.jr-f 1 d(x2-f-

2 ____________ 2 2

д в i ! Г

+ D = I • 4 0 + x2)3/2 2 = T (s3/2 -  23/2) = 4 (̂ 53 -  ̂ 23)-z о l о о

3- §. Иккинчи тур эгри чизикли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Ф араз  ^илайлик, Оху те- 

кисликда йуналтирилган АВ силлик эгри чизи^ берилган бул
син, унда унинг А боши ва В  охири ^амда шу эгри чизи^даги 

Р(х, у) функция курсатилган булсин. Бу эгри чизицни

нукталар билан А дан В га караб йуналишда ихтиёрий узунликдаги 

п та булакка (ёйга) буламиз (59-шакл). Х^ар бир ёйда M i (х;, у{ ) 

ну^тани танлаб оламиз. Р (х, у) функциянинг шу нукталардаги ций- 
матларини хисоблаймиз. ^ар  бир ёй учун

купайтмани хисоблаймиз, бунда Axt- —  At_ { A-t ёйнинг Ох уздаги про

екцияси. Ёйнинг Ох уадаги проекцияси деганда бу ёй ватарининг Ох 
укидаги проекцияси тушунилади, яъни

бунда xt ва xt_ x—  A-t ватарнинг охири ва At_ { бошининг 

абсциссалари. Досил 1̂илинган купайтмаларни 1̂ушамиз:

(3.1) куринишдаги йигинди Р (х, у) функция учун А В  эгри чи- 
зик; буйича х координатага нисбатан иккинчи тур интеграл 
йигинди дейилади. Иккинчи тур (3.1) интеграл йигиндинииг 
биринчи тур (2.1) интеграл йигиндидан фар^и  шундан иборат- 

ки, у ерда функциянинг циймати булиниш цисмининг узунли- 

гига купайтирилади, бу ерда эса 

бу ^исмнинг Ох укдаги проек- (

Р ( Х[, yi)Ax[

Да^ Х{ ,

П

(3.1)

циясига купайтирилади.

Т а ъ р и ф. Энг катта були

ниш кисмининг узунлиги нолга 

интилганда (3.1) интеграл йигин- 

дининг лимити иккинчи тур эгри 
чизикли интеграл (ёки х коорди
ната буйича эгри чизикли интег
рал) дейилади ва бундай белги

ланади: 59- шакл.
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Р(х, у) dx (3.2)

А В

Бу ерда ЛВ  контур ёки интеграллаш йули дейилади ва Л ну^- 
та шу контурнинг бошлангич, В эса охирги ну^таси дейилади.

(3.1) интеграл йигиндининг тузилишндан иккинчи тур-эгри 
чизик4ли интеграл уз кийматини АВ интеграллаш йули узгар- 

ганда карама-каршисига алмаштириши келиб чикади, яъни

f Р (х, у) dx р  (X, у) dx. (3.3)

ВА

^ацикатап хам, агар эгри чизикнинг йуналиши узгартирилса, у хол
да (ЗЛ) йигиндидаги Axi проекцияларнинг ишоралари хам узгаради. 

Демак, йигиндининг узи ва уннмг (3.2) лимнти ишорасини узгарти- 

ради.
у координата буйича иккинчи тур эгри чизгщли интеграл 

хам шунга ухшаш аникланади, у бундай белгиланади:

Q (х, у) dy. (3.4)

АВ

(3.2) ва (3.4) эгри чизикли интегралларнинг йигиндиси ик
кинчи тур умумий эгри чизикли интеграл (ёки координаталар 
буйича эгри чизицли интеграл) дейилади ва бундай белгила

нади:

Р(х, y)dx + Q (х, y)dy.
АВ

(3.5)

Агар Р (х, у) ва Q (x ,y ) —  .Гкучнинг координаталар укидаги 

проекцияси булса, у холДа (1-5) муносабатдан иккинчи тур 
умумий эгри чизикли интеграл шу кучнинг АВ йулдаги ишини 
ифодалаши келиб чикади. Иккинчи тур эгри чизикли интеграл

нинг механик маъноси шундан иборат.

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл биринчи тур эгри чи- 

зицли интегралнинг хамма хоссаларига эга булади, бундан ку- 
йидаги мустасно: интеграллаш контури йуналиши узгарганда

интеграл (3.3) нинг ишора- 

си узгаради.

Агар контурнинг охирги 

В ну^таси бошлангич А 
ну^таси билан устма-уст 

тушса, АВ эгри чизик ёпи^ 

булади (60-шакл). Бу хол
да (3.5) интегралда АВ  
ёпиц контур хар доим мус- 
бат йуналишда айланиб 

утилади, бунда шу контур 

60- шакл. ичида ётувчи соха айланиб
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утувчи нуцтага нисбатан чап томонда цолади деб хисоблай
миз. Контурни айланиб утишнинг царама-каршн йуналишини 
манфий йуналиш деб атаймиз.

Эгри чизикли интегрални L ёпиц контур буйича белгилаш 
учун

§  р  (х, у ) dx + Q (X, у) dy ^

белгидан фойдаланилади.

Пировардида, агар АВ —  фазовий эгри чизиц ва унда 

Р(х, у, z), Q(x, у, z), R (х, у, z) функциялар аникланган булса, 

ясси эгри чизик; холига ухшаш бу фазовий эгри чизик; буйича 
олинган иккинчи тур эгри чизикли интегрални аншугаш мумкин. 

Интеграл бундай белгиланади:

f Р{х, у, Z) dx + Q {х, у, z) dy + R (х, у , z) dz. q -7)

2. Иккинчи тур эгри чизикли интегрални хис°блаш. Иккинчи 

тур эгри чизикли интегрални хисоблаш хам аниц интегрални хисоб- 
лашга келтирилади.

Фараз килайлик, АВ силлик ясси эгри чизнх

х =  х:(/),

У =  У (t)

параметрик тенгламалар билан берилган булсин, бунда t параметр

нинг а  дан Р гача узгаришига эгри чизик буйлаб бошлаигич А нуц- 

тадан охирги В нуцтага ка раб харакат мос келади. Бу ерда а  миц- 

дор р дан кичик булиши шарт эмас. У  холда \ Р(х, y)dx эгри чизик;-
а  в

ли интеграл

[ Р  (х, у) dx =  I Р (хit), у (t))x'(t) dt (3.8)
А В а

формула буйича аник интеграл билан ифодаланади. \Q(x,y)dy ин-
АВ

теграл учун хам худди шунга ухшаш формулани хосил киламиз. 
Шундай килиб, иккинчи тур умумий эгри чизикли интеграл куйида

ги формулага кура аник интеграл билан ифодаланади:

Г Р(х, у) dx+Q (х, у) dy— j  [Р (x(t), y(t))x{t) +
АВ а

+ Q(x(t), y(t))y'(t)]dt. (3.9)

Агар ясси эгри чизик; ушбу

у =  у(х), а <  х <  b 

ошкор тенглама билан берилган булса, у х°лда (3.9) тенглик

J Р (X, у) dx+Q (х, у) dy=\[Р (х, у (*)) +  Q (х, у {х)) у'(х)] dx (3.10)
А В  а
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куринишни олади, бу ерда а ва b катталиклар АВ ёйининг А ва В 
учларининг абсциссалари. Иккинчи тур эгри чизикли интегрални
(3.7) эгри чизи^ буйича хисоблаш техникаси ясси эгри чизик; буйича 
интегрални хисоблаш техникаси дан фарк; ^илмайди:

Г Р [х, у, z) dx +  Q (х, у, z) dy+ R (х, у, z) dz =  j  [P(x(t), y(t), z{t))x'(t)+

+  Q (x (t), У it), z (/)) i f  (t) +  R (x (t), у (/), г (/)) г' (/)] dt, (3.11)

бу ерда x =  x{t), у =  у (/), z=z(t) — АВ згри чизикнинг параметрик 
тенг ламалари, t параметр а  дгн гача узгаради, бу эса эгри чизик; 

буйича А нукта дан В нукта гача йуналишга мос келади.
1- м и с о л. Интегрални ^иссбланг:

f (х 4- у) dx + (х — z)dy 4 - (у +  г) dz,
АВ

бу ерда АВ — тугри чизикнинг А ( —  1; 2; 0) ну^тадан В (3; 1; 2) 
нуктагача ораликдаги кесмаси.

Е чи ш . Аввал икки Л ва В нукта срцали утувчи тугри чизи^ 
тенгламасини тузамиз:

х -f- 1 __У —  2 ___ 2

4 ~  —  1 ~  2

Бу эгри чизикнинг параметрик тенгламаси куйидаги куринишга эга 
булиши равшан:

х =  41 —  1, у =  —t +  2, z =  21.

Бунда Л ну^та параметрнинг t =  0 кийматига мос келади, В  ну^та 
эса параметрнинг t =  1 кийматига мос келади. Шундан сунг х' (t) =  

=  4, y'(t) — —  1, z'(t) — 2 ларга эга буламиз. (3.1) формуладан фой
даланиб, цуйидагини топамиз:

\{х 4~ y)dx +  (х — z)dy 4- (у 4- z) dz =   ̂[(4/— 1 — t 4- 2)4 4~

АВ " #

1

4-(4/—  1 —  2t)( —  1) 4- (— t 4-2 4* 2t) 2} dt =  f [(3/ 4- 1)4 —

о
l l

—  [2t—  1)4- (/4-2)2] d t=  f ( 1 2 /4 - 9 )^  =  (6*24-90 = 6 4 - 9 =  15.

с 0

2-м и сол . Интегрални ^исобланг:

f ху2 dx 4- х2у dy,

АВ

бунда А В —  у =  х2 параболанинг Л(1; 1) ну^тасидан В (2, 4) нуцта- 

сигача булган ёйидир.
Е чиш . х ни параметр учун к;абул килиб, (3.10) формулага кура 

цуйидагини хосил циламиз:
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xy2 dx -j- x-y dy =  I (.v ■ .v4 -f x2 ■ x~2x)dx — 3 \ xbdx
a b  i  i

63
.V

2 91

3-мисол . Епик контур буйича олинган куйидаги эгри чизикли 
и 11 тегра л и и хисобланг:

| (.V2 +  у'2) dy,

бунда L —  учлари А (0; 0), В (2; 0), С (2; 4), D(0; 4) нукталарда жой

лашган (нукталар айланиб утиш тартибида жойлаштирилган) тургбур- 
чакнинг контури.

Е ч и ш. L контурни айланиб утиш йуналиши шаклда курсатилган 
(61- шакл).

Интеграллаш контури L ни турт кисмга булиб, куйидагини хо
сил киламиз:

I (х2 +  У2) dy =  j (х- -г /у'2) dy-Ь f (х2 +  y-)dy +  \ (х2 +  y2)dy ~
L А В ВС CD

+  \(x2-ry2)dy.
DA

Хосил булган ифоданинг унг томонидаги хар бир интегрални хисоб- 
лаб чикамиз: \(x-Jr y2)dy =  0, чунки АВ контурда у—0 ва d y = 0.

А В

ВС  контурнинг тенгламаси х — 2 булади, у параметр 0 дан 4 гача 
узгаради, шунинг учун куйидагини хосил циламиз:

(х2 +  у2) dy =  j (4 +  y2)dy =  (by+ у3) I =  16 +
a J о 3 3

вс о

( V  +  y2)dy =  0, чунки CD контурда у — 4 ва dy =  0. DA КОНТур-
CL»
нинг тенгламаси х =  0 булади, у параметр 4 дан 0 гача узгаради, 
шунинг учун куйидагини хосил киламиз:

Г 1 0 64 
(х2 +  y2)dy =  (0 +  i f  )dy =  —  у3 = --- .

,] 3 t 3
DA 4

Шундай килиб, натижада куйидагини хосил киламиз:

Г/ о • 2W 112 64 1C \(х ~г У )dу =  ------ =  16.

Пировардида, биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли инте

граллар орасидаги богланишнп курамиз.
АВ эгри чизикка М (х ,у )  нуктада утказилган йуналтирил- 

ган уринманинг координата уклари билан хосил килган бур-
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61- шакл.

X Х+йХ

62- шакл.

чакларни а  ва р оркали белгилаймиз (уринманинг мусбат 
йуналиши учун нуктанинг А дан В  га цараб эгри чизиц буй
лаб харакат йуналишини кабул киламиз) (62-шакл). 

Шаклдан
ах — cos а  • dl, dy — cos р • dl

муносабатни хосил киламиз. Иккинчи ]тур эгри чизикли интеграллар- 

да dx ва dy ни олинган муносабатлар билан алмаштириб, уларни 

биринчи тур эгри чизицли интегралларга алмаштирамнз:

\ Р(х, y)dx= f Р(х, //)cos a dl, I Q(x, y)dy =  j Q(x, y) cos fidl,
AB A В

I P(x, y)dx —p Q(x, y)dy =  i" (P(x, y)cos a  -f Q(x, y)cos fijdl. (3.12)
А В A В

Шундай цилиб, биз биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли 
интеграллар орасидаги богланишни ифодаловчи формулаларни 
хосил кил дик.

А В фазовий эгри чизиц булган хол учун хам шунга ухшаш 

формула уринли булади:

j Р (х, у, z)dx +  Q (х, у, z)dy + R  (х, у, z) dz =  j  [Р (х, у , z) cos a  -f

-rQ(.\', у, z ) co s  p + R(x, y, z) cos y]dl, (3.13)

бу ерда a, P, у —  AB эгри чизик ка утказилган йуналтирилган урин

манинг координата уклари билан ташкил этган бурчаклари.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Эгри чизицнинг массаси цандай аникланади?
2. Нуктанинг куч таъсирида эгри чнзиц буйлаб харакатланишида бажа- 

риладиган иш цандай аникланади?
3. Берилган чизиц буйича биринчи тур эгри чизикли интеграл деб нимага 

айтилади?
4. Биринчи тур эгри чизицли интегралнинг хоссаларини санаб утинг.
5. Интеграллаш контури йуналиши биринчи тур эгри чизикли интеграл

нинг катталигига таъсир циладими, тушунтиринг.
6. Агар интеграллаш контури тенгламаси параметрик куринишда берилган

булса, биринчи тур эгри чизикли интеграл цандай хисобланади? Формулани 

келтиринг.
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7. Агар интеграллаш контури тенгламаси у =  у (v) ёки х = х  (у) куринишда 
ошкор берилган булса, биринчи тур эгри чизикли интеграл 1<;андай хисобла- 
нади? Мисоллар келтиринг.

8. Эгри чизиц б>'йлаб олинган иккинчи тур эгри чизикли интеграл деб 
нимага айтилади?

9. Интеграллаш контури йуналиши иккинчи тур эгри чизикли интеграл
нинг катталигига ^андай таъсир курсатади?

10. Интеграллаш контури ёпиь* булган холда айланиб утишнинг мусбат 
йуналиши ^андай белгиланади?

11. Агар интеграллаш контури тенгламаси параметрик куринишда берил
ган булса, иккинчи тур эгри чизикли интеграл ь^андай хнсобланади? Ф орм у
ласини келтиринг.

12. Агар интеграллаш контури тенгламаси у =  у (х) ёки х =  х (у) куринишда 
ошкор берилган булса, иккинчи тур эгри чизикли интеграл ^андай хисоблана- 
ди? Мисоллар келтиринг.

13. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли интеграллар узаро кандай бог- 

ланган?
14. 3770—3799, 3806— 3821, 3869— 3875- масалаларнн ечинг.

4-§. Грин формуласи

Бу параграфда ёпик контур буйича олинган иккинчи тур эг

ри чизикли интеграл хамда шу контур билап чегараланган соха 

буйича олинган икки улчовли интеграл орасидаги богланишни 
курамиз.

Т е о р е м а .  Агар Р (х ,у ) ва Q(x, у) функциялар D сохада 
узларининг биринчи тартибли хусусий хосилалари билан уз
луксиз булса, у холда

ф  Р  (х, у) dx -Г Q (х, у) dy =  ( j  (^7  — ^ ) dx d-y ■ (4.1)

L ^ D

формула уринли булади, бу ерда L — D соханинг чегараси (L) 
буйича интеграллаш мусбат йуналишда амалга оширилади).
(4.1) формула Грин формуласи дейилади.

И с б о т и .  Ф араз  килайлик, L контур билан чегараланган 

D со,\а мунтазам булсин (10-боб, 3-§). Бу соха куйидан AM В 
эгри чизик; билан (унинг тенгламаси у=у\ (х )) юцоридан ANB 
эгри чизик; билан чегараланган (унинг тенгламаси у =  у2(х)) 

булсин, шу билап бирга у\ (х)^у2(х) ва а < х ^ .Ь  (63-шакл). 
Бундай D сохани куйидаги тенгсизликлар системаси курини- 

шида ифодалаш мумкин:

f Й <  X <  £>,

! У,(х) <  У <  у2(х).

Иккала АМВ ва ANB эгри чизиклар биргаликда AMBNA ёпик 
контурни ташкил этади.

Г СдР
Аввал И — dx di/ икки у л ч о в л и  интегрални караб чикамиз ва 

J J  ду
D

уни эгри чизикли интегралга алмаштирамиз. Бунинг учун уни икки 
каррали интеграл куринишида ифодалаймиз:
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63- шакл.

ь УМ

— dx dy =  ( dx j —
ay J J dy

a yt(x)

dy =  \ P(x, y)

УЛх)

dx =  \ [P(x, y2(x)) —

У i(x)

—P(x, y1(x))]dx =  j P (x, y2(x))dx—  I P(x, yx(x))dx.• (4.2)

a a

(4.2) нинг унг кисмида турган интегралларнинг хар бири иккинчи 

тур эгри чизикли интеграл булиб, улар тегишли эгри чизик, буйича 

о; инган:

ь

\(P(x,y2{x))dx=  f P (x,y )dx= — С P(x,y)dx ,
a an в в'хл

ь

1 'Р(х, iyx{x))dx= \ Р(х, у) dx.
а AM В

Шундай килиб, (4.2) ифодани бундай ёзиш мумкин:

дР

- J ои
о

ЯЪНИ

dx dy

Ушбу

р  (X, y)dxJr | Р(х, у) dx

ВХА AM В

J* j^dx dy  =  — ф  Р(х, y)dx. 

(J  J ^ dxdy =  $  Q (х, у) dy

=  —  j* Р\(х, y)dx,

В ХАМ В

(4-3) 

(4.4)
D L

формула хам худди шунга ухшаш исботланади. Бу ерда L кон
тур билан чегараланган D соха (64-шакл) куйидаги тенгсиз- 

ликлар системалари билан ифодаланади:

f с <  у <  d,
U i  (у)<  х2 (у).

(4.4) тенгликдан (4.3) тенгликни хадма-хад айириб, изланаёт

ган (4.1) формулани хосил цпламиз.
Грин формуласини исботлашда биз D сохани мунтазам деб 

ф араз ь^илган эдик. Бу формула чекли сондаги мунтазам соха-
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ларга ажратиш мумкин булган хар ^андай ёпиц D соха учун 

хам уринли булиб колади.
М и  с о л .  Грин формуласи ёрдамида куйидаги эгри чизикли 

интегрални хисобланг: '

у (х — У) dx +  (х -г у) dy,
L

бунда L —  х2 -f У~ — R'2 айланадир.
Ечиш . Р(х, у) =  х —  У, Q(x, у) =  х +  у функциялар ва уларнинг 

OP , dQ . „ -
—  =  —  1, —  =  1 хусусии хосилалари буту текисликда узлуксиз, 
ду дх
демак, у2 +  у2 <  R 2 ёпик доирада хам узлуксиздир. Бинобарин, ис- 
ботлаиган теоремага кура Грин формуласи берйлган интеграл да кул- 

ланилиши мумкин. Шунинг учун куйидагига эга буламиз:

ф(х — y)dx -г (х +  у) d y =  f f( 1 —  ( —  1)) dx dy =

I  D

= 2  j  \ dxdy =  2-S =  2nR2,

U

чунки \\ dxdy =  S, бунда 5  — интеграллаш сохасининг юзи. Бизяинг
и

Холда бу доиранинг юзидир: 5  =  *iR2.
Олинган натижани берйлган интегрални бевосита хис°блаш 

билан текшириш мумкин. Бунинг учун айлананинг тенгламаси- 
ни (интеграллаш контурини) параметрик куринишда ёзамиз:

.у =  R  cos t, у =  R  sin t,

бунда О <  / <  2 л.
(3.9) формула буйича эгри чизикли интегрални хисоблаймиз:

2 Я

ф(х —  y)dx -г [х — У) dy =  \ [(R cos t —  R  sin t) ( — Rsmt) -j-

L 6
2я

+ (R cos t -j- R  sin i) R  cos t]dt — R2j (—cos t sin t +  sin2̂  —

0
2л

-f cos2 i +  sin t cos t) dt =  R~ J dt =  2 я R2.

0

5- §. Биринчи тур сирт интеграли

1. Сиртнинг юзи. Сирт интеграли деб аталувчи тушунчани 

киритишдан олдин о  сиртнинг юзини хисоблаш хакидаги маса- 
лани хал ^иламиз.

Фараз килайлик, а  сирт 2 =  z(x:, у) тенглама билан берйлган 

булсин, унинг Оху текисликдаги проекцияси а  соха булади. Бу со- 

Хада z =  z(x, у) функция узлуксиз Еа zx(x, у), zy(x, у) узлуксиз ду*
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Z»Z(X>y)

65- шакл. 6o- шакл.

сусий хосилаларга эга булсин. Сиртнинг юзини аниклаш учун о 

совами ихтиёрий AS[f i =  1,/z юзли ii та кием га буламиз.

Сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси A S{ булган кисмини Дст(- 

билан белгилаймиз (65- шакл). Шундай килиб, о сирт хам п та бу- 

лакка булинган булади. Хар бир ASi киемда биттадан ихтиёрий 

(xL, у{) нукта танлаб оламиз, о сиртда унга /И-(л'(-, yt, z/) нукта мос 

келади, бунда z{- =  z(x[t у{). /V/• нукта оркали сиртга уринма текис- 

лик утказамиз (7-бобдаги (9.4) формула) (66-шакл):

К(хг Уд (х ~  хд +  z’yixr  У? (У ~  Уд — (z — 2д =  °.

бунда ;с, у, z — текислик исталган нуктасининг координаталари,

xi ' Ус ’ zi =  z (xi » У[ ) — уриниш нуктасининг координаталари,

ni =■ {zj^x ,̂ i/(-), ZyiXi, У/), — 1} текисликка перпендикуляр вектор (шу

текисликнинг нормал вектори). Агар нормал п{ вектор билан Oz у^ 

орасидаги бурчакни yi билан белгиласак, у холда маълум формулага 

кура
I 1

COSV- =  9 , -> ----2

I п | У 1_г[ гх{ xi > Уi )] [ zy( xi ’ Hi )]

ни хосил киламиз (cos у- >  0, чунки y-L — уткир бурчак).

М £ нуктадаги уринма текисликнинг ASi га проекцияланадиган 

цисмининг юзини Apt- билан белгилаймиз, у холда

AS- =  • cos у-,

бундан

AS;

1 1 +  К (  *;•№■)]“-+ ' А5'-

Хосил 1\илинган юзларни кушиб, уринма текисликларнинг хамма 

булаклари ташкил килган сиртнинг юзини хосил киламиз:
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М 7' 1 I гА xf  Hi) г +  | z'y {*i. УЦ I2 • ASi- (5 .1)

1=1

Бу йириндини  о  сиртнинг юзига такрибан тенг деб хисоблаш мум
кин. о  сирт юзинииг аник киймати учун ясалган сиртнинг AS- 

юзчаларнинг энг катта d диаметри нолга интилган шартдаги (5.1) 

юзининг лимити олинади. Агар бу юзнинг катталигини 5 билан бел
гиласак,

i=\

га эга буламиз. Лимит белгиси остида турган йигипди

1 \+[zx(x, у)]2+Шх,у)У'

S = у  1 +  (z'x(x, у)У +  (г’у(х, у))2dxdy. (5.2)

Шундай ^илиб, (5.2) муносабат z =  z(x, у) тенглама билап берйлган 

сиртнинг юзи хисобланадиган формулаии ифодалайди. Бу ерда о ху — 

бу сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси.

1-мисол. Зх -j- 2у ~f* &z = 1 2  текисликнинг биринчи сктантда 
жойлашган кисмининг юзини хисобланг.

Ечиш . Куй идагига эгамиз (67- шакл):

67- шакл.

2 — “ (12 — Зх — 2у),
о

z = г =
У 3

аху соха Ох, Оу координата уклари хамда у =  —  (\2 — Зх) турри

чизиц билан чегараланган учбурчакдан иборат (68- шакл). Изланаёт

ган S  юзни (5.2) формула буйича хисоблаймиз:

-

L I 1 'IГ 4- 1 1 
" 

~ 
Г5

1 1I 2 11 1 1 3 1
| dxdy

Jxy
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dx -

4 -(12-3*, , гг(12 -ах)

=  2-\\dxdy =  ^ \ d x j  d y = ^ -  

v'xy O O  0

= i i ( ®  r * ) d x = - и * - т ) i ;= f< 24 - ,2)- ,4-
0

2. Биринчи тур сирт интегралининг таърифи ва асосий хосса

лари. Фараз килайлик, силлик а сиртда f(x, у , г) функция берилган 
булсин (агар текисликнинг хар бир нуктасида вазияти нуктадан нук- 

тага утганда узлуксиз узгарадиган уринма текислик мавжуд булса, 
сирт силлиц дейилади). Бу сиртни юзлари Ааг- га тенг булган п та 

ихтиёрий кисмга буламиз. Хар бир кием сиртда ихтиёрий М^х^ yL, z£) 

нукта tin танлаб оламиз ва йигиндини тузамиз:

П

2«А гг,«/,.,г>.)Ло1.. (5,3)

1 = 1

(5.3) куринишдаги йигинди сг сиртда f(x ,y ,z )  функция учун 

биринчи тур сирт интеграли йигиндиси дейилади.
Т а ъ р и ф. Да; юзчаларнинг энг катта d диаметрининг узун

лиги нолга интилгандаги (5.3) интеграл йигиндининг лимити 
f (х, у, z) функциянинг а сирт буйича олинган биринчи тур 
сирт интеграли дейилади ва бундай белгиланади:

f \f(x, У, z)do,

бунда сг— интеграллаш сохаси.
Агар а сиртда f(x, у, z ) =  1 булса, у холда

[ \ do =  S

булади, бунда S —  о  сиртнинг юзи, яъни биринчи тур сирт 

интеграли ёрдамида сиртларнинг юзларини хисоблаш мумкин.
Бундан ташцари, улар ёрдамида сиртнинг m массасини 

аниклаш мумкин. Агар масса таксимланишининг сирт буйича 

р =  р (х, у, z) зичлиги маълум булса, у холда

т =  [^р(х, у, z)do. (5 4)

о

Энди сирт интегралининг асосий хоссаларини исботсиз кел- 

тирамиз.
1 - х о с с а .  Доимий купайтувчини сирт интеграли ишораси- 

нинг таип^арисига чи^ариш мумкин, яъни

Г \ k f(x, у, z)do =  k f f f(x, у , z)da,
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бунда 6 —-узгармас сон.
2-х о с с а .  Бир нечта функция

нинг алгебраик йприндисидан олин

ган сирт интеграли 1̂ ушилувчилар- 
дан (икки кушплувчи билан чекла- 
намиз) снрг буйича олинган 
интегралларнинг алгебраик йигин- 

диснга тенг:

И  У> 2) ±  ?(*> У, *)] do =  f \ f(x, у , z)do ±  f \ ф ,  у, z)da.
с "о" а

3-х о с с а .  Агар о интеграллаш со^аси бир неча ь^исмга бу- 

лииса, у холда бутун сирт буйича олинган сирт интеграли >^ар 

бир кием буйича олинган (иккита кием билан чекланамиз) сирт 
интеграллари йигиндисига тенг булади (69-шакл):

j  f /(*, У, z)do =  f \ f(x, y, z)do +  f f /(x, y, z)da.
(J CTj CT 2

3. Биринчи тур сирт интегралини хисоблаш. Биринчи тур сирт 
кнтегралини хисоблаш уни каррали интегралга келтириш билан амал- 

га сширилади. о сирт z =  z(x, у) тенглама билан берйлган булсин, 

бунда z(х, у) финкциянинг узи ва унинг г'х(х, у), z(x, у) хусусий хо- 

силалари о ёпик сохада узлуксиз булиб, бу соха а сиртнинг Оху 

текисликдаги прсекциясидир. f(x, у, г) функция о сиртнинг хар бир 

•нуктасида узлуксиз булсин. Бу. сиртни Ааг-, i =  1, п юзли п та к̂ исм- 

га буламиз. Бу булинишларни Оху текисликка проекциялаймиз. Мос 

долда ахи соханинг AS-, i =  1, п юзли п табулакка булинишини хо- 

сил киламиз. (5.2) формул ага кура сиртнинг хар бир булагининг Дст4- 

юзи куйидагига тенг:

А сг~  | j у  1 +  [zx{x, у)]2 +  [zy(x, у)]2 dxdy.
\о'(

Бу каррали интегралга урта киймат хакидаги теоремани кулланиб, 
ушбуни хосил киламиз:

Да,=1Л-Нг;(х,., у,)]2 + Щх1, «ЗР-AS,-,, (5 5)

бучда A Si — А О; сирт цисмининг Оху текисликдаги проекциясининг 

юзи, , yL — ASL сохадаги бирерта нукта. Ааг- к̂ исм сиртдаги xt, yt, 

Zj =  г(.г-, ijj) координатали нуктани М { билан белгилаймиз, бунда 

(xir у:) (5.5) формуладаги нукта. а сиртда f(x, у, z) функция учун 

интеграл й иринд ини  тузамиз:

П

2  f f e  У г =
1= 1
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;--=i

Бу тенгликнннг унг кисмида ст сохада узлуксиз булган

f(x, у, z(x, у))\ 1 +  [ z 'p г/)]'- +  Izy(x, у)]*

функциядан олинган каррали интеграл учун интеграл йипшди жот- 

лашган. Шунинг учун (5.6) тенглама унг киемининг лимити бир шч4 

тур сирт интегралига тенг:

Бинобарии (5.6) тенгликда Аat- диаметрлардан энг каттасннинг 

нолга интилгандаги лимитига утиб, куйидагини хосил киламиз:

Бу формула о сирт буйича сирт интегралининг а сиртнинг Оху текис- 
ликка аху проекцияси буйича олинган каррали интеграл срка.ти ифо- 
дасини берэди.

о сирт буйича олинган интегрални шу сиртнинг Oyz ёки Oxz те- 

кисликларга оуг ёки охг проекциялари буйича олинган каррз.тт интег- 

раллар оркали ифодаловчи формулалар хам худди шунга ухшаш :\о- 
сил килинади.

2-ми с о  л. Биринчи тур сирт интегралини хисобланг:

бунда а  сирт х -j- у +  z — 1 текисликнинг биринчи октантда жойлдш- 

ган кисми.

Ечиш.  о сирт

[ ffix, У, г) do.

У, z)do =

О

f \ f (X, y, z (x, y))| 1 +  [z’x{x, /у)]2 -г [z'Jx, у)]- dxdy.

a

z = 1— x — y

A

70- шакл. 71- шакл.
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тенглама бнлан берилган (70-шакл). Бундан zx — — 1, z =  —  1 га 

эга буламиз. Ох, Оу координата у к лари ва у — 1— х тугри чизик 

билан чегараланган учбурчак ст интеграллаш сохаси булади (71-шакл). 

Изланзётган интегрални (5.7) формула буйича хисоблаймиз:

f f  -  Г\.1 '1+>т1 Р + н Е dxd ^  у з ГГ J^tL =
J J ( i  - )- JJ  (х+ l- ^ - y + l ) !  ^ .) .! (2-J,)2

а %  °ХУ

I ! Г Г  =  | 3 Гg-!— d .c= ,  3 Гf - - !- - -
.! .} (2-//)- ,! 2 У J\ 2— 1~л-
0 0  О 0 О

I

_  d.c =  ] "3 f ( ^ - -i- j dx  =  1/3( In I 1 + X| -

7  т  a ) I о == i - (ln:2- 4 )  =  T":‘ ( l; 4~ l) •

3-мисол .  Ar^:p

Z~ =  X~ ~j~ Ц2 (0 < 2 < 1)

конуссимон сиртнинг зичлиги p сиртнинг хар бир нукта с и да бу иук- 

танинг конус у^игача массфасига пропорнионал булса, шу конусси- 
мон сиртнинг массасини топинг (72-шакл).

Ечиш.  Конуснинг исталган М(х;, yf) нуктасидан унинг укигача 

масофа

d —■ У х г +  у1 

формула буйича хисобланади, шунинг учун р зичлик

Р =  к У х Ч -  у 1

куринишда ёзилади, бунда k — пропорциопаллик коэффициенти, дои-
мий сон.

Шундай цилиб, юкоридаги ‘конуссимон сиртнинг т  массаси (5.4) 
формула буйича хисобланади:

т  =  f | р(л% у, z)do =  \ | k \гх- -г у2 do.
V  V

а конуссимон сирт

2 = У х2 Н- у2
тенглама билан берилгани учун

X / и
" —  Z.. —  *
х VХ*+V2 у V х*-; У2

га эга буламиз.

Изланаётган интеграл (5.7) формула буйича хисобланади:

т k\ х1 +  у2 do •= ] J ky'x2 +  у2 ] 1 + +  ~ ~ d x d y  =

ху

=  k f | Ух- + у- • У  2 dxdy=kV2  f f Ух'2 +  I f  dxdy.
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72- шакл.
л

73- шакл.

бу ерда оху—  радиуси 1 га тенг булган дойра (73-шакл).

о  соха буйича хосил килинган каррали интегралда х ни r cos ер 

га, у ни гбшф га, dxdy ни rdrdaр га алмаштириб, кутб коорди- 
наталарига утамиз. Шундай килиб, цуйидагини хосил киламиз:

т  —— k Y  2 J  j V  х'2 +  у2 dxdy =  k V  2 f j y V 2cos2 ф — r 2sin2 ф rd rd ф

'лг/
2л

k Y 2 J f r2drd(f =  k^ r 2  j iftp f r2dr =  /г] / 2 |

о

k V  2
d ф =

2л|' 2
/г.

<2ф' =

У з-у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Грин теоремаеини ифодаланг ва исботланг.
2. Каррали интеграл ёрдамида сиртнинг юзини хисоблаш формуласини 

келтириб чи^аринг.
3. Биринчи тур сирт интегралининг таърифини айтинг.
4. Биринчи тур сирт интегралининг хоссаларини санаб утинг.
5. Биринчи тур сирт интеграли кандай ^исобланади?
6. 3626— 3639, 3822— 3825, 3876— 3886- масалаларни ечинг.

6 §. Иккинчи тур сирт интеграли

1. Бир томонлама ва икки томонлама сиртлар. Аввал сирт
нинг томони тушунчасини киритамиз. о силли^ сиртда ихтиёрий

М  нуктани оламиз ва ундан сиртга нормал килиб п векторни 

утказамиз. М нуктадан утувчи ва сиртнинг чегараларн билан 

умумий нуктага эга булмаган бирор ёпик контурни караб чица-

миз. Агар Af нуцтани шу контур буйича п вектор билан бирга 

бу вектор о  сиртга доим нормал буладиган килиб (74- шакл) 
узлуксиз кучирилса, у холда М нукта бошлангич вазиятига 

нормалнинг уша йуналиши билан ёки унга 1̂ арама-карши йуна

лиши билан кайтиб келади.
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Биринчи холда сирт икки то- 
монлама сирт, иккинчи холда бир 
томонлама сирт дейилади. Текис- 
лик, сфера, эллипсоид, ва умуман, 
z г(х, у) тенглама билан ифодалан- 

ган (бунда z(x, у), z'Jx, у), г'у(х, у)—

Оху текисликпинг бирор D  сохаси- 
даги узлуксиз функциялар) истал

ган текислик икки томонлама сирт
га мисол булади.

Мёбиус япроги бир томонла
ма сиртга энг содда мисол бу

лади. Бу сиртии хосил ^илиш учун ABCD  турри туртбурчакда 

АВ ьа CD томонларни Л ва Б ну^талар мос равпшда, С ва D 
нукталар билан устма-уст тушадиган килиб елимланади (75- 

шакл). Мёбиус яирогининг нормал вектори унинг урта чпзпгп 

буйлаб айланиб чикишда йуналишини карама-1\аршисига уз- 
гартиради.

Бундан кейин биз фа^ат икки томонлама сиртларнигина ка
ра йм из. Сиртнинг маълум томонини танлаш сиртни ориентация 
килиш дейилади. Агар сирт ориентацияси танланган булса, у 
холда сирт ориентацияланган дейилади.

Сирт чегарасининг ориентацияси тушунчаси сиртнинг томонн 
тушунчаси билан боглик. Агар а — L контур билан чегаралан
ган ориентацияланган, узини кесиб утадиган нуцталари бул

маган сирт булса (76-шакл), у холда бу контурни айланиб чи- 
киш йуналишини мусбат деб хисоблаймиз, агар бу контур бу
йича харакатланишда сг сирт айланаётган нуцтага нисбатан 
чаи томонда колса, юриш йуналишини мусбат деб хисоблаймиз

(бунда п нормалнинг охиридан контурни айланиб утиш соат 
милига карши кузатилади). Контурни айланиб утишнинг 
царама-карши йуналиши манфий йуналиш дейилади.

2. Асосий таърифлар ва хоссалар. Энди иккинчи тур сирт ил- 

тегралининг таърифига утамиз. Фараз килайлик а —-силлик; чегара

ланган ориентацияланган сирт булсин. Агар нормаллар Oz уки би

лан уткир бурчаклар ташкил этса, у холда сиртнинг устки томонн 

танланган деймиз, агар утмас бурчаклар ташкил этса, сиртнинг ост-
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ки томони танланган деймиз. Бу 
сиртда R(x, у, z) чекланган функция- 

ни караймиз (77- шакл). Бу сиртни 
ихтиёрий п та Да,- кисмларга ажра- 

тамиз ва Да- сиртнинг Оху текис- 

ликдаги прогкциясининг юзини 

(Дет,-) билан белгилаймиз. Хяр бир

Да,- кием сиртда ихтиёрил М  Дхг-, 

у-, 2,-) нуктани белгилаймиз, бу нук- 

таларда R(x, y,z) функциясипинг кий- 
77- шакл. матини хисоблаймиз. за куйидаги

йипшдини тузамиз:

U

i R i x . y ,  Zt) (Даг-)А//, (6.1)

! I

бунда агар а сиртнинг устки томони танланган булса, (Д 

ифода мусбат ишора билан олинади, агар сиртнинг остки томо
ни танланган булса, у ;\олда бу ифода манфий ишора билан 

олинади. (6.1) куринишдаги йигинди о  сиртда R (х, у, г) 
функция учун иккинчи тур сирт интеграли йигиндиси дейила

ди. Иккинчи тур (6.1) интеграл йигиндинииг биринчи тур (5.3) 
интеграл йигиндидан фаркн шундаки, у ерда функциянинг 
киймати кисмий сиртнинг юзига куиайтирилса, бу ерда эса 
функциянинг киймати цисмий сирт юзининг Оху текисликдаги 
нроекцнясига (мусбат ёки манфий ишора билан) купантири- 

ладн.
Т а ъ р и ф .  (6.1) интеграл йигиндинииг Да,- юз лар энг катта 

d диаметрининг узунлиги нолга ингилгандаги лимити о сирт
нинг танланган томони буйича х ва у координаталар буйича 
R (х, у, z) функциядан олинган иккинчи тур сирт интеграли 
дейилади хамда бундай белгиланади:

i f  R(x, y,z)dxdy. (6 .2)
а

Р (х, у, z) функциядан у ва 'г. координаталар буйича олин

ган ва Q (х, у, z) функциядан х ва 2 координаталар буйича 

олинган иккинчи тур сирт интеграли шунга ухшаш аницла- 

нади:

\ j Р  (.V, у, z)dydz, 1 f Q (х, у, z) dx dz. (6.3)
' о l a

Бу интегрллларцинг

f 1 Р(х, у , z) dy dz ~т\\ Q(x, i j , z) dz dx I 1 R{xt y, z) dx dy
о a о

йигиндиси координаталар буйича иккинчи тур умумий сирт нчтегрзли 

дейилади ва бундай белгиланади:
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\ i Р (х, у. z)dydz-\-Q(X, у, z)dzdx +

Н - R (х, у, z) dx dy. (6.4)
Иккинчи тур сирт интеграли 
биринчи тур сирт интеграли 
эга булган хоссаларга эга, би
рок биринчи тур сирт интег- 
рали-дан фаркли равпшда 
сиртнинг томони узгарганд,а/
(яъни ориентация узгарганда) 

у ишорасинн узгартпради.
3. Иккинчи тур сирт интег- 

ралларини хисоблаш. Иккинчи тур 

сирт и:';тгграллари каррали интег- 

ралларга келгирилиб хисобланади. Фараз килайлик ориентация ки

линган (устки томониии тан паб оламиз) о снллик сирт z =  z(x, у) 
тенглама билан ифодалапгаи булсин, бу ерда z(x,y) функция о 

ёпик сохада аникланган булсин, оху соха о сиртнинг Оху текислик
даги проекцияси, R(x, у, z) эса шу сиртнинг хар бир нуктасидаги уз
луксиз функция (78- шакл).

гг стртни ихтиёрий п та Да- кисмга ажратампз ва бу булинишни

Оху текисликка проекциялаймиз. о соха мос холда ДS;, i =  \,n 

юзли п та кисмга булинади. Куйидаги интеграл йигиидини тузамиз.

П

V R { x h yt , 7;) AS^

1=1

бунда AS; ифода — Ао{ нинг Оху текисликдаги проекциясшшнг юзи. 

Z;— z(xi, у;) булгани учун

п _ _ _ п

^ R ( xi, Hi, z[)ASl =  V  R(xh ~yh 2(7 -, yt)) A Si (6.5)

<=i /-=1

булади.

(6.5) тенглнкнинг унг кисмида оху сохада узлуксиз булган 

R(x,y,z{x,y)) функция каррали интегралииинг интеграл йигиндиси 
жойлашган. (6.5) да d-+- 0. да лимитга утиб

j \ R(x, у , z)dx dy =  \ \ R(x, у, z(x,y))dx dy (6.6)

а  а ху

формулаии хосил циламиз, бу формула х ва у координаталар 
буйича иккинчи тур сирт интегралини каррали интеграл орка- 

ли нфодалайди. Агар сиртнинг пастки цисми танланса, (6.6) 

нинг унг томонидаги интеграл олдида манфий ишора пайдо бу
лади.
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Куйидаги формулаларнинг тутрилнги хам худди шундай ис- 

ботланади:

\ j  Р{х, у, z) dy dz-= \ \ P{x(y,z), у, z) dy dz,
о  Р уг

j J Q(-V, у , z) dxdz ■■= \ \ Q(x, у (х, z), z)dx dz,
'а  о  х ,

бу ерда о сирт мос равишда х =  х [у, z) ёки у =  у (х, z) тенглама би

лан ифодаланган; а  ва оХ2 —  а сиртнинг Oyz га Oxz текисликлар-

даги проекциялари.
1- м и с о л. Интегрални хисобланг:

(у- +  z2) dx dy,

бунда а  ифодаларда z —]/ 1 —  хг цилиндрнинг у — 0 ва / /=  1 текис- 
ликлар билан кесиб олинган устки томони (79- шакл).

Е чи ш .  Берилган о сиртнинг Оху текисликдаги о проекшшси

79- шакл.

j —  1 <  -V <  1,

'[ 0 <  у <  1

тенгсизликлар билан аникланувчи тутри туртбурчак булади (80- шакл).

(6 .6) формула буйича куйидагиларни топамиз:

\ \ (уп-+ z~) dxdy=  f \ [if -f {y\—x2)-]dxdy =

0 °xy

! \
\ \ {y-nr 1 — x~)dx dy— \ dx \ (y2+  1 — ,V“) dy=

Jxy

=  { ^г - т у — х-у J dx=

— 1 —I

l — x
X'3 '

\ 3

со

_ о

-1

2-мис ол .  Интегрални хисобланг:

| (xdy dz +  ydz dx -f zdx dy,
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бунда о сирт x-\-z— 1=0  текис
ликнинг у =  0, у =  4 текисликлар 
билан кесиб олинган ва бирин

чи октантда ётган кисмииинг 
устки томони (81-шакл).

Е ч и ш. Таърифга кура

i i xdy dz -f ydz dx -j- 2 dx dy—

=  \ \ xdydz -f

-1 \ у dz dx +  \ \ zdxdy.

Унг томондаги интеграл ларнинг .хар бирини хисоблаймиз 

шакл лар):
1 1

f \ xdy dz=  f i d  — z) dy dz = ' d'j \ (1 — z) dz =  2.

(82, 83

I

Y////, '//.■ / у //  /
Щ

01

у  / / V : /
-/у /, -у б* ч / л / / / ,  
y , / s. / / /А . /л

82- шакл.

\ \ ydz dx =  0, 
a

чунки о  сирт Оу укига параллел дир;

83- шакл.

I z dx dy =  И  (1 — x)dxdy= \dy \ (1 — .v) dx
° X I J  0  <>

Шундай килиб, куйидаги хосил 
булади:

11 xdy dz +  ydx dz +  zdx dy =  
a

— 2 +  0 +  2 =  4. 

Пировардида биринчи ва иккинчи 

тур сирт иитеграллари орасида бог

ланиш урнатамиз.

84-шаклдаи Aa cos 7 купайтма 
Дет юзнинг Оху текисликдаги проек

цияси экани, яъни

Дет =  Да cos у 84- шакл.
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келиб чн^ади. Шунга ухшаш:

Да,., — До cos В, Д а г- Да cos а,
X  1 т IJZ

бу ерда Аоху, Дсг ,̂ Да^г ифодалар Да юзчанинг тегишли коорди

ната текислигидаги проекциялари. Олинган (6.4) формулалар асоси- 

да иккинчи тур сирт интегралини биринчи тур сирт интеграли 
шаклида ёзищ мумкин:

I | Р (х, у , z) dy dz -Ь Q(x, у, z) dz dx +  R (x, y, z) dx dy~
<I

— f j (P (X, У, Z) cos a  -f Q(x, y, z) cos p +  R (x, y, z) cos 7) do. (6.7)
V

У з-у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. 1\андай сирт икки томонли сирт дейилади? 1\андайлари бир томонли 
сиртлар дейилади? Мисоллар келтиринг.

2. Сиртнинг ориентацияси цандаи аникланади?
3. Иккинчи тур сирт интегралининг таърифини айтннг.
4. Иккинчи тур сирт интеграли кандай хисобланади?
5. Биринчи ва иккинчи тур сирт интеграллари узаро цандай богланган?
6. 3887— 3893- масалаларни ечинг.



12-6 о б

ВЕК ТОР А Н А Л И З И  

!-§. Скаляр майдок

Физикада, механикадаги купгина масалаларда скаляр ва 
вектор катталиклар билан иш куришга турри келади.

Скаляр катталик узининг сон циймати билан тула ифода- 
ланади (масалан, хажм, масса, зичлик, харорат ва хоказо- 
лар).

Т а ъ  р и ф. Фазонинг бирор кисми (ёки бутун фазонинг) 
хар бир М ну^тасида бирор и скаляр микдорнинг сон ^иймати 

аникланган булса, бу микдорнинг скаляр майдони берйлган 
дейилади. Масалан, харорат майдони, бир жинслимас мухитда 
зичлик майдони, куч майдон потенциали.

Агар и катталик t вактга боглик булмаса, бу катталик ста
ционар (ёки баркарор) катталик дейилади. Акс холда майдон 
ностационар (ёки баркарор булмаган) майдон дейилади. Биз 

факат стационар майдонларни караб чикамиз. Шундай килиб, 
и скаляр катталик t вактга боглик булмасдаи, балки ({закат М 
нуктанинг фазодаги урнига боглик булади, яъни и катталик М 
нуктанинг функцияси сифатида каралади ва и =  и(М) кури- 
нишда белгиланади. Бу функциянн майдон функцияси деб 
атаймиз.

Агар фазода Охуг координаталар системасини киритсак, 
у холда хар бир М нукта маълум х, у, z координаталарга эга 
булади ва и скаляр функция шу координаталарнинг функцияси 
булади:

и ----- и(х, у, г).

Шундай килиб, биз уч узгарувчнли функциянинг физик тал- 
кинига келдик.

Текисликнииг ^исмида (ёки бутун текисликда) аникланади- 
ган скаляр майдоннн хам цараб чикиш мумкин, унинг кар 
бир М нуктасига и скаляр катталикнннг сон киймати мос ке
лади, яъни и =  и (М ).

Агар текисликнииг Оху координаталар системаси киритил- 

са, у холда хаР бир М  ну^та маълум х, у координаталарга эга 
булади ва и скаляр функция шу координаталарнинг функция- 

си булади:
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и=--и(х, у).

Скаляр майдонларнинг хоссаларини сатх сиртлари ёки сатх 
чизиклари ёрдамида урганиш мумкин, улар шу майдонларнинг 
геометрик тасвири хисобланади.

1. Сатх сиртлари.
Т а ъ р и ф .  Скаляр майдоннинг сатх сырта деб фазонинг 

шундай нукталари тупламига айтиладики, унда майдон функ- 
цияси и =  и (х, у, z) узгармас кийматга эга булади.

Бу сиртлар

и (х, у, г) - - С

тенглама билан аникланиши равшан, бунда С —  узгармас сон.

С га турли цийматлар бериб, сатх сиртлари оиласини хосил 
киламиз. Бу сиртларда скаляр функция узгармас булиб ко

ла ди.
Агар, масалан, майдон

о I О I о
и =  Х~ -г У  ~r Z-

функция билан ифодаланган булса, у холда маркази коорди
наталар бошида булган

А'2 +  /̂2 +  г2 С (С >  0)

сфера сатх сирти вазифасини бажаради.
2. Сатх чизиклари. Ясси скаляр майдон геометрик жихатдан 

сатх чизиклари ёрдамида тасвнрланади.
Т а ъ р и ф .  Ясси скаляр майдоннинг сатх чизиги деб текис- 

ликнинг шундай нукталари тупламига айтиладики, унда 
и —и (х, у) майдон функцияси узгармас кийматга эга бу
лади.

Бу чизиклар

и (х, у) =  с

тенглама бнлан аникланади, бунда С —  узгармас сон.

С га турли кнйматлар бериб, сатх чизиклари оиласини хо

сил киламиз. Бу чизикларда скаляр функция доимий булиб 

колади. Шаклда сатх чизикларининг бир-биридан тенг оралик- 

лардан кейин келадиган и нинг маълум ^ийматларига мосла- 
рини чизиш кабул килинган, масалан, и=  10, и =  15, гг =  20,

и =  25, и =  30, и =  35 (85-шакл). 

Сатх чизиклари бир-бирига канча- 

лик яцин килиб чизилган булса, и 
шунчалик тез усиб боради.

Агар, масалан, скаляр майдон- 

лар и =  ху ёки и =  х2 + у2 функция
лар билан берилган булса, улар 

учун сатх чизиклари вазифасини 
мос равишда гиперболалар ва кон- 

центрик айланалар оиласи бажара-

85-шакл. ДП (86, 87- шакллар).
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86- шакл. 87- шакл.

2-§. Берйлган йуналиш буйича хосила

Скаляр майдоннинг мухим тушунчаси берйлган йуналиш 
буйича хосиладир. Ф араз  килайлик, скаляр майдоннинг диф- 

ференциалланувчи функцияси и =  и (х , у, z ) берйлган булсин. 
Бу майдондаги бирор М (я, у, г) ну^тани ва шу нуктадан

чи^увчи бирор / нурни цараймиз. Бу нурнинг Ох , Оу, Oz укла

ри билан ташкил к;илган бурчакларини а, (3, у оркали белги-

лаймиз (88-шакл). Агар /0 бирлнк вектор бу нур буйича йу- 
налган булса, у холда куйидагига эга буламиз:

Фараз килайлик, бирор M ^(xJr Ax, у +  Ay, z -f Az) нукта шу 
нурда ётган булсин. М ва Мг ну^талар орасидаги масофзнн А1 би

лан белгилаймиз: АI =  \ММХ\. Скаляр майдон функцияси кийматлари

айирмасини шу функциянинг /0 йуналишда шу нукталардаги орттир- 
маси деб айтамиз ва А, и билан белгилаймиз. У  холда

/0 — i cos а  / cos (3 +  k cos у.

А/ и — и (Mj) — и (М )
Z I

ёки

Т а ъ р и ф .  и =  и (х, у, z) функ-

цияларнинг I йуналиш буйича 
М (х, у , z,) нуктадаги хошласи 
деб

М-* о А1 88- шакл.
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тезликнннг кат-

Агзр М  нукта тайииланган булса, у холда хссиланинг катталиги 

факат I нурнинг йуналишигагина боглик булади.

/ йуналиш буйича хос ил а хусусий хосилаларга ухшаш и функ

циянинг мазкур йуналиш даги узгариш тезлигики характерлайди. Хо-

силанинг / йуналиш буйича абсолют микдсри —
dl

талигипи аниклайди, хосиланинг ишораси эса м функция узгариши-
ди а  А,

нинг характернни аииклаиди: агар — >  О булса, у холда функция
dl

^ •• da п •
6v иу налишда усади, агар —  < 0  булса, камаяди.

dl

Берилган йуналиш буйича хосилани хисоблаш куйидаги теорема 

ёрдамида амалга ошпрнлади.
Т е о р е м а .  Агар u(x,y,z) функция диффсренциалланувчи бул

са, у холда унинг ихтиёрий I йуналиш буйича хосиласи мавжуд 
ва куйидагига тенг:

ди си ди п , да
—  ; —  cos a  -t---cos р ---- cos у,
dl dx dy dz

бунда cos a, cosfi, cosy— / векторнинг йуналтирувчи косинус- 
лари.

И с б от  и. и функция теоремаиииг шартига кура дифференциал- 
лакувчи булса, у холда унинг М (х, у, z) нуктада ги А и срттирмасини 

л да . , du л . da А . ч
Л и — —  Дх н--- Ay +  -- Az 4- 8 (2 1)

дх ду dz

куринишда ез'ин мумкин, бундан катталик р =  \ (Axf -j- (Ау)-+ (Az)2
Е

га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдор, яъни lim  —  — О
р - * 0  р

(7- боб, 4- § га каранг).

Агар функция орттирмаси / вектор йуналишндаги нур буйлаб 

каралса, у холда
Аи =  А, и, р = Д /,

Дх =  Д/ cos а, Ау =  Д/ • cos р, Az АI • cos у 

булиши равшан. У  холда (2.1) тенглик бундай курииишии олади:

а ди * , , du . , о I ди д . .
Д,м : - -7- Д/ cos а  4--- А/ cos р 4---- Д/ cosy+e.

дх dy dz

Тенгликнинг и к кала кисмини Д / га буламиз ва Д/-*- О да лимитга 

утамиз. Натижада



On On du 0 du ,
-— — — cos ct 4--- cosp -j----cos у (2 2)
dl dx dy dz ' ' 7

чунки

lim  —  --lim  —  — 0,
Л/--0 M  ,o-+o p

da Ои du , ,
—  , —  , —  хусусии хосилалар Ea иуналтирувчи косчнуслао Al г i 
дх dy dz

боглик бул via иди.

Шундай килиб, теорема нсботлаиди. (2.2) формула да, агар I йуна- 
лиш координаталар укншшг йуналишларидаи бири билан бир хил 

булса, у холда бу йуналиш буйича хоснла тегишли хусусий хосила

га тенг, масалан, агар / — i булса, у холда сс 0 , р - у —  була

ди, шунинг учун cos сс 1, cos (3 =  cos у 0 ва бииобарин,

du ди 

dl dx

► 1V

(2 .2) формуладан куринадики, / йуналишга карама-карш! /'

йунапиш буйича хоснла / йуналиш буйича тескари ишора билан 
олинган хосиласига тенг.

Ха^и^атан бунда, а , |3, у бурчаклар я га узгариши керак, 

натижада куйидагини хосил киламиз:

ди du / , \ I Он / | рч I Ои / . \
—  =  —  cos (л -j- сс) -г —  cos (л 4- Р) -}--- cos (л -Г- у) =
dl дх ду дг

ди Ои о ди ди
---- cos сс —  - - cos р ----— cos у ----- .

дх dy dz dl

Бу йуналиш карама-царшисига узгарганда и функциянинг 
узгариш тезлигининг абсолют мицдори узгармайди, унинг фа- 
кат йуналиши узгаради холос.

Агар, масалан, I йуналишда функция усса, у холда кардма-кар-

ши Г йуналишда у камаяди, ва аксинча.

Агар майдон текис булса, у холда / нурнинг йуналиши унинг

абсциссалар укига огиш бурчаги а  билан тула аникланади. / йуна

лиш буйича хосила учун формулани текис майдон холида (2 .2) фор

муладан олиш мумкин, бунда

о л лр — ---------ос, 7 —
• 2 2

деб олинади. У  холда

ди du , du
—  —  cos ос-— -sin  а.
dl дх 0 у

М и с о л .  и =  xyz функциянинг /VI (— 1,2,4)  нуктадл, шу ну кла

да и М 1(— 3,4 ,5 ) нуктага томон йуиалишдаги хосидасини топ лиг.

151



Еч иш .  М Му вектор]ш топамиз:

ММ[ =  (— 3 +  1)7-Ь (4 — 2) 7 +  (5-4)7= —27+2/ +7
ва уига мос бирлик вектории хам топамиз:

7^_ А ш /  — -j- 2/ 4- £ 2 -Г. 2 -Г-. 1 -*
° — ► т (—2)2-1-22-1-12 -  3 1~'~ з 1~г з к.

Шундай килиб, /0 вектср куйидаги йупалтирувчи косинусларга эга.

2 2 1 
C05CC =  —  — , cos В =  — , c o s v = — .

3 3 3

Энди xijz функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:
ди ди ди

—  =  г/г, —  =  хг, — - =ху
Ох ди дг

ва уларии М  (— 1, 2, 4) ьуктада хисоблаймиз:

ди 

дх
—  j =  — 4, —  I =  — 2.
дц :.\г ’ дг м

Хусусий хосилаларнинг ва йуналтирувчи косинусларнипг 

топилган кийматларинп (2.2) формулага куямиз:

—  =  8 —  4- J-  — 2—  =  —  (— 8 — 4— 1) =  — —  .
dl \ 3 1 3 3 3 3

«—•» шпора берйлган йуналишда u =  xyz функция камайиши- 
ии курсатади.

3- §. Скаляр майдон градиенти. Градиентни инвариант аниклаш

Т а ъ р и ф :  и =  и(х, у, z) дифференциалланувчи функция 

билан берйлган скаляр майдоннинг М (х, у, z) ну^тадаги гради
енты деб, gvadu билан белгиланувчи векторга айтилиб, унинг 

проекциялари вазифасини шу функциянинг хусусий хрсилалари 

кийматлари бажаради, яъни

, ди ~Г , ди~Г . ди Т*" /о i\
grad и =  —  i —  j т  —  к. (3.1)

Ох ду дг

Градиентнинг прРекциялари М (х, у, z ) ну^тани танлашга бор- 

ли^ булади ва шу нуктанинг координаталари узгариши билан 
узгаради. Бинобарин, и (х, у, z) функция билан берйлган ска

ляр майдоннинг хар бир нуцтасига маълум бир вектор —  шу 

функциянинг градиенти мос ^уйилади

Градиентнинг тгърифидан фойдаланиб, I йуналиш буйича хосила- 

н« ифодаловчи (2.2) формулани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

V  =  grad и • /0, (3.2)
dl
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бунда /0 =  cos а  • i — cos (5 ■ / -f- cos 7 ■ k — / йунзлишдаги бирлик век

тор. Демак, берилган I йуналиш буйича хрсила функция градиенти

билан шу « йуналишнинг /0 бирлик вектори купайтмасига тенг. Ска
ляр купайтма таърифидан фойдаланиб, (3.2) формулани

—  =  i grad и | • | /0 | cos ср
01

куринишда ифодалаш мумкин, бунда ср — бирлик вектор /0 билан гра

диент орасидаги бурчак (89-шакл). |/0 j =  1 булгани учун

ди 

dl
grad и | cos ср (3.3)

булади. Бундан йуналиш буйича хрсила cos ср =  1 булганда, яъни 

ср ^  0 да энг катта кийматга эришади. Шу билан бирга бу энг кат
та киймат | grad и \ га тенг, яъни бу холда

, ди
шах —

1 dl
Л/
*

I grad и

Ш\ •ндай килиб, [ grad и j катталик

1 ди \2_i_ / f  . ,1 —  i2
\ дх ) ‘ 1 dy j  1 ' dz )

ди

dl
хосиланинг M нуктадаги

мумкин булган энг катта циймати булади, grad и нинг йуналиши эса 

М  нуктадан чикувчи шундай нурнинг йуналиши билан мос тушади- 
ки, у буйлаб функция хаммасидан кура тезрок узгаради, яъни гра- 

дйентнинг йуналиши функциянинг энг тез ортишидаги йуналишидир. 
Бу юк’орида келтнрилган градиентнинг координаталар системасидан 
фойдаланилган таърифи fpiiura энди бошка, координаталар система

сини танлашга бсглик булмаган инвариант таърифни беришга имкон 
беради.

Т а ъ р и ф. и (х, у, z) скаляр майдоннинг градиенти деб, бу 

майдон узгарншинннг энг катта тезлигинн ифодаловчи векторга
айтилади.

Агар cos ср =  — 1 (q.-^л) булса, у холда йуналиш буйнча хр
сила I grad и | га тенг энг кичик киймат булади. Б у йуналишда 
(карама-карши йуналишда) и функция хаммасидан тезрок ка
маяди.

я rJ
—  ) булса, йуналиш буйича хрсила нол-Агар cos ср =  0 ( ср

ди
01

9га с/ ц

) -  ш а к л . 90- шакл.
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га тецг. Энди скаляр майдоннчнг градиентн йуналиши билан сатх 

сиртлари ор;сидаги боглаичшнн урганамиз.
и =  и(х,у, z) функциянинг майдоннинг хар бир ну^тасидаги 

градиентининг йуналиши шу нуктадан утувчи скаляр майдон- 

нпнг сатх тскислигпга утказнлгап нормалнинг йуналиши билан 
мос тушишнни псботлаймиз. Бунинг учуй ихтиёрий /Vf0(;.;0, у 0, z0) 

нуктапи танлаб оламиз (90- шакл). Бу нуктадан утувчи сатх 

сирти тенгламаси

и (х, у, z) =  и0

куринишда ёзчлади, бунда ип ---= и(х0, у0, г0).
.И0(х0, у0, z0) нуктадан njy гекистжка утказнлгап нормалнинг темг- 

ламасиии тузамиз:

.V — х0 //' ~ Ум __ 2 —  'о
ди 1 ди I ди I

дх \м0 dy ! -И0 дг |-V/

ди ди | ди 1

дх х\{; dy !ДУ Тг1М0

Бундан,

проекцияларга эга булган нормалнинг йуналтирувчи вектсрл и(х, у, г) 
функциянинг M 0(xQ, tyQ, 20) нуктадаги градиенти булади.

Шундай килиб, хар бир нуктадаги градиент берилган нуктадан 
утувчи сатх сиртига утказилган уринма текисликка перпендикуляр 

булади, яъни унинг текисликка прсекцияси нолга тенг. Демак, бе
рилган нуктадан утувчи сатх сиртига уринма булган иста га и йуна
лиш буйича хосила нолга тенг. Якколлик учун олинган натижани 
геометрнк жихатдан тасвирлаймиз (91-шакл). Бунинг учун ;М0(л0, 

у0, 20) нуктада grad и векторни ва бу вектор диаметр буладчган сфе- 
рани ясаймиз, М 0 нукта — и(х, у, z) -------- и{) сатх сирги билан уриниш

нуктаси. Куйидагилар равшан:

Ф <  —  булганда 
2

ди
dl

grad и Jcos ф — i M 0Ml |;

л г ди
—  б улганда —
2 * dl

и (X, У, 2)--и о

сирт
тепглака

/ О

91- шакл.

чунки бу холда / йуналиш сглх сир

тига утказилган уринманинг йунали

ши билан мос тушади:

04

dl
grad и !, бунда ф =  0,

чунки бу холда I йуналиш нормал

нинг ёки сатх сиртига утказилган 

grad и нинг йуналишига мос келади.
Функция градиентининг баъзи хос

саларини курсатамиз:
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1) grad Си — С grad и, бунда С — узгармас каттг1ЛИК.

2) grad (г/, + и.,) - grad f/j -j- grad и.,.

3) grad и j ■ и.) =■-- их grad и2 и., grad uv \

4) grad /(и) =■- f'(u) grad и

Еу хоссалар функциянинг хоснласннн топиш коидалари би-
лян *'ОС тушIIIHIli равшан.

М и с о л .  и | a‘- + у- +  z1 функциянинг M  (а\ //, г) нуктадаги
грд д! [01 (типи хисоблаи г.

Е ч и ш .  Аввал хусусий хосила.'гарни хисоблаймиз:

ди 9х х X

дх 2 » *3 -j- //2-;- г2 j л- —  у- - г2 и

ди 2у у у

ду 2 j А"“ -  j- у- • г- j a - ir  - г- и

ди 2 г z Z

дг 2, х- -г у1 г2 , х- -у- П и

(3.1) формулага мувофик ихтиёрий М (х, у,, z) нуктадаги
градиентнинг ифодаси куйндагича булади:

grad и —  /' +  - /- ] — — к. 
и и и

Скаляр майдоннинг сатх сиртлари концентрик сфералардан 

иборат булгани учун gradw унинг радиуси буйлаб йуналган 
булади, iuy билан бирга

grad и\ — |/ — ... j£z_ =  1 л~ __ —■S
и3 а~ и- а  //

яъни « функция усишинннг энг катта тезлиги 1 га тенг.

4- §. Вектор майдони

Купгнна масалаларни ечишда скаляр катталиклардан таш- 
)^ари вектор катталикларга хам мурожаат цилишга тугри ке
лади. Агар скаляр катталик узининг сон циймати билан тула 
ифодаланса, вектор катталик учун бу етарли булмайди: Уни 

ифодалаш учун яна бу катталикнинг йуналишини хам (маса
лан, тез лик, куч) билиш зарур. Скаляр майдон тушунчаснга ух
шаш вектор майдон тушунчаси хам киритилади.

Т а ъ р и ф .  Х ар бир М  ну^тасига бирор а вектор мос куйил- 

гаи фазанннг бирор цисми (ёки бутун фазо) вектор майдон де
йилади.

Куч майдони (огирлик кучи майдони), электр майдони, 

электромагнит майдон, оцаётган суюклнкнинг тезликлари май

дони вектор майдонга мисол була олади. Биз а вектор фа^ат М 
нуктанинг вазиятига борлнц буладиган ва вактга боглиц бул-

майднгаи а — а(М ) стационар майдонларнн караб чикамиз.
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Агар фазода Oxyz координаталар системаси киритилса, у 

холда хар бир М ну1\та маълум х, у, z координаталарга эга

булади ва а вектор бу координаталарнинг функцияси булади,

яъни а =  а(х, у, z). а векторнинг координаталар уцидаги проек- 

цняларини Р, Q, R  билан белгилаймнз. Улар хам координата
ларнинг функциялари хисобланади, яъни

Р  =  Р(х, у , z), Q =  Q(x, у , z), R  =  R(x, у, z).

Шундай килиб, бундай ёзиш мумкин:

а =  а (М) =  а(х, у, z) =  Pi -f Q j +  Rk.

Агар P, Q, R —  узгармас катталиклар булса, у холда а век
тор узгармас булади, бундай вектор майдон бир жинсли де
йилади, масалан, огирлик кучи майдони бир жинслидир.

Агар майдон текисликда берилган булса, яъни унинг про- 

екцияларидан бири нолга тенг булиб, колган проекциялари эса 
тегишли координатага богли^ булмаса, у холда текис (ясси) 
майдонни хосил киламиз, масалан,

а(х, у) =  Р  (х, у) i 4- Q (х, у )/'.

В е к т о р  ч и з 1ц  л а р. В е к т о р  н а  й ч а л  а р  и.

Т а ъ р и ф .  а(М ) вектор майдоннинг вектор чизиги деб 

шундай чизикда айтиладики, унинг хар бир ну^тасида уринма-

нинг йуналиши шу ну^тага мос келган а (М) векторнинг йуна
лиши билан бир хил булади.

Аник майдонларда вектор чнзиклар маълум физик маънога

эга булади. Агар а(М ) окаётгаи суюкликнинг тезликлари май
дони булса, у холда вектор чнзиклар суюкликнинг о^иш чизны
ла ри булади, яъни суюкликнинг заррачалари харакатланаётган 

чизиклар булади.

Агар а(М ) электр майдон булса, у холда вектор чизиклар 
бу майдоннинг куч чизиклари булади (92-шакл).

о сирт булагининг нукталари оркали утувчи хамма вектор 
чизиклар туплами вектор найчалари дейилади.

Вектор чизиклар тенгламасини келтириб чи^арамиз.

Ф араз  килайлик, вектор майдон

=  п IМ\ =  р  i -L. Qj 4-  £

функция билан аникланган бул
син, бунда Р, Q, R лар х, у, z 
координаталарнинг функцияла
ри. Агар вектор чизиц ушбу

Л =  .*(/), у =  y(i), z =  z(t)

параметрпк тенгламага эга бул
са, у холда бу чизикка утка-92- шакл.
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знлгаи уринманинг йуналтирувчи вектори проекциялари x '(t), 
i f  (t), z' (t) хосилаларга ёкн dx, dy, dz днфференциалларга 
пропорционал булади.

a (M ) векторнинг ва вектор чизи^^а уринма цилиб йуиал- 
тирилган векторнинг колленеарлик шартини ёзиб, куйидагини 
хосил киламиз:

dx dy dz . .  . .

~P =  ~Q =  R  '

(4.1) тенгламалар системаси a(M ) майдоннинг вектор чи- 
зиклари оиласи дифференциал тенгламалари системасини ифо- 

далайди.

Шундай килиб, а(М ) майдоннинг вектор чизикларини то
пиш хакидаги масала (4.1) системадаги интеграл эгри чизи^- 

ларни топишга тенг кучли.

(4.1) тенгламалар а (М) майдонинг вектор чизицлари диф
ференциал тенгламалари дейилади.

М и с о л .  Майдоннинг вектор чизикларини топинг:

а(М) =  xi +  gj -f zk.

Е ч и ш .  Вектор чизикларнинг дифференциал тенгламалари 

бундай куринишга эга:

dx dy dz 

х у z

ёки
dx dy

У
X у

dx dz

X 2

Бу системани интеграллаб, хосил ь^иламиз:

In 1 у 1 =  In I X I -f- In Cj,

1п | z I =  In j x j +  In C2,
бундан:

У =  С 1.x, z =  C.2x,

бунда Cx, C2 — ихтиёрий доимийдир.

Координаталар бошндан чикаётган нурлар вектор чизик- 

лари булиши равшан. Бу чизикларнинг кононик тенгламалари 

бундай куринишга эга:

Л____

_  C l ~  с ,

У з-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Скаляр майдон деб нимага айтилади?
2. Сатх; сирти, сат^ чизири деб нимага айтилади?
3. Йуналиш буйича ^осила учун формулани келтириб чи^аринг.
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4. Скаляр майдон градиентининг таърифини координата шаклида яфода- 

ланг.
5. йуналиш буйича хоснла градиент оркали цандай ифодаланадп?
6. Граднентнинг инвариант таърифини айтннг.
7. Граднентнинг хоссаларини санаб утинг.
8. Вектор майдон деб нимага айтилади?
9. Вектор чизик деб нимага айтилади? Вектор найма деб нимага айтила

ди?
10. Вектор чнзикларнииг дифференциал тенгламаларинн келтирпб чица- 

рннг.
11. 3439— 3444, 3451— 3459, 4401-4404- масалаларни ечинг.

5-§. Сирт оркали утадиган вектор майдон 

окими. Унинг тезликлар майдонидаги физик маъноси

Фара з  килайлик, Oxtjz фазонинг V сохасида

а (М) — Р (х, у, 2) i -г Q(x, у , г) / + R (х, у, z) k

вектор майдон берилган булсин, бунда Р(х, у, z), Q(x, у, z), 
R(x, у , z )— шу сохада узлуксиз булган функниялар.

Бу сохада ориентирланган о сиртни оламиз, унинг хар бир 
нуктасида нормалнинг мусбат йуналиши

п0 =  cos a  i 4- cos (3 •/ +  cos у  ■ k

-бирлик вектор оркали аниклансин, бунда а , (3, у — нормал

/г0 нинг координаталар уклари билан ташкил килган бурчак- 

лари.

Т а ъ р и ф. а (М ) векторнинг о сирт оркали утувчи 77 оки
ми деб куйидаги иккинчи тур сирт интегралига айтилади:

П  =  j* J  Р(х, у, z) dy dz -i Q(x, у, z) dz dx +  R(x, y, z) dx dy . (5.1)

a

11-бобдаги (6.7) м у н о с а б а т п т  хисобга олиб, (5.1) формулани

П  =  \ f j Р(х, у, z) cos а  -f Q (х, у, z) cos (3 +  R(x, у , z) cos у jr/a

a

куринишда ёки яна да соддарок

П — I • n0do (5.2)
а

куринишда ёзиш мумкин, чупки Pcosa  + Q cos Р Rcosy =a-n0.

Бу ерда da ифода а сирт юзининг элемента. (5. 2) формула а век

торнинг П  окимини вектор ёзувида ифодалайди.
Вектор майдон окимининг физик маъносини аннклаймиз.

Ф араз  килайлик, а(М )  вектор окаётган суюкликнинг тезлик- 

лари майдонини а сирт оркали аникласин. Бу тезлик вектори 

хар бир М нуктада суюклик заррачаси  интилаётган йуналиш, 
вектор чизиклари эса суюкликнинг оцим чизшулари булади 

(93-шакл). а сирт оркали вакт бирлиги ичида оциб утадиган
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93- шакл. 94- шакл.

суюклик микдорини хисоблаймиз. Бунинг учун сиртда М нук- 
тани ва сиртнинг da элементини кайд ^иламиз.

Вакт бирлигида бу элемент оркали оциб утган суюклик

микдори асоси da ва ясовчисн а  булган цилиндрнинг хажми 
билан аникланади. Бу цилиндрнинг баландлиги унинг ясов-

чисини п0 нормал бирлик векторига проекциялаш йули билан 
Хосил килпнади. Шунинг учун цилиндрнинг хажми

катталпкка тенг булади. Ва^г бирлиги ичида бутун ст сирт бу
йича окиб утган суюкликнинг тулиь^ хажми ёки суюклик мик- 
дорп а буйича интеграллаш натижасида хосил булади:

Бу иатижани (5.2) формула билан тац^ослаб, бундай хулоса

чи^арамиз: сг сирт орцали утаётган а тезлик вектори П окими 
шу сирт оркали ваь^т бирлиги ичида сирт ориентацияланган 
йуналишда оциб утган суюцлик мнцдоридир. Векторлар о^ими- 
нинг физик маъноси ана шундан иборат. а сирт фазонинг би

рор сохасини чегараловчи ёпик сирт булган хол айницеа катта

кизнкиш уйготади. Бу холда /20 нормал векторини доим фазо- 

нинг ташци цисмига йуналтиришга шартлашиб оламиз (94- 

шакл). Нормал томоннга караб  харакат сиртнинг тегишли 

Жойида суюклик со сохадан оциб чи^ишини англатади, нормал- 

нинг карама-к;арши томоннга караб харакат эса суюцлик сирт

нинг тегишли жойида шу сохага оь^иб киришини англатади. о 
ёпик сирт буйича олинган интегралнинг узи эса

куринишда белгиланади ва со сиртдан окиб чиь^аётган суюклик 
билан унга оциб кираётган суюклик орасидаги фар^ни беради.

a-n0-da

О

С
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Бунда, агар П =  О булса, со сохага ундан канча суюклик окиб 
чикиб кетса, шунча суюклик оциб киради.

Агар 77>0 булса, у холда со сохадаи унга окиб кирадиган 
суюкликдан купрок сув окиб чикади.

Агар П  <  б булса, бу хрл курдум (сток)лар борлигини курсатади, 

яъни суюцлик окимдан узоклашадиган жойлар борлигини курсатади

(масалан, бурланади). Шундай килиб, | | a n0 do интеграл манбалар-
* о'

нинг ва курдумларпинг умумий кувватини беради.

6-§. Вектор майдоннинг ёпи^ сирт буйича 
оцимини хажм буйича олинган интеграл оркали 

ифодалаш хакидаги Остроградский теоремаси

ёп и ^  сирт буйича олинган сирт интеграли (вектор майдон 
окими) хамда шу сирт билан чегараланган фазовий соха бу

йича олинган уч каррали интеграл орасидаги борланишни аник- 

лаймиз.
Т е о р е м а .  Агар

а (М )=  Р (х, у, Q (х, у, z) j +  R(x , г/, z) k

вектор майдон проекциялари «  сохада узининг биринчи тар
тибли хусусий хосиласи билан бирга узлуксиз булса, у холда о

ётщ сирт оркали а вектор окимини шу сирт билан чегаралан
ган со хажм буйича уч каррали интегрални куйидаги формула 
буйича шакл алмаштириш мумкин:

Ц  Р(х, у , z)dy dz -j- Q(x, у, z) dz dx +  R(x, y, z)dxdy —

CO

бу ерда интеграллаш о сирт
нинг та ищи томони буйича 
амалга оширилади ( сиртга ут
казилган нормал фазонинг 
ташки кисмига йуналган).

(6.1) формула Остроград
ский формуласи дейилади.

И с б о т п. Ф араз  килай

лик. D с о х а — а сиртнинг (за 

со соханинг) Оху сиртдаги- 

проекпияси булсин, z =  z\(x,y) 
ва 2 =  2о (х, у) эса шу сирт
нинг пастки ва о2 юкр- 

ридаги кисмларинннг тенгла- 

маси булсин (95-шакл). Ушбу

дР

дх

dQ_

ди дг
j dx dy dz, (6 . 1)
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CCCdR . 4 ,
\ | | —  dx a у az

to

уч каррали интегрални сирт пнтегралига алмаштирамиз.

Бунииг учун уни икки каррали интегралга келтирамиз ва 
z буйича пнтеграллаймиз. Бундан:

г2(х.у)

1 1 — dxdy dz =  1 \ ( \ — dz j dxdy=  I l( R(x, y, z)
dz dz ' J , ) \

D г,(л:,y) D

г,(х,у) \
I dx ay =

Zi (x.y)

=■ \ \ R (x, y, z2 (x, y)) dx dy— \ j R(x, y, zx{x, y)) dx dy. (6.2)

' d  l D

D coxa хам o\ сиртнинг, хам о? сиртнинг Оху текисликдаги 
проекциясн булгани учун (6.2 ) формуладаги икки каррали ин- 

тсгралларни уларга тенг булган 11-бобдаги (6.6) сирт инте- 

граллари билан алмаштириш мумкин. Натижада куйидагини 
хосил киламиз:

\ \ \~ dx dy dz =  j | R (x, y, z)dxdy— j  j R(x, y, z)dxdy.

со o2 Oi

Иккинчи кушилувчида a t сиртнинг ташки томонини ички- 
сига алмаштирнб, куйидагини хосил циламиз:

1 j j Ik dx dy dz = | \%(x' tJ' ̂dx dŷ~ i j ̂ (-v« У* z"> dx dy =
to 0 2 О J

=  f  j R (x, y, z)dxdy, (6-3)
a

бу ерда cr ёпик сиртнинг ташки томони олинади.
Куйидаги формулалар хам худди шунга ухшаш .у)сил килинади:

( | J dx dy dz =  (j)(j) P(x, у, z) dy dz, (6.4)

to 1 a

j | | ~  dx dy dz =  Q (x, y, z) dx dz. (6.5)

со о

(6.3), (6.4), (6.5) тенгликларни хадма-^ад кушиб, Остро- 

градскийнинг (6.1) формуласига келамиз, шуни исботлаш та- 

лаб килингаи эди. Бу формула теореманинг шартини каноат- 

лантирувчи сохаларга булиш мумкин булган исталган со фазо- 

вий соха учун тугри булади. Бу формула ёрдамида ёпик сирт- 

лар буйича сирт пнтегралларини хисоблаш цулай булади. 

М и с о л .  Интегрални хисобланг:

-\ .у xdy dz — ydz dx 4- г dx dy,
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бунда ст куйидаги

л =  0, у  =  0, 2 =  0, X  +  У  4- 2 =  1 

текисликлар билан чегараланган 
пирамиданинг ташки томони 
(96-шакл).

1£ ч и ш. Остроградский фор- 

муласидан фойдаланиб, куйида
гини хосил киламиз:

| х dydz 4- у dz dx 4 - z dx dy =

о

=  | | j (1 +  1 4- 1) dx dy dz =

[ — X i—x—y

3 \ | f dx dy dz =  3 \ dx dy \ dz =  3 j  dx j  z
n - x - y

dy

l-x

=  3

3 \ dx \ (1 — x — u) dy =  3 j*(t/ —  xy— \ j0 dx =
о о о

1 dx = 3 j ( ( l  -xy— f̂ ~ ) d x

= —  f ( I - x f  dx = --- — i M ! !'
2 g 2 ^

7- §. Вектор майдон дивергенцияси

Oxyz фазонинг о  сохасида

а (М) =  Р(х, у , z)i +  Q (х, у, z)j-\-R (х, у, z)~k

вектор майдон берйлган булсин, унда Р(х, у, г), Q(x, у, г), R(x, у , z ) 

функциялар дифференциалланувчи функциялар.

Т а’ъриф . а (М) вектор майдоннинг дивергенцияси (узоклашув-

чиси) деб М нуктанинг скаляр майдонига айтилади, у d iv a (M ) ку

ринишда ёзилади ва
— Pi D  « О  Л О

(7.1)
,  • f  ч d P . d Q . d R  

div а (/VI) ----- {- —  -f —
дх ду dz

формула билан ани^ланади, бунда хусусий ^осилалар М нуцта- 

да хнсобланади.
Дивергенциядан фойдаланиб, Остроградскийнинг (6.1) ф о р 

мул асини вектор шаклида кбайта ёзиш мумкин:

ati0d<3= \ i С div a(M)do). (7.2)
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Уни бундай ифодалаш мумкин: ёпик сирт орцали утувчи (бу

сирт ташки п нормали иуналишида ориентирланган) а вектор 
майдон окнми шу сирт билан чегараланган хажм буйича ман
дой дивсргенциясидан олинган уч каррали интегралга тенг.

Дивергенииянн хисоблашда куйидаги хоссалардан фон да
ла ннлади:

1} div (а(М) — Ь (М)) —div и (.11) — div Ь(М);

2) div С-а(М) =  С div а (М), бунда С — узгармас сои;

3) div и (At)-а (.11) — и (М) div а(М) — а (.11) grad и(М),

бунда и (М) — скаляр майдонни аншутовчи функция.
1. ДиБергенциянинг инвариант таърифи. Дивергенцияии 

1.7.1) формула ёрдамида аниклаш координата укларинп таи

ла ш билан боглик. Остроградскийнинг (7.2) формуласидан 

фойдаланиб, дивергснциянинг координаталар укларинп танлаш 
билан боглик булмаган бошка таърифини бериш мумкин.

Бу формуланинг унг кисмнда уч каррали интеграл турибди. 

Урта киймат хакидаги маълум теоремага кура (10-боб, 2-§) бу 
интеграл V хажм билан интеграл ости функциясининг о) соха- 
нннг бирор Mi нуктасидаги киймати куиайтмасига тенг. Шу- 

нннг учун (7.2) Остроградский формуласини куйидагича ёзиш 

мумкин:

| i ando =  I' div a (Mx)
' 0

ёки

divdiM ,) = —  t I a tida.
' 1 a

Агар «  coxa .11 нуктага тортилса ёки V->0 булса, у холда М\ 
нукта М  га интилади. Натижада лимитга утиб, ^уйидагини хо
сил циламиз:

lim diva Ш , )  =  l im —  а п do
V-—*0 V J J  

a

ёки

I i a п da
■ П 

div а (М) — lim  —----- =  lim —  • n  3)
Г—О V V-*Q V 4

Энди дивергенииянинг координата укларини танлаш билан 

боглик; булмаган инвариант таърифини бериш мумкин.
Т а ъ р и ф. М нуцтада вектор майдоннинг дивергенцияси 

деб, М нуктани ураб олган ёпик сирт орцали утувчи майдон 
окимннинг Hi у сирт билан чегараланган кисмнинг V хажмнга 

нисбатиипнг бу хажм нуктага тортилгаидаги, яъни 17->0 даги 

лимитпга айтилади.
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2. Дивергенциянинг физик маъноси. (7.3) дивергенция ту- 

шунчасига физик талкин берамиз.
Ф ар а з  ^илайлик, о  сохада окаётгаи сую клики и иг тезликла-

ри майдони а (М ) берилган булсин. 5- § да а (М ) векторнинг
о ёпик сирт оркали ташки нормал йуналишндаги П  оцими шу 

сирт билан чегараланган вакт бирлиги ичида окдгб кирган ва 
оциб чиккан суюклик микдорлари орасидаги айирмани ифода- 

лаши аникланган эди.

Ушбу

<\ 1 a n da 
П  ‘ d 

Г “  V

нисбат хажм бирлигпга булинган суюклик микдоринн анкк- 
лайди, яъни манбанинг (/7 > 0 булганда) ёки курдум (Я < О  

булганда) уртача хажмий кувватини ифодалайди. Бу нисбат- 

нинг лимити

4 ■[ a n d a

j ™ ^ - _  =  div а(М )

(7.3) дивергенция булиб, у берилган нуцтадаги суюцлик сар- 
фннинг хажм бирлигига ннсбатини ифодалайди.

Агар div а (/И) >  0 булса, суюклик сарфя мусбат, яъни 
М  куктани ураб олган чексиз кичик сирт оркали ташки нормал йуиа- 
лишида суюклик окиб кирганидан купрок окиб чикиб кетади. Бунда 
М  нукта манба булади.

Агар div а (М) <  0 булса, у холда М нукта курдум булади. 

d iv a (M ) катталик манбанинг ёки курдумнинг кувватини ифодалайди.

Агар div а (М ) =  0 булса, у холда М нуктада на манба за на 
курдум булади. (7.2) вектор шаклида ёзилган Остроградский теоре

маси окаётгаи сукиушкнинг тезликлари майдонида ёпик сирт оркали 

оцузчи суюкликнинг окими хамма манбалар ва курдумлар к;увват- 

ларининг йигиндисига тенг булишини, яъни каралаётган сохада вакт 

бирлиги ичида пайдо буладиган суюклик микдорига тенг булишини 

ифодалайди.

5" з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сирт оркали утувчи вектор окими деб нимага айтилади?
2. Суюкликнинг тезликлари майдонида вектор ок;имининг физик маъноси 

кандай?
3. Остроградский теоремасини ифодаланг ва исботланг.
4. Вектор майдон дивергенциясига координата шаклида таъриф беринг.

5. Дивергенциянинг хоссаларини санаб утинг.
6. Дивергенциянинг физик маъноси кандай?
7. Дивергенцияга инвариант таъриф беринг.
8. Остроградский теоремасини вектор шаклида ифодаланг за унинг фи

зик маъносини курсатинг.
9. 3896—2900, 4405— 4408- масалаларни ечинг.
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8- §. Соленоидли найчасимон майдонлар. 

Соленоидли майдоннинг таърифи ва асосий хоссалари

7- § да истаган и вектор майдон div а ёрдамида скаляр майдонни 
вужудга келтириши аникланган эди.

Т а ъ р и ф .  а(М) вектор майдоннинг дивергенцияси со соханинг хар 
бир куктасида нолга тенг булса, яъни

diva (М) =  О

булса, бу вектор майдон шу сохада соленоидли (ёки найчаси
мон) майдон дейилади.

Шунинг учун соленоидли майдон учун Остроградский фор- 
муласига кура

(j)(j) a n0da =  0, (8.1)

‘ о"

формулани хосил киламиз, бунда a —  ёпиь; сирт булиб, о  со- 
хани чегараловчи ташки нормал йуналишида ориентирланган. 

Бу майдонда бирор ао юзчани оламиз ва унинг чегарасининг 
хар бир нуктасидан вектор чизиклар утказамиз (97-шакл). Бу 

чизиклар фазонинг вектор найча деб аталувчи (12-боб, 4-§)

кисмини чегаралайди. Агар а (М ) вектор о^аётган суюцлик- 

нинг тезликлари майдонини ташкил этса, у холда суюклик 
окиши давомида бундай найча буйлаб уни кесиб утмасдан ^а- 
ракатланади.

во юзча бирор ai кесим ва найчанинг а  ён сирти билан че- 
гараланган шундай найчанинг бирор цисмини куриб чикамиз.
(8.1) тенглик бундай ёпик; сирт учун куйидаги куринишни 
олади:

\ i а п0 da -f- j* fa n0do ~  \ fa n0do =  0, (8.2)
" a'(1 ’oi 1 o'

бу n0— ташки нормал буйича йуналган бирлик вектор.
Найчанинг ён сиртида нор-

маллар а вектор майдонига пер

пендикуляр булганн учун

а-п0 =  О

булади ва (8.2) тенглик даги учинчи 

кушилувчи нолга тенг:

\ \а п0 do =  0.
o ’

Шунинг учун (8.2) формула бундай

куринишни олади: 1 ' * 97-шакл.
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бундак

аНцею = — i \a-n0d(j

келиб чи^ади. а0 юзчадагг нормалнинг йуналишини таищидан ичкига 

алмаштириб,

I* \an0d о =  1 \anQd(т 
W  Vi

муносабатни хосил циламиз. Бу соленоидли майдонда вектор 

найчанинг хар бир кесимидан утказилган вектор чизиклар 

йуналишндаги векторлар окими бир хил булади, яъни манба-

скз ва цурдумсиз майдонда (чунки diva (Af) =  0) вектор найча
нинг хар бир кесимидан бир хил микдорда суюклик о^нб ута- 

ди. Соленоидли майдондаги вектор чизицлар хеч цаерда йуцол- 

майди ва янгиси иайдо .\ам булмайди.

9- §. Вектор майдондаги чизикли интеграл. Куч майдони бажаргаи 
иш. Вектор майдони циркуляцияси

Фараз килайлик, со сохада вектор майдон

а (М )=  Р (х , у , z) i +  Q{x, у, z) j +  R(x, у, z)k

вектор оркали ^осил ^илинган булсин. Бу сохада бирор L чи- 
ЗИЕ\НИ оламиз ва унда маълум йуналишни танлаймиз.

Т а ъ р и ф .  Йуналган L чизик; буйича олинган ушбу

\ Р (х, у , z) dx Ч- Q (х, у, z)dy-\rR (х, у , z)dz

L

иккинчи тур эгри чизикли интеграл ёки век гор шаклидаги

L

интеграл а (М) векторнииг L чизик; буйича олинган чизикли интег
рали дейилади (98- шакл).

—

Агар а (/И) вектор куч майдони з^осил ^илса, а векторнинг L чи- 
зщ  буйича чизикли интеграли маълум йуналишда L чизш\ буйнча 

бажариладиган ишга тенг булади.

Т а ъ р и ф .  ё п и к ; L контур бу

йича чизикли интеграл вектор 

циркуляцияси дейилади ва Ц  би
лан белгиланади, яъни

Ц = (\а dr =  j)P(x, у, z) dx -f

L

+  Q (x, y, z )dy Jr R (x, y, z) dz.
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10- §. Стокс теоремаси

11-бобдаги сирт интеграллари учун (4.1) Грин формула- 
сига ухшаш формула уринли булиб, интегрални а сирт буйича 
хисоблаш масаласини бу сиртни чегараловчи L контур буйича 
иккинчи тур эгри чизикли интегрални хисоблашга келтиришга 
нмкои беради.

Т е о р е м а .  Агар Р(х, у, z), Q (х, у, z), R (х, у, г) функция- 
лар узларининг биринчи тартибли хусусий цосилалари билан
бирга о сохада узлуксиз булса, у холда куйидаги формула урин
ли булади:

бу ерда cos a, cos|5, cos 7 — бмрлик вектор п0 нормалининг а сиртга 
йуналтирувчи косинуслари, L — бу сиртнинг чегараси.

(10.1) формула Стокс формуласи дейилади (99-шакл). Бу 
формулада L контур буйича интеграллаш йуналиши а сирт
нинг танланган томони билан куйидаги цоида буйича мослаш- 

тирилади: п0 нормалнинг охиридан контурни айланиб утиш со- 
ат милига карши йуналишда кузатилади (айланиб утишнинг 
бундай йуналиши 11-бобдаги в-§ да мусбат йуналиш деб атал- 
ган ).

И с б о т и .  о сирт хамма координата текисликларига бир 
кийматли ироекциялансин. Бу сиртнинг тенгламаси

бу ерда z(x, у) функция D } сохада дифференциалланувчи функ
ция булиб, у б сиртнинг Оху те-

Р (х, у , 2) dx -г Q (х, у, z) dy +  R(x, у , z) dz

о

(10.1)

кисликдаги проекцияси булади.
D 1 соханинг чегарасини L\ би

лан белгилаймиз, шу билан бирга 
L] контур L нинг Оху текислик- 

даги проекцияси булади.

а сиртнинг кжори томонини 

танлаб оламиз, бунга мос холда 

ундаги ориентацияни хам танлаб 

оламиз.

Ушбу

j  Р (х, у, z)dx L

L

эгри чизикли интегрални аввал S9- шакл.
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L{ контур буйича, кейнн эса Грин формуласидан фойдаланиб 
D [ соха буйича каррали интегралга алмаштирамиз ва ни^оят,
о сирт буйича сирт интегралига алмаштирамиз.

Чегара а сиртга тегишли булгани учун L контур нук;тала- 

рининг координаталари z — z(x, у) тенгламани каноатлантира

ди ва бинобарин, Р (х, у, z) функциянинг L даги кийматлари 
Р (х, у, z (х, у ))  функциянинг L 1 даги мос ^ийматларига тенг. 

L ва Li мос булинишларнннг Ох у^идаги проекциялари мос 

тушади, демак, L ва Li контур буйича иккинчи тур эгри чи

зикли интеграллар учун интеграл йигиндилар хам мос туша

ди. Шунинг учун

§ Р (х, у, z) dx =  1 Р  (.V, у, z (х, у)) dx.
L L-1

Бунинг унг цисмига 11-бобдаги (4.1) Грин формуласини 

ва мураккаб функциянн дифференциаллаш цоидасини ^ул- 
лаб,

f  Р  (.V, у, z) dx =  —  | | 
t t.
Di

ни топамиз. dx dy ни dx dy =  cos у da  формула буйича d а сиртнинг 
элемента оркали алмаштириб, D l соха буйича каррали интеграл ни 
сирт буйича интегралга келтирамиз:

§Р (х , у, 2)Л с =  —  J J  [~Р- +  ~  ’ ~oij) с05 V d а- (Ю.2)

О

Маълумки (7-боб, 9-§),

дг ~Г , дг ~Т 
-- I ---- / —  k
дх ду

вектор 2 =  2 (х, у) сиртга перпендикуляр, ва бинобарин, п0 нормал- 

нинг бирлик векторига коллинеар:

п0 =  cos сс • i -j- cos {5 • / +  cos у • k.

Шунинг учун бу векторларнинг коллинеарлик шарти бажарилиши ке

рак:
cos а  __ cos 3 __ cos у

дг дг —  L

дх ду

Демак,
дг q

—  COS Y =  —  cos p.
ay

Бу муносабатдан фойдаланиб, (10.2) ифоданн бундай куринишда 

кбайта ёзамиз:

Ф  Р (х, у , 2) dx =  cos р — cos Y ) d а. (10.3)

L V
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Куйидаги формулалар шунга ухшаш ^осил филина ди:

Q(x, У, z)dy =  П  (—  cos у — —  cos a ) dor, (10.4)
J J  V дх дг J
а

fj) R (х, у , z)dz =  I'j | 4 ^- cos а — ~~ cos do. (10.5)

(10.3), (10.4), (10.5) формулаларни 1̂ушиб, Стокс формуласига

келамиз:

7 dR _

\ ду

do. ( 10.6)

\ Р (х, у , z) dx ~  Q (х, у , z) dy +  R (х, у , z) dz == j* j*

L V

dQ \ , ; дР дР\ 0 . / д<3 дР \
---—  cosa ~  —----- г— cos р +  — ----— - cos у

дг ) \ дг дх ) \ дх ду

Уни куйидаги куринишда кайта ёзиш мумкин:

(j) р  (X, у , г) dx +  Q (х, у, z)dy — R (х, у , г) dz =  J J [ ~  —

L а

—  • I dy dz -  I —  — — 'l f/z dx + I — —  ) dx dy. (10.7)
дг I  “ дг дх / \ дх дг/ j  *

Хусусаи, агар a соха L контур билан чегараланган Оху те

кисликнинг сохаси булса, у холда dzdx ва dydz буйича интег- 
галлап нолга айланади ва Стокс формуласи (11-бобдаги)

(4.1) Грин формуласига утади.

Стокс формуласи эгри чизикли интегралларни ёпи^ контур 
буйича сирт интеграллари ёрдамида ^исоблашга нмкон беради. 

М и с о л. Ушбу

а — ху i — yz j +  xz k

вектор майдоннинг 2х— 3y + 4z— 12 =  0 текисликнинг координа
та текислнклари билан кесишиш чизиги буйича Ц циркуляция- 
сини хисобланг.

Е ч и ш .  о  текисликнинг юкори томонини шунингдек, шу 

томонга мос келган АВСА  берк контурни айланиб чикиш йуна- 

лишини караб чикамиз (100-ш акл). Ушбуга эга буламиз:

р  =  ху, Q =  yz, R  =  xz,

хусусий хосилаларни топамиз:

Ру =  А', Рг = 0 ,  Q' =  0, Qz = у ,  Rx =  z, R'y =  0.

Бу ифодаларни (10.7) Стокс формуласига куямиз:

Ц =  rj; ху dx -f yz dy -f- xz dz =  —  ( j* ydy dz +  zdx dz +  xdx dy.

L a

a сирт буйича олинган интегрални бу сиртнинг координата те-
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101- шакл.

кисликларидаги проекциялари булган каррали интеграллар бн
лан ифодалаймиз:

3 о 
02 l

2
^2

AbCO

3

0 42—12 4z—Ii

i n / 4  г __ 1 2  .2 ] ] r>
‘ dz =  —  . ^-42 (2 — 3)2dz =

8 (2 - 3 )
=  — -+Г • 27 =  — 8 (lO i-шакл).

6-*

zdxdz-= — \ \ г dx dz =  — \ dx \ z dz =

G 6—x 
Г ?2

SABO

dx

_  1 j (6~ A)2 r w -  1 <6 " *)3 |c _ax
63

10

6 0

8 • 3

6 0

=  —  9 (102- шакл).

| J xdxdy =  | | a' dx dy =  | dx \ xdy =  j' xy |2x_ i2 dx

уа со 2x —12
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о

•JA' (2-v- --- dx =  — 1  Г (2л-2 — 12*)dx= — -  (-  Xs — 6 X2) Г
з 3 J 3 \3 ! |0

G

-  — A(4-36 — 36-6j =  1 .  36 ■ 2 =  24 (103-шакл).

Ul\ ■ндай килиб,

Ц =  — (—- 8 — 9 -f- 24) =  — 7.

l l- § . Вектор майдон уюрмаси

Ф араз  цилайлик, Oxyz фазонинг 0 сохасида куйидаги век
тор майдон берилган булсин:

а(М) = Р (х , у, z)i +  Q(x, у, z)j ~ R (x , у, z)k.

Т а ъ р и ф .  а (/И) вектор майдоннинг уюрмаси (ёки ротори) деб 

М  нуктанинг [rot а (М) билан белгиланадиган ва

/ \л\ I dR dQ\~T , ( дР dR\~T , i  dQ дР\~Т , ,  , , ч 
rot а (М) =  —------------------- - / +  — -- —  k (11.1)

\ dy az ' \ az ox j \ dx dy j

формула билан анпкланадиган вектор майдонига айтилади, 
бунда хусусий хосилаларни М (х, у, z) нуктада топамиз. 

М и с о л .  Ушбу

а (/VI) =  22 i -f х~ / -f- у1 k

вектор майдоннинг уюрмасини топинг.
Ечиш.  Р  =  22, Q =  х~, R  =  у1 га эгамиз. Хусусий хосилаларни

топамиз:

— —  =  2 у, — ----—  — 2 г, =
ду az az дх дх ду

Демак,

rota =  2 y i -\-2zj-r2xk.

Уюрма тушунчасидан фойдаланиб, (10.7) Стокс формуласини 
вектор шаклида канта ёзиш мумкин:

j  a d r =  \ f п rota d a  (И-2) 
L 1 o'

ва бундай ифодалаш мумкин: а векторнинг о  сиртни чегараловчи L
контурни айланиб чицишинг мусбат йуналиши буйича циркуляцияси

rot а векторнинг шу сирт оркали утадиган о^имига тенг.

Уюрманинг таърифидан фойдаланиб, куйидаги хоссаларнинг тугри 

эканига ишонч хосил килиш мумкин:

1) rot (a Ь) =  rot a +  rot b ;

2) rot (С a ) =  С rot a , бунда С — узгармас скаляр.

171



104- шакл.

булсин. (11.2) Стокс формуласини

Ф

3) rot (a a ) =  arota~r(grad и)х а, бунда 
и =  и(М) скаляр майдонни аникловчл 
функция.

1. Уюрманинг инвариант таърифи,

Уюрманинг юкорида берйлган таъ- 

рифи коордннаталар системасинн тан- 

. 1 a in г а боглик. Энди уюрмали майдон- 

га инвариант таъриф берамиз:

Фараз килайлик, п — ихтиёрий белги- 

ланган бирлик вектор ва D эса М  нук

та ни уз ичига олган L чегарали ясси

шакл булиб, у п векюрга перпендикуляр

р ad  г =  \ \ votnado
‘D

куринишда ёзамиз, чунки п • rota =  rotna (104-шакл). 

Урта киймат хакидаги теоремага мувофик:

J) a d г =  S rotn а (М х),

бундан rotn а (Мг) =  —  (j) a d г , бу ерда S юз — D  соханинг юзи,

L
М х — бу сохадаги бирор нукта.

Охирги тенгликда D  сохари М  нуктага тортиб (ёки 5  -> 0 да), 

лимитга утамиз, бунда М х нукта М  нуктага интилади:

lim rot а (/V/ J  =  lim —  4) ad г
6->o 5 j

еки

rot a (M) =  lim —  t) a dr
5_, о 5  T

lim  —
,s->o 5

Т а ъ р и ф .  Вектор майдон уюрмаси деб, шундай векторга 

айтиладики, унинг бирор йуналишга булган проекцияси шу 

йуналишга перпендикуляр булган D ясси юзнинг L контур бу

йича вектор майдон циркуляциясининг S юзнинг катталигига 
нисбатига тенг, бунда юзнинг улчамлари нолга интилади 

(S-М)), юзнинг узи эса нуцтага тортилади.
2. Уюрманинг физик маъноси. Вектор майдон уюрмаси тушун- 

часининг физик талциншш берамиз. Кат тик; жисмнинг кузгалмас нук,- 
та атрофидаги ^аракатини караб чикамиз. Кинематикада тезликлар

майдони v исталган моментда



формула билан аникланади, бунда со

опий бурчак тезлик, г —  жисмнинг их- 
тиёрий М  нуктасининг радиус- вектори 
(105- шакл).

Агар

г =  х i — у / — z k, 

со — сох i -р 0)^ / -4- со , к

экаюГмаълум булса, у >:олда куйида

гига зга буламиз:

v =  0) X  г

i j к J

=  =  ' С0/  “  Ь,гУ) 1 Л- К *  —  “ / )  / -Г К (/  —  (дух) k.
\х У z |

Энди rot v векторнинг проекнияларини топамиз: 

д

~ду
гфДгойГ) =  j -  (аху -  о у )  -  ~  (<лгх -  mxz) =  юх + а х =  2 <ах.

дг

пру (rot и ) =  j-  (юуг — с0гу) —  (аху — со^х) =  соу +  %  =  2

пр, (rot и ) =  —  (со х — оз г )---- (со г — со у) =  оз 4- со =  2 со
г) ,v ду у

Шундай килиб,

rot и = 2  оз̂  i 4- 2 со / 4- 2 со2 /з =  2 со 

эканини хосил килдик.

Демак, v тезлик майдони уюрмаси катти к жисм айланишининг 
оний бурчак тезлиги векторига коллинеар вектордир:

rot v — 2 со .

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кандай майдон соленоидли майдон дейилади?
2. Соленоидли майдоннинг хоссасини ифодаланг.
3. Чизикли интеграл деб нимага айтилади?
4. Векторнинг циркуляцияси деб нимага айтилади?
5. Стокс теоремаеини ифодаланг ва исботланг.
6. Вектор майдон уюрмасини координата шаклида таърифланг.
7. Вектор майдон уюрмасининг таърифини айтинг.
8. Стокс теоремаеини вектор шаклида ифодаланг.
9. Вектор майдон уюрмасининг физик маъноси ^андай?

10. 3894— 3895, 4450— 4465- масалаларнн ечинг.
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12- §. Чизикли интегралнинг интеграллаш 
йулига боглик булмаслиги шартлари

Фара з  килайлик, куйидаги вектор майдон берйлган булсин:

а =  Р (х, у, z) i — Q (х, у, z) j -f R (х, у, z) k .

Бундан кейин Р, Q, R функциялар узларининг биринчи тартиб
ли хусусий хосилалари билан бирга ёки Oxtjz фазонинг хам- 
масида, ёки фазонинг бирор оз сохасида узлукснз булади деб 

ф араз киламиз.
Ф араз  килайлик Л ва В нукталар со соханинг иккита их- 

тиёрий нуктаси булсин. со сохада ётувчи ва Л хамда В нукта- 
ларни туташтирувчи турли эгри чизикларни караб чикамиз 

( 106-шакл). Агар

i Р (х, у, г) dx 4- 0 (х, у , z) dy — R (х, у, z) dz

чизикли интеграл бу йулларнннг ихтиёринси буйича айни бир 
хил кийматлар кабул килса, у интеграллаш йулига боглик бул- 

майди дейилади.
Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглик булмас- 

лик шартлари куйидаги теоремалар билан берилади.

1- т е о р е м а ,  сУшбу

в

106-шакл. 107-шакл.

\Р(х, у, z) dx — Q (х, у, z)dy + R(x , у, z)dz
L

чизикли интеграл бирор со сохада интеграллаш йулига борлиц 
булмаслиги учун бу со\ада ётган истаган ёпик контур буйича 
олинган интеграл нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и. Е т а р л и л и г и. Фар а з  килайлик, о) сохада ётув

чи истаган L ёпик контур учун

§  Р (х, у, z) dx ~  Q (х, у, z) dy ~  R (х, у, z) dz =  О
L
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булсин. Чизикли шпсгралнинг интеграллаш йулига боглик 
эмаслигини курсатамиз.

Хакикатан, А ва В нукталар «  сох а га тегишли булган ну 14- 
тал а р булсин. Бу нуь^таларни to сохада ётувчи иккита турли 
А тВ  ва АпВ эгри чизиклар билан туташтирамиз (107-шакл).  

куйидагича булишини курсатамиз:

' Р  (х, у, z) dx -г Q (х, у, z) dy -Ь R (х, у, z) dz — f Р (х, у, z) dx 4 -
А":3 АпВ

-f Q(x, у, z)dy-\-R(x, у, z) dz.

АпВ ва АтВ  ёйлар АтВпА ёпик; кошурни хосил к;илади. Эгри чи
зикли интегралларнинг хоссаларини хисобга олиб, ушбуни хосил ^и- 

ламиз:

ф Р (х, у, z) dx -г Q (х, у , г) dy — R (X, у , г) dz =  \ Р{ х, у, г) dx -f-
А'тВг.А А тВ

4- Q (X, у, z)dy -Т R (х, у , 2) dz-T f Р (х, у , 2) dx +  Q (х, у, z) dy -f

ВпА

— R (х, г/, 2) d2 =  \ Р (х, у, 2) dx -f Q (х, у, 2) dy -f Я  (X у, z) dz —

Am В

— J  P (x, y, z) dx i- Q (x, y, z)dy-{-R (x, y, 2) dz,
An В

чунки

f P (x, г/, z)dx +  Q (x, y, 2) dt/ - f  #  (x, y, 2) d2 =

= — 1 Я(х, у, 2) dx — Q (x, ty, z)dy +  R{xt у, z)dz.
АпВ

Бирок

(f Я  (x, г/, 2) dx -f Q (*, У, z) dy -r R (x, y, z)dz =  0
ЛшВпЛ

интеграл ёпиь̂  контур буйича олинган интегралдир. Демак,

л ^

1 Р(х, у, 2) d x -f  Q (*, г/, 2) dr/ + /? ( х ,  г/, z)dz— \ Р(х, у, z)dx-r

АшВ АпВ

-Г Q (х, у, z)dy + R (х, у, 2) d2 =  0.

Бун дан

J Р (х, у, z) dx -f  Q (*, 1/, 2) dy - f  Я ( a-, //, г) d2 =

=  J P (x, y, 2) dx — Q (x, //, z)dy ~  R (x, //, 2)d2 
лТГз

эканини хосил ^иламиз.



Шундай цилиб, чизикли интег
рал интеграллаш йулига боглик 
булмаслигини исботладик.

3 а р у р л и г и. Ф араз  цилайлик
со сохада

j Р(х, у , z) dx — Q (х, у , z)dy-\-

~ R{x , у , z)dz

чизикли интеграл интеграллаш йу- 
108-шакл. лига богли^ булмасин.

Ш у сохада ётувчи истаган ёпик 

контур буйича олинган интеграл нолга тенг булишини курса- 
тамиз.

Хакикатан оз сохада ётувчи ихтиёрий ёпик контурни караб 
чикамиз ва унда иккита ихтиёрий А ва В нуктани оламиз (108- 

шакл). У  холда

j ; р  (X, у , z) dx +  Q (х, у, z)dy -г R (х, у, z) dz =  j  Р  (х, у , z) dx+
АтВпА  ̂ А-~в

-Г Q (х, у , z) dy +  R (х, у, z) dz -f J P (x, y, z) dx +

Bn A

+  Q (*, У, z)dy A-R (x, y, z) dz — j P (x, y, z) dx +  Q (x, y, z) dy -f

ATnB

4-R(x, у, z) dz —  j  P (x, y, z) dx -f Q (x, y, z)dy +

AnB

-f R (x, y, z) dz =  0,
чунки шартга кура

J  P {x, y, z) dx +  Q (x, y, z)dy + R (x, y, z) dz =

Am В

=  j  P (x, y, z) dx -r Q (x, y, z )dy Jr R (x, y, z) dz.

AnB

Шундай ^илиб, истаган ёшщ контур буйича олинган интеграл 

нолга тенг. Теорема исботланди.
куйидаги теорема амалда кулланиш учун цулай булган 

шартларни беради, бу шартлар бажарилганда чизикли интег

рал интеграллаш йулига боглик; булмайди.

Теоремани ифодалашдан олдин фазода бир богламли со^а 

тушунчасини киритамиз.
Т а ъ р и ф  Агар со сохада ётувчи ихтиёрий L ёпик; контур 

учун шу сохада ётувчи а сирт мавжуд булиб, унинг учун L 
контур чегара булса, фазонинг со сохаси бир борламли сох1а 
дейилади. Бу холда L контурга со сохага тула тегишли булган 

а  сиртни тортиш мумкин дейилади. Масалан, куб, шар, бутун 

ф азо  бир богламли со.^а булади. Торнинг («тешкулча») ичи 

бир богламли булмаган соха хнсобланди.
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2- т е о р е м а: а — Р(х, у , z) i -f Q (x, у, z) j  — R  (x, y, z) k век- 
тор- функциянинг

\P(x, у, z )dx Jr Q{x, у, z)dy-r R(x, y, z)dz (12.1)

чизикли интеграла вир богламли со сохада интеграллаш йулига 
боглик булмаслиги учун бу соханинг хамма жойида

rot а =  0 ( 12.2)

булиши зарур ва етарлидир.
Етарлнлигинн исботлаш билан чегараланамиз.
И с б о т и. Е т а р л и л и г и.

Фараз килайлик, со сохада rot а = 0  булсин. 

со сохада ётувчи псталган L ёпик контур буйича олинган 
ушбу чизикли интеграл нолга тенг булсин:

Ф  Р (х, у, z) clx +  Q (х, у, z) dy -f R (х, у , z) dz =  0.

со сохада L контур билан чегараланган сг сиртни караймиз 

(соханинг бир богламлилиги сабабли бундай соха доим топи- 
лади). Стокс формуласига кура

Ф ad  г =  \ \ ti rot a d о 
L о

со сохада, жумладан, о  сирт да ro ta =  0 тенглик уринли була
ди. Шунинг учун

j* ( п rota do  =  0,
о

ф  a dr = 0
L

Ф  Р(х, у, z) dx +  Q (х, у , z )dy Jr R (х, у, z)dz =  0 .

демак,

еки

Шундай цилиб, ю сохада исталган L ёпиц контур буйича олин

ган чизикли интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан чизикли 

интеграл интеграллаш йулига боглн^ эмаслигини хулоса ки
ламиз,

, ( dR  0Q \ Т  . (  дР 0R \ -г . (  dQ дР \ ~Г 
rot а =  —----- г1- t +  —  ----- / +  / — ---------1 k

\ ду дг ) \ дг д х ; \ дх ду )

булгани учун 2- теоремани куйидагича ифодалаш мумкин: ушбу 

\ Р (х, у, z) dx + Q (х, у , z) dy -f- R (x, у , z) dz
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чизикли интеграл бир богламли сохада интеграллаш йулига 
боглик булмаслиги учун шу соханинг хар бир нуктасида

d R __dQ д Р ____dR dQ ____ дР ,, „ „ч

ду ’ ~дг ~  дх ’ дх ду

муносабат бажарилиши зарур ва етарлидир.

1-мисол .  Ушбу

\ (2 ху -г Z-) dx ~г (х2 -г z) dy -f- (у +  2 xz) dz
L

чизикли интеграл интеграллаш йулига борлиц булиш-булмас- 

лигини текширинг.
Е ч и ш .  2-теореманинг (12.2) ёки (12.3) шартларини тек- 

ширамиз. Бундан куйидагига эга буламиз:

Р — 2 ху -b z-, Q =  х2 +  г, R =  у -г 2 xz.

Бундан

— = 2л', - ^ - = 2 х ,  —  = 2г,
ду дх дх

дР __ 9 2 _dQ_ _  | _<5Р  _  j

дг ' дг ’ дг/

Бинобарин

dff _  сЮ _  j _  д Р  _  9 ^ dQ _  дР __ 2  д. )

ду дг ’ дг дх ' дх ду

бундан

rot а =  0.

Шунинг учун берилган чизикли интеграл интеграллаш йулига 
борлиц булмайди.

2-м и с о л. Ушбу

1 ydx — xdy -f zdz
L

чизикли интеграл интеграллаш йулига борли^ булиши ёки бул- 

маслигини текширинг.
Е ч и ш .  ( 12.2) ёки (12.3) шартларни текширамиз. Р =  у,

Q =  — х, R =  z га эгамиз. Бундан:

дР __  . _dQ_ _  _ _  * _ЗР п 

ш/ с/х d.v

—  =  0, —  =  0, —  =  0.
дг дг ди

Бинобарин,

dR __ дО _  q  дР __ d R __q  дР dQ

dv дг ’ дг дх ’ ду дх

бундан ушбута эга буламиз: 
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rot a =  ( — ----—  j & =  — 2 /г =?= 0.
t?.v dy

Шунинг учун берйлган чизикли интеграл интеграллаш йулига 

боглиц булади.

13-§. Потенциал майдон. Потей с нал лик шартлари

Т а ъ р и ф .  Агар

а (Л1)==Р(х ,  и, г) i — Q (х,  У,  z) / -г Я (л*, //, z) к

вектор майдоннинг уюрмаси со соханинг хамма иукталарида 

нолга тенг булса, бу майдон шу сохада поi снииа.г (ёки гради- 
диентли, ёки уюрмаспз) майдон дейилади.

Потенциал майдоннинг таърифига па майдоннинг хар бир 

нуктаси учун

—  OR дО —  <>р  0 Р  
rot а - - i  ---- — I L — I---------; У - -

Oij 05 • •)' (!.■:

г -"О (13.1)
дх ду '

булади, яъни куйидаги айннятлар уринли булади:

OR _  дР_ __ oQ_ _  дР_

ду дг ог ох дх ду

Шунинг учун (13.2) айниятларнинг бажарилиши вектор 
майдоннинг нотенциаллиги шарти булади.

Ш у айннятлар (12.1) чизикли интегралнинг L ёпик; контур 
буйича нолга айланишн учун зарур ва етарлидир, шунингдек, 

унинг интеграллаш йулига боглик булмаслигинииг зарурий ва 
етарли шартидир.

Т а ъ р и ф .  Градиенти а (х, у, z) скаляр майдонни вужудга 
келтирувчи и(х, у, z) скаляр функция шу вектор майдоннинг 

потенциал функцияси (ёки потенций ли) дейилади.
Шундай килиб, потенциал майдон

, ди ~t~ . Ои , ди 
grad и =  —  i - f  —  / -г —  k =  a

дх ду дг

муносабат билан ифодаланади, бунда

а Р (х, у, z) i +  Q (х, у , z) j ~ R (x , у , z) k

булиб, шу билан бирга rota = 0  ёки rot grad и =  0 .

М и с ол.  Ушбу

а =  (х2 — 2 yz) ■ i -r(y2 — 2xz)- j + {z- — 2xy)k 

майдон потенциал майдон булиши ёки булмаслигини текширинг.

179



=  — 2 z, 

=  - 2  у,

—  =  —  2 z,
дх

dR

дх

dR

=  - 2 y ,

Ечиш.  P -- x2 — 2 yz, Q =  y- — 2 xz, R =  z- —  2 ху булгани учун 
бу ердан хусусий хосилаларни топамиз: 

дР 

ду

дР ^  дО

dz dz

Куйидагилар равшан,

dR

дх

яъни (13.2) шарт бажарилади, шунинг учун берилган майдон потен

циал майдондир.

dR  __ dQ _  ^  дР

ди дг дг

=  —  2.v, —  =  —  2х. 
ду

2 z,

14-§. Потенциал майдон холида чизикли 

интегрални ^исоблаш

Агар о  фазовий соха бир богламли булса, у холда потен

циал майдондаги чизикли интеграл интеграллаш йулига бог- 
лиц булмасдан, балки шу йулнипг бошлангич /1 хамда охирги 

£  нукталарининг координаталарпга боглиц булади ва w (х, 
у, z) функциянинг шу нукталардаги орттирмасига тенг булади, 

яъни

[ Р(х, у , z) dx -f Q (х, у, z) dy -f R (x, y, z) dz =
A В

и (Xg, уg, z^) и(Хд, y^, za), (14.1)

бу ерда АВ йул — А (хА, уА, zA) нукта да и В (хв, у в, zB) пуктагача 

ихтиёрий интеграллаш йули. Одатда бунлай йул тарзида ACDB си
ниц чизик олинади, унинг AC, CD ва DB  бугинлари координаталар 

укига параллел (109-шакл). Бу холда потенциални хисоблаш форму

ласи куйидаги куринишга эга булади: 

в

и (л, у, z ) =\ Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z )d y Jr R(x , у, z)dz =
А

л У

=  j Р(х, yQ, z0) dxJr <\jQ(x, у, z0)dy-r
У,

109- шакл.

-\ R(x, у, z) dz, (14.2)
Zt)

бунда

А (а0> Uо> )> Уо, z0),

D  (х, у, zn), В (х, у, z),

АС =  (х — А'0) i , CD =  (у —  y0) j,

DB =  (z —  z0) к .
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Агар потенциал майдон куч майдони булса , у х олда  бундай  
м айдонда  нуцтани кучири ш да б а ж а р и л г а н  иш майдоннинг бир 
А  нуц тасидан  иккинчи В нуцтасига  кучириш  йулига  боглик 
б улм ай дн  ва (14.1) ф орм ула  буйича ^и соблани ш и мумкин.

П отенци ал  вектор м ай дон да  бир бо гл ам л и  сохада  ётган хар  
к а н д а й  L ёш щ  эгри чизи^ буйича ци р ку л яц и я  нолга тенг. Куч 
майдони учун бу майдон кучларини нг  хар  ^ а н д а й  L ёпик эгри 
чизиц буйича б а ж а р г а н  иши нолга  тенг булади.

М и с о л. Ушбу

а =  (а'2 — 2 у  z) i - -  (у2 — 2 xz) j  — (z2 — 2 ху) k

майдоннинг потенциалпнп топинг.
Е ч и  ш. Б у  векторнинг майдони потенциал  эканин и  курсат- 

ган  эдпк  (1 3 -§  д аги  м и со л д а) .
и ( х, у, z )  потенциални (14.2) ф о рм ула  буйича топамиз:

х у  Z

и (х, у,  г) =  j  (А'2 — 2 y 0z0) dx  - f  \ (у2 — 2 xz0) dy  +  j  (z2 —  2 xy) dz  =
Xq Уо *0

- X s — 2 y 0z0x)
x0

г  ( -  t f  — 2 xz0y
3

У +  ( — z3 — 2 x y z ) Г =  
у.  \  3 1 k

=  -  X3 +  -  У3 +  — Z3 j — 2 y 0z0 X — 2 xz0y  — 2 xyz  — — x\  - f
\  о  о  о  О

"Г 2 y 0z0x0 — -  y l  +  2 xz0y 0 — 1  zl  -j- 2 a'//z0 =  - i  (*3 +  Г
о  О О

- f  z3) — 2 xyz

У з-у  з и и и т е к ш  ii p и hi у ч у н  с а в о л л а р

1. Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига богли^ булмаслиги нимани  
билдиради?

2. Чизицли интегралнинг интеграллаш йулига боглик; булмаслиги унинг  
исталган контур буйича нолга тенглигига эквивалент эканини курсатинг.

3. Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглиц булмаслигннинг за-  
рурий ва етарли шарти ^ацидаги теоремани иф одаланг ва исботланг.

4. К андай  майдон потенциал майдон дейилади?
5. М ай дон  иотенциаллигининг шартлари кандай?
6. Потенциал д еб  нимага айтилади? У кандай хиеобланади?
7. 4 4 3 0 — 4437- масалаларни ечинг.

15-§. Гамильтон оператори 
(Н абла оператори)

Вектор анализнинг grad, div, rot дифференциал амалларшш сим
волик у  вектор ёрдамида (Набла-вектор — Гамильтон оператори) 
ифодала 111 кулайдир:

д  ~Т , д ~т . д  т*~
V — ~— 1 л— г-  / л— — к .

их ди oz
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Бу векторни у ёки бу (скаляр ёки вектор) катталикка цулланиш- 
ни бундай тушунмок керак: вектор алгебра коидаларига кура бу век
торни берйлган катталикка купайтириш амалини бажариш лозим, 

д д д ^ 
сунгра — , — , —  символларнинг бу катталикка купаитиришни

дх ду дг
тегишли хосилани топиш сифатида караш керак.

Бу вектор билан амаллар бажариш коидаларини к^араб чикамиз:
1. у  набла векторнинг и(М)  скаляр функцияга купайтмаси шу 

функциянинг градиентини беради:

\ и
д "?

—  I
дх

, ди ~1
ди

] - д- к
дг

ди
дх

он , j—  k =  grad и.
dz

Шундай либ, v  и — grad и.
2 . V набла-векторнинг

а ( И) = Р ( х ,  у , г) i ~т Q (х, у ,  z ) j  - г  R(x,  у , z ) k

вектор функция билан скаляр купайтмаси шу функциянинг диверген- 
циясини беради:

д
I

дидх

Г Q (X, У, 2) /
дР_
дх аи

/' т -  —  к ) • (Р(х, У, z ) i  -Ь02

R (х, у,  z) k) =

dQ , dR
—  4------=  d iva .

Шундай ^илиб, v  • а — div a .
3. у  набла- векторнинг

а (М )  =  Р(х,  у , 2) i - \ -Q {x , у,  z) j  + R ( x ,  у,  z )k

вектор функцияга вектор купайтмаси шу функциянинг уюрмасини 
беради:

V X а

ч - 1  —
V dz

[ j  k
д д d

дх dy  dz
Р  Q R

M ) J + ) d Q  
dx 1 ’ dx

dR

dy
dQ 
dz J

i

dP \ ~T
—  \k  =  rot a .
dy

Шундай килиб, v  X a  =  rot a.

Градиент, дивергенция, уюрмани олиш амаллари биринчи 
тартибли дифференциал вектор амаллардир.
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16- §. Вектор майдонидаги иккинчи 
тартибли амаллар

Вектор майдонидаги иккинчи тартибли амалдарни курамиз. Шуни
айтиб утиш керакки, gradw, rot а амаллари вектор майдонларни ву-
жудга келтиради, d iv a  амали эса скаляр майдонни вужудга келти- 
ради. Курсатилган амалларнинг куйидаги комбинапиялари булиши

мумкин: divgradw, graddiva , rot rot a, d iv  rot о, булар иккинчи тар
тибли амаллар дейилади. Улардан энг мухимларини караб чикамиз.

1 . div rot а — 0 .
Хакикатан хам, агар вектор майдон

а =  Р  (х, у, z) i — Q (х, у, z) j  ~  R (х, у , г) k 

булса, у холда иккинчи тартибли аралаш хосилаларнинг тенглиги учун
д dR 

d iv ro to  =  — -------
эд > +  а

i dP
dR \ д , dQ 

! -----
дР

дх \ ду дг j  ду \ дг д х ) дг - дх ду
дЩ д°- Q , сУ-Р д* R d*Q д*Р

=  0
дх ду дх дг ду дг ду дх дх дг дг ду

булади. Ш у натижанинг узини набла-оператор

div  rot а =  у  • (у  X а)

ёрдамида хам олиш мумкин, чунки бу ерда учта векторнинг аралаш

купайтмасини хосил киламиз: у ,  у  ва а , буларнинг иккитаси бир хил. 
Бундай купайтма нолга тенг булиши равшан.

2 . rot grad и =  0.
Дакикатан,

, ди ~~Т , ди ~Т , ди ~Т
grad и =  —  i ~-------I --- ------ я

дх д у дг

булгани учун иккинчи тартибли аралаш купайтмаларнинг тенглиги 
туфайл! :

, , Г д . ди \ д /  ди Д , т Г  д , ди \ 
rot grad и =  i j —  — ----- -- 1— 1 - Г /  —  \— \ —

L о у  \  о г J дг ду j [ дг \ ox j
д , ди \ ' |  , Г д I ди \  д , ди 1

—  —  т  + *  т  И г  —  I =ох дг I дх ду ду \ ox 'J
“Т I д2и д-и \ , ~Т . д-и д-и \ .

= / I — ----------—  -г  / (--------------—  -
о у  ог ог о у j о г ох ох дг j

~~k j— ------— ') = а
' дх ду дуд х )

Ш у натижанинг узини у  набла- оператор ёрдамида хам хосил килиш 
мумкин:

rotgrad и =  у  X у  и =  (у ,: у) и =  0,
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д { ~  )
1 д 

“ Г
( ди \ , д ( ди 
! т  , ^дх \ дх J ду \ ду ; дг \ дг

д2и , д-и , д-и
дх2 ' ду* ‘ дг2

чунки оир хил векторларнимг вектор куиаитмаси пол векторга тенг.
г> * • , д'-ti , д-и , д2и
3 .  d iv g r a d  и = --------- {-------- - - г  - — .

дх- ду- д:2

Хакикатан хам,
, ди ~Т , да “Т ди ~Т

g r a d u  =  —  l ~-------- /  ---- ------- k
дх ду дг

булгани учун

div grad и =  | +  4  ( “  I +  4  { ~  ) =

(16.1)
оу- OZ-

булади.
(16.1) тенгликнинг унг томони символик тарзда бундан белгила- 

нади:
А и

ёки

Л и  =  I —-----г  —-----г  —  ) и.

Бунда
(16.2)

символ Лаплас оператори  дейилади. Бу операторни у  векторнинг 
скаляр квадрати тарзида караш табиийдир.

Хакикатан хам

V V

Шунинг учун (16.2) тенглик у  оператор ёрдамида 

d i v  grad  и =  у  (V и) =  V2 и 
куринишда ёзилади. Шуни айтиб утиш керакки,

А и =  О

т ен гл ам а  Л а п л а с  тенгламаси д ей и л ади . Л и  =  0 шартни бажарув- 
чи и(х,  у, г )  с к а л я р  майдон Л а п л а с  майдони  ёки гармоник  
майдон  дейилади .

д2и 1 д2и 1 д2и1
~~ду*  ‘ дг2

. ( A 1  д. д'1 ,

01‘"О* дг2 )

д2 , CL
,

1- д2
„ 1дх2 dip дг°-

Си 10
1--1 — Г - ь ■ 1 - Ц '

\  дх ! ‘ 1 ^ ) { дг j

17-§. Л аплас оператори, унинг цилиндрик 
ва сферик координаталарда ифодаланиши

А ввалги  п а р а г р а ф д а  биз Л а п л а с  операторинннг д е к а р т  
к о о р д и н а та л а р и д а ги  иф одаси ни  хосил цилган эдик:

д- . д- , д-



Бу операторнин г ци линдрик ко о р д и н атал ар д аги  иф одасини то- 
памиз:

X — Г COS ф, y = r s i  Пф, 2 = 2 .
Бунинг учун и =  и(х,  у, z )  м у р ак к аб  ф ун кц и ядан  (бунда 

л* =  гсоэф, г/ =  rsin^-, z  =  z )  эрк ли  у згар у вчи лар  буйича олинган  
биринчи ва иккинчи тар ти бл и  хусусий хо си л ал ар н и  топамиз:

ди ди , ди / < т  I \—  =  —  c ° s ф +  —  sin ф, (17.1)
or ох ду

ди ди . . ди / 1-ОЧ—  = — — г sin ф 4 ----гсозф , (17.2)
дф дх ду

д2и д-и о , д-и . 2 , 0  д-и . / 1 - 0 4—  =  —  cos- ф -г —  Sin- ф — 2 — — cos ф sin ф, (1 / .3)
дг2 дх- ду- дх оу

д-и д-и г, . о , д-и о „ ди ди 
------  =  ------  Г -  S in - Ф т --------- Г- COS' ф -----------Г COS ф ----------- r s i n  Ф —
0 ф2 дх2 ду* т  дх ду

—  2 - -1 L  г2 sin ф созф. (17.4)
дх ду

(17.3) ни г- га купайтириб ва (17.4) билан кушиб,
0 д-и . д'2и 1 д-и . д-и \  „ I ди , ди

г -  +  — ) г- —  Г —  COS ф 4 -  —  s m
дг2 д ф2 \ дх2 ду2 /  V dx

ифодани хосил киламиз, у эса (17.1) ни кулланилгандан ‘сукг куйк- 
даги куринишни олади:

2 д2и , д-и , ди __ 0 /  д-и , д 2и \

дг2 ' д ф 2 дг V д х 1 д у 2 /
ёки

c*2u d2a _  (73u , d2« . 1
дх- 1 ду2 <5г2 1 л- d  ф -  г  с*/-

Бундан,
д  __ d2u , д2и , <52и __ 5 2« , \ ди , 1 д-и. ^  д-а

дх2 дг/2 дг2 с//'2 { г дг г- д ф2 аг3

келиб чикиши равшан. Энди Лаплас операторини цилиндрик коорди- 
наталарда ёзиш мумкин:

д  __ d2 , 1 д , ! д- , о 2 (17 5)
дл2 г дг г- д ф 2 dz-

Худди шунга ухшаш Лаплас оператори учун ифодани сферик 
координат а лар да келтириб чикариш мумкин:

х =  г  sin 0 cos ф, 

у  =  г  sin 0 sin ф, 

z =  r  cos 0.
и =  и (х, у, z )  м у р ак к аб  ф ун кц и ядан  эрк ли  узгарувчилар бу-] 

йича биринчи ва иккинчи тар ти бл и  хусусий хоси л ал ар н и  т о 
памиз:

ди ди п _____ , ди . q . ( да



• n / ди , ди , ди л =  sin В —  cos ф -|------ sin ф Н -------- cos 0,
\ дх ду 1 дг

ди ди г, . ди • г\—  = -------- - rsin  0 Sin Ф  ---------  т Sin В COS ф =
и Ф дх ду

. „ /  ди , ди
=  г sin ОI -------- sin ф 4-------- cos ф ),

d.v ду
ди ди п , <5ц Q . du . Q 
---  =  ---- Г cos О COS ф 4-------г COS 0 Sin Ф -------— г  Sin В :
д 0  дх ду дг

а ( ди . ди ди . п
=  г cos 0 | —  cos ф 4------sin ф j — —  г sin В,

дх ду ' дг

д2и о p. I д-и о | д2и . о \  . д 2г̂  о л ----- =  s in - 0 ------- cos- ф 4---------sin- ф И-------- - cos- В -
дг2 ’ дх* ду2 J дг*

4- 2 sin2 0 sin ф cos ф —^ — -  2 sin В cos 0 cos ф dZ '
дх ду ' дхдг

— 2 sin В cos 0 sin ф д- и •
дудг

д2и о • о п / d2u . о | d2u о \—  =  г- sin- 0 ( —  sin- ф 4------- cos- ф —
д <f2 дх2 ду2

. г. / да . ди . , о • о а • д-иr sin В ■—  cos ф — ■—  sin ф I — 2r-sin- В sin  ф cos ф ------
\ дх ду 1 дхду

д2и . а /  ди , ди . \  , д2и „ . 2 с----- =  — г sin В I —  cos ф — —  sin ф 4- ■-—  т sin-1
д О2 • дх ду J дг2

ди п ■ 9 о a i  д2и г, . д2и . о \  .--------r cos В — г-cos- 0 | -------  cos^ ф4--------- sin- ф 4~
дг \ дх2 ду2

4- 2 г2 cos2 0 s in ф cos ф ------2 г- sin В cos В cos ф д и
дхду дгдх

— 2 г2 cos 0 sin В sin ф
дудг

(17.10) ни r 2sin2 B ra, (17.11) ни г2 га булиб, ва натижани 
лан кушиб, куйидаги кфодани хосил киламиз:

д2и , 1 д2и , 1 д2и __ д2и , д2и , д2и
дг2 ' r2s in 20 д ф2 г2 д 0 2 дх2 ду2 ' дг2

— — fsin О I —  cos ф 4- —  sin ф ) +  cos 0 —  ] —
г [ , дх ду ] дг J

1------------- / ди , ди 
------- --- о —  cos ф — —  sin Ф

г sin о \ дх ду '

Бу ифода (17.6), (17.8) лар татбик килингандан сунг
д2и , 1 д2и , 1 д2и __ д2и ^
О г2 ' r 2sin2 0  д  Ф2 г2 д 0 2 дх2 

, д 2и д2и 2 ди ctg 0 ди 

ду2 ' дг2 г дг г2 5 0

куринишни олади. Бундан 
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(17.6)

(17.7)

(17.8)

(17.9)

(17.10)

(17.11) 

(17.9) би-



д  __ d-u , <32u , d2« ___  d2u 1 д -u
d x - ‘ d y 1 1 d~2 dr2 ‘ /-2 sin2 У с) ф2

1 d2u , 2  <9м , ctg 0 a и

r2 d 02 ' r dr ' r- d 0
келиб чикади. Энди Лаплас операторини сферик координаталарда ёзиш 
мумкин:

д  __ д 2 , 1 d 2 , 1 d2 ,

d r2 r2sin2 0 d  ф2 г 2 d  02
2 d j ctgO (5 

~~Г r  dr  r 2 d Q

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Гамильтон оператори нима?
2 . Гамильтон оператори билан амал ^оидаларини курсатинг.
3. Иккинчи тартибли >;амма мумкин булган дифференциал вектор амал- 

ларни санаб утинг.
4. Лаплас оператори нима?
5. Л аплас операторининг цилиндрик координаталардаги ифодасини келти- 

риб чицаринг.
6 . Лаплас операторининг сферик координаталардаги ифодасини келтириб 

чи ка ринг.



1 3 - б о б

МАТЕЛМТИК Ф И ЗИ К А  Т Е Н ГЛ А М А Л А РИ

1-§ . Математик физика тенгламаларининг  
асосий турлари

М а тем а ти к  ф изиканин г  иккинчи тарти бли  асосий д и ф ф е 
ренц иал  те н гл ам а л а р и  икки узгарувчи ли  н о м аъ л у м  и(х,  у )  
ф ункц ия  ва унинг хусусий х о си л ал ар и га  н и сбатан  чизикли  бу
либ, бундай  т е н гл ам а л а р н и н г  ум ум ий куриниш и куй н даги ча  
булади :

. д2и , о  д2и , ~  дги . ди . ди , Г г / \ /1  i \
А Т Т  +  3  “ Г Т  -  с  +  D  —  +  ь  —  Fu =  f  (х, у), (1.1)

дх2 дх ду ду2 ах ду

бу ерда  А, В, С, D, Е  ва F л а р  ум у м ан  х  ва у  л а р г а  б огли ^  
булиб, хусусан у зга р м а с л а р д и р ,  f ( x , y )  эса  берй лган  функция. 
А гар  тен глам ан и н г  унг кисм идаги  f (x,  у )  ф ункция  нолга тенг 
булса, у холда  бу тен гл ам а  иккинчи тар ти бл и  бир ж инсли  чи- 
зикли  хусусий х о с и л а л и  т е н г л а м а  д е й и л а д и :

А — - — В  — С —  +  D  —  +  Е  —  -г  Fu =  0. (1.2)
дх1 дхду :ду2 дх ду

А гар (1.2) т ен глам ан и н г  берй лган  сохасида:
В 2— 4 А с >  0 булса , (1.2) тен гл ам а  гиперболик,
3 2— 4.4С =  0 булса , ( 1 .2 ) т ен гл ам а  параболи к ,
В 2— 4 А 0 < 0 булса, (1.2) т ен гл ам а  элли и ти к  турга  тегиш ли 

булади .
Торнинг к у н д а л а н г  тебрани ш и , м етал л  стерж енни нг  узун а-  

сига тебраниш и, сим даги  электр  т ебр ан и ш л ар , айланувчи  ци- 
ли н д рд аги  а й л а н м а  теб р ан и ш л ар ,  газнииг т е б р а н и ш л а р и  каби  
м а с а л а л а р  гиперболик турдаги  энг содда тул^ин  тен гл ам аси

д~а о д^и г . л»- —  =  а- -— г  (1 .о )
dt2 ох2

га слиб келади.
И ссикликнинг т а р к а л и ш  ж а р а ё н и ,  говак  м ухитда сую клик  

ва газнии г окпши м асаласи ,  э х ти м о л л ар  н азар и яси н и н г  баъ зи  
м а с а л а л а р и  п а р а б о л и к  турдаги  энг содда иссицлик т а р к а л и ш  
тен гл ам аси  (Ф урье тен гл ам аси )

^ = а - —  (1.4)
dt дх2

га олиб келади.
Э лектр  ва м агнит м ай д о н л ар н  хаки даги  м а с а л а л а р н и ,  ста-

ци онар  иссиклик х о л ат  х аки даги  м а с а л а л а р н и ,  гидроди н ам и к а ,
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д и ф ф у зи я  ва ш унга ухш аш  м а с а л а л а р н и  ечиш элли п ти к  тур- 
д аги  Л а п л а с  тенглам аси

(1.5)
дх2 ду3

га олиб келади.
Биз (1.3), (1.4) ва (1.5) т е н г л а м а л а р д а  и зл ан аётган  ф ункц ия  

и иккита узгарувчи га  богли к  булган  холни келтирдик. А гар  
и злан аётган  функция учта эркли  узгар у вчи га  боглик булса , 
тулкин  тенглам аси :

д'2и о I д-и д-и \  /1 о ' \----- =  а ------------ --------, ( 1.0 )
dt* \дх* ду*)

иссиклик таркалиш тенгламаси:
ди _  2 &и r)2u \ ,

“Т: й I I "ГТ I, (1-4 )ся ах2 o';/2 /
Лаплас тенгламаси эса:

д-и , д-и , б12ц „ ,.
-г- ------- I--------=  0 (1 .5 )

дх- Оу2 дг-
кури ниш да булади. У муман куп узгарувчи ли  ф ункц ия  учун те- 
гиш ли булган тен гл ам а л а р н и  p ap a in  мумкин.

К елтн рилган  (1.3) — (1.5) т е н г л а м а л а р г а  нисбатан  куйила- 
диган  м а с а л а л а р н и н г  турлари ,  умумий ва хусусий ечимлари- 
кинг (м авж удлнги , ягоналиги , устворлиги) хусусияти, берила- 
диган  бош лаигич  ва ч егаравий  ш ар тл ар н п н г  м охи ятлари  к у й н - 
да келтнрилган  и а р а г р а ф л а р д а  к у р и л ад н ган  м а с а л а л а р  орка- 
л и  туш унтирилади .

2- §. Тор тебранишлари тенгламасини келтириб 
чицариш. Бошлаигич ва четки шартлар

Узунлиги I га тенг булган  эгилувчан  ва эл а с т и к  ип (тор) 
бери лган  булиб, унинг учлари  тугри бурчакли  д ек а р т  коорди- 
н а т а л а р и д а  .v =  0 ва  х =  1 н у ц тал ар га  б ирикти рилган  деб ф а р а з  
ки лам и з .  Агар т а р ан г  торти лган  торни д ас т л а б к и  х о л ати дан  
четлаш тири б, сунгра уз холати га  цуйиб ю борсак  ёки унинг ну^- 
т а л а р и га  бирор те зли к  берсак , у х олда  торнинг н у к та л а р и  ха- 
р а к а т г а  келади , яъни тор тебр ан а  бош лайди. Би з  исталган  мо- 
ментда тор ш аклини  ан и ^л а ш  ,\ам да  торнинг хар  бир нуктаси 
в актга  б огли ^  р ави ш да  к ан дай  конун билан  х ар а к а тл а н и ш и н и  
а н и к л а ш  м асаласи н и  курамиз.

Тор н у к тал ар и  бош лаигич  
х о л ати дан  кичик четланиш - 
л а р г а  эга  деб ка раб, тор нук- 
т а л а р и к и н г  х а р а к а т и  Ох  у к к а  
н'ерпендикуляр ва бир текис- 
л п к д а  вужудга келади , деб 
ф а р а з  ки лам и з. У х олда  тор- 
п и н г  тебрани ш  ж а р а ё н п  битта 
и (.(', /) ф ункция  ор к ал и  ифода 
этнлади , бунда .v тор нукта- ПО



сининг t моментдагм силж и ш  микдорини би лди ради  ( 1 10 -ш а к л ) .  
Торнинг барча  п у к та л а р и д а  т а р ан гл и к  Т бир хил деб ф а р а з  
ки лам и з .  Торнинг ММ '  элем ентига  таъсир  этувчи кучларн и н г
Ои укдагн  проекцияси:

Т sin (fj - f  A«f) — T  sin ff ~  T  tg (rp A cp) — T  tg  cp =
_j .  Г ди (x — A x, l) du (.v, t) ' [ __^  d:u (x — 0 A x, t) д  ^

■ их 
Vu (x. ti)

dx, 0 <  0 <  1 (2 .1)

(бу ер д а  бурчак <y кичик булгани учун tg 'tp^sincp ва к в а д р а т  
каведаги иф одага  Л а г р а н ж  теорем аеини татб и к  этд н к ) .  Х а р а 
к а т  тен глам асин и  хосил килиш  учун ММ '  элем ен ти га  цуйилган 
таш ки кучни инерция кучпга тенглаш  керак . Торнинг ММ '  эле- 
ментга t моментда тенг таъсир  этувчи куч

F «  g(x,  t) ДМ Г »  g  (х, t)dx.  (2.2)

Бу ерда М М ' ж х.2 — л\  — dx, g  (х, t) — тор буйлаб узлуксиз таксим- 
лангап, Ои укига параллел кучлар зичлиги. Торнинг чизикли зичлиги
р булса, М М '  элементишшг массаси p . VI.VI' =  о dx  булади. Элемент

нинг тезланиши га тенг. Демак, Даламбер принципига кура (2.1) 
дг1

ва (2 .2) формула ларни хисобга олиб, ушбу тенгликка эга буламиз:

0 dx ■ —  =  Т —  dx  +  g  (х, t) dx.
1 дг1 дх* 6  v ’

dx  га кискартириб ва тенгликнинг иккала кисмини р га булиб хамда 
Т

—  =  az део белгилаб, харакатиинг куиидаги тенгламасига келамиз:

О-U о 0  "11 , 1 /  /\  / 0  0 4—  =  a - — - - r - g  (х, /), (2..3)
at2 дх2 р

Б у  тен гл ам а  торнинг мажбурий тебраниш тенгламаси ёки бир  
улч ов л и  тулцин тенгламаси д ей илади .

А гар  g ( x ,  t ) =  0 булса , (2.3) т ен гл ам а  таш ци  куч таъ си р  
э т м а ган д а ги  бир жинсли эркин тебраниш тенгламаси  д ей и 
лади .

О ддий ди ф ф ер ен ц и ал  т е н г л а м а л а р д а  ум ум ий ечим дан  х у 
сусий ечи м ларн и  олиш  учун ихтиёрий у зг а р м а с л а р н и  ан и к л а ш  
к е р а к  эди. Бунинг учун бош лангич  ш а р т л а р д а н  ф о й д ал а н а р  
эдик. Бу  ерда  хам тор х ар ак ати н и  тула а н и к л аш  учун

д-и о д-и /а  а \--- --- а- —  (2.4;-
dt2 дх-

т ен глам ан и н г  узигина етарли  эмас. Яна куш пм ча иккита  ч ега 
равий  (х =  0 ва л: =  /) ш ар т  х а м д а  бош лангич  (/ =  0) моментда- 
ги ш ар т  берилиш и керак . Ч егар ав и й  ва бош лангич  ш ар т л а р  
т у п л ам и  четки шартлар деб  атал ад и .  М асал ан ,  х =  0 ва х =  1 да
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торнинг учлари к у з га л м а с  булсин. У холда  t к ан д ай  булганда  
хам  ушбу тен гли клар  б аж а р и л и ш и  керак :

и (0, t) =  0, и (/, t) =  0. (2.5)

Бу  тенгликлар  м асалан и н г  чегаравий  ш ар тл ар и д и р . Бош лан - 
рич момент (t =  0) да  тор м аъ л у м  ш ак л га  эга  булиб, унинг хар  
бир ну^таси  тезлиги ан и кл ан ган  булсин, яъни

и (х, 0) =  и J =  f  (х),
t= о

и t (х, 0) =  — F (х). (2 .6)
t = о

Бу ш ар тл а р  тенглам ан инг  бош лаигич  ш артлари ди р .

3 -§ .  Торнинг тебраниш тенгламасини  
Д ал ам бер  усули билан ечиш

Би з ю корнда торнинг у ч лари  к у з га л м а с  деб ф а р а з  цилган 
эдик, яъни торнинг узунлиги чеклан ган  эди. Энди торнинг 
узунлиги ж у д а  катта  булсин. Унинг у р таси дан  бирор тезли к  
берсак , унг ва чан томонга т у л^ и н лар  йуналадн . Н а т и ж а д а  
торнинг у члари га  тугри  т у лк и н лар  бориб, сунг тескари  т у л 
ки н л а р  цайтади. Б и з  а к сл ан ган  тескари  т у л^ и н лар н и  ^исобга  
олм айм из , яъни чексиз булган  торнинг тебран и ш  м асаласи н и  
курам и з. Бир  ж инсли (2.4) т ен глам ан и  (2.6) бош ланрич ш арт- 
л а р д а  ечамиз. Бу  ерда f ( x )  ва F ( x )  ф у н кц и ял ар  бутун сонлар  
уки да  берилган. а(х,  t )  функция учун чегаравий  ш ар т л а р  бул- 
майди. М а с а л а д а  ф а к а т  бош лангич  ш ар тл а р  берилса, бундай 
м а с а л а  Кош и м асаласи  дейилади . Уни Д а л а м б е р  усули билан  
ечамиз. Т енглам ан и н г  умумий ечимини иккита  ихтиёрий ф у н к
ц и ял ар  йигиндиси си ф ати да  киди рам и з:

и (х, t) =  ф (х — at) +  4' (х 4- at). (3.1)
Б у  ф ва $  ф у н кц и яларн п н г  иккинчи тарти бли  хоси л ал ар и  

м а в ж у д  булсин. У в а^ тд а ,  кетм а-кет  х о си л ал ар  олсак,

и'х =  ц ' (х — at) +  \|/  (х - f  at), и ”хх =  ф" (х — at) \J/' (х +  at),

u ’t — — а ф' (х — at) +  а \|-' (х — at),

u"(t =  а2 ф" (х — at) +  а- \\" (х — at)

л а р  хосил булиб, н а ти ж а  (2.4) тен гл ам ан и  к ан о атл ан ти р ад н . 
Д е м ак ,  (3.1) ф ункция  ум ум ий ечим булади . (2.6) бош лангич  
ш ар т л а р д а н  ф ой далан и б , ф ва н о м аъ л у м  ф ун кц и ял ар н и  т о 
памиз: 

t =  0 да

f Ф (х) Г Ч’ (-V) =  ! (х), 9)
l - А ф '  (х) +  а 4 '  (х) =  F (х)

1Э1



систем ага  келам нз. И ккин чи  тен гл ам ан и  0 д ан  х  гача  булган
о р а л и к д а  интеграл  л аса к,

X
—  а [ф (л-) — ц (0)] — а (а ) —  ij; (0)] =  f F (х) dx

ёки
л;

— ср (а ) — 1[' (л*) =  — \ F (х) dx С (3 .3 )
а .)

о

кури ниш даги  и ф од ага  келам н з .  Б у  ерда  С = — ф ( 0 ) + ф ( 0 ) — 
у з г а р м а с  сон. (3.2) ва (3.3) т е н г л а м а л а р д а н  ср(А'), яр (я) н ом аъ-  
лум ф у н кц и ял ар н и  ан и кл ай м и з:

*
ф (А-) =  ^  /  U )  —  j F (х) dx  ~ ,

(3.4)

l a  
о

Бу формулаларда аргумент л' ни А' —- at ва х  +  at ларга алмаштнриб,
(3 . 1) формулага куйсак, и (х, t) функция топилади:

и (х, t) =  J  f (х — at) —

x —at

—  7 - i F (x) dx - r  ~  f {x +  at) +  
2 a J 2 

------------- *- 0
X xA -a t

+  J L J  F(.x)dx= i{x- at>+nx- at)+
0

x-\-at

+  F ( x ) d x .  (3.5)
x—at

------- *- Бу  (3.5) формулага тор тебраннщ
х тенгламаси учун Коши масаласининг 

Даламбер усули билан ечилиши
дейилади.

Олинган (3.5) ечимнииг физик 
маъпосини англаш учун и (х, /) 
ечимга кирган (р (х — at) ва ф (х -Ь 
at) функцияларни алохида- алохида 
текширамиз. ф (х — at) функциянн 
олиб, t га t — /0, t = / ь  t =  t2 ва 
хоказо усувчи кийматларни бериб, 

111 - ш акл. унинг графигини ясаймиз (111  -шакл).
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Шаклдан куринадики, иккинчи график биринчисига нисбатан atx 
мицдорга, учинчиси at2 ва хоказо микдорга унг томонга сурилган. 
Агар бу графи к ларнинг проекцияларини навбат билан экра'.га тушир- 
сак, гуё уларнинг юцсридаги биринчиси унг томонга «чопиб» утаёт- 
гандек булади. Торнинг бундай четланиши тулцин деб аталади. Тенг-

тезлиги дейилади. Знди \|; (х-\- at) функцияни курайлик. / га t2< t x<  t0 
кийматларнн берсак, 1 1 1 -ш аклдаги гргфикларда биринчиси пастдагиси 
булиб, тулцин унгдан чапга а тезлик билан тарцалади. Энди Далам
бер формуласи (3.5) ёрдамида олинган ечимни текширамиз. Икки ^ол- 
ни к у рамиз. Биринчисида тор нуцталарининг бошлангич тезлиги нолга 
тенг булиб, тор бошлангич четлатиш ^исобига тебрансин, яъни F (я) =  
=  0 деб олсак, (3.5) формуладан куйидаги ечимни ^осил киламиз:

Б у  ерда f (х ) берилкн  функциядир. Формуладан куринадики, ечим

аталади. Бошлангич t =  О моментда иккала тулцин профили устма- 
уст тушади. Фараз циламиз, бошлангич моментда f (х) функция (— /, 
I) интервалда нолга тенг булмасин цамда жуфт функция булсин.

тулциннинг унг томонга тарцалиши, у рта даги устунда эса тулцин- 
лар йигиндиси, яъни тор нуцталари умумий четланиши курсатилган.

турли томонга цараб узоцлашади.
Энди иккинчи ^олн и курам и з. Торнинг бош лангич  ч етл ан и 

ши нол булсин ва бош лангич  мом ентда  тор н у ц талари  б о ш 
лангич  тезли к  олиши н а т и ж ас и д а  тебрансин. Б у  ^о л д а  тор буй- 
л а б  импульс ту лц и н лар  та р ц а л ад и .  (3.5) ф о р м у л а га  f ( x ) = 0 H U  
цуйиб, и(х,  t )  ф ункц ия  учун цуйидаги иф одан и  олам из:

лама даги ко =(|(|иии€нт зса ту.щинларнинг тар^алиш

(3.6)

и, (х, t) и к к п а  тулцин йигиндисидан иборат: биринчи— f ( x  —  at) тул

цин а тезлик билан унг томонга, иккинчи /  (х +  at) тулцин шу 

тезлик билан чап томонга тарцаладиган тулцинлардир.

112 -шаклдаги чап устунда — /  (х - f  at) тулциннинг чап томонга тар

цалиши, унг устунда эса вацтнинг турли момент ларида f ( x  — at)

t <  — моментда иккала тулцинлар бир- бири билан устма-уст туша-
а

ди; / = — моментдан бошлаб бу тулцинлар устма-уст тушмайди ва

x-\-at

F (х) dx  =  Ф  (х +  at) — Ф  (х — af), (3.7)
x—at
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112- шакл.
бу ерда

X
ф  (л-) = - ± -  j* F (х) dx. (3-8)

Бу формуладан куринадики, ечим и (х, t) ю^оридаги каби, тугри ых=  
=  —  ф  (х — at) ва тескари и2 =  Ф  (х +  at) тулкинлар дан иборат 
экан. Бошланрич t =  0 моментда их =  — Ф  (х), и2 =  Ф  (я) булиб, 
и (х, 0) =  О булади. Агар F (х) (— I, I) интервалда аницланган бу
либ, F (х) =  и0 бошланрич узгармас тезликка эга булса, у  ва^тда

X
Ф  (.*) =  ~  j* v0 dx =  ~~  х булиб, бу ерда — I <  х  <  I булади.

о
i

х  >  / киймат лар да Ф (х) =  - -  Г v0 dx =  —  =  — ва х  <  — / киймат-
2а J 2а 2

о
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v jh =  —  булиб, Ф  (л-) уз л у кс из 
а

ва ток; функциядир (113-шакл). 113- шакл.

- 1 Л

* t = o

I х - /  /Ь 
_____  /
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" '/ а

/ >
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1
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Г  XZ 1 i X

^  t - LfN, ' «

\
s'-L о 21 .Г

X

\

\
- / ОI

114- шакл.

Энди и (х,  t) ечимнинг t нинг турли кийматларидаги графигини ясай- 
миз. 114-шаклда чап устунда тескари тул^ин и2 =  Ф(х~\-а1)  нинг 
турли моментдаги холати, унг устунда тугри тулкин и^=  — Ф (х—at) 
нинг графиги, урта устунда эса тор ну^талари умумий четланиш 
графиги келтирилган. Биринчи ^олдан фаркли уларо^,  ̂=  0 да 
и (х , 0) =  0 булиб, t катталашиши билан ну^та юкррига кутарилади,

чурки (3.7) формуладаги интеграллаш интервали кенгаяди. t — 

булганда



^осил булади. t  >  — булганда ^ам и (0, t) =  h булади, чунки (—  /,
а

/) дан ташцарида F (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашиш функци

яси и (0, t) шаклда узгармас булиб цолади. Мисол учун x i — ~

булсин. У  ярлда t нинг дан кичик цийматларида тескари ва тур- 

ри тулцинларнинг биргаликда таъсири натижасида нуцта кутарилиб

боради. t >  —  моментда тескари тулцин четлашиши бу нуцтада до-
2 а

имий — га тенг булиб, нуцта тугри тулцин таъсирида юцорига кута-

, з/рилишни давом этади. t >  —  моментда иккала тулциннинг четланиши
2а

~  га тенг булади ва w / j  функциянинг циймати h га тенг була

ди. Шундай цилиб, и (х, t) функциянинг графиги t нинг турли ций- 
матларида цуйидагича булар экан: / =  0 да и — О — тугри чизиц;
гч а % i
О <  t <  — да чизик; профили трапеция шаклида булио, унинг юцори

а

асоси кутарилиб, катталиги камаяди; t  — — да профил учбурчак ва

t >  — да профили кенгаядиган трапеция куринишда булади (114- 
а

шакл). Шундай цилиб, торга берилган (— /, /) интервалдаги бошлан- 
рич тезланиш натижасида тор тебраняб, h баландликка кутарилади 
ва вакт утиши билан шу баландликда цолади (силжишининг колдиги). 
Oxt текислигини олиб, * — at =  ±  I ва х +  at  =  ±  I —  характерис
тик тугри чизицларни юцори ярим текисликда чизамиз (115- шакл). 
Ф  (х) функциянинг ифодасидан фойдаланиб, тескари тулцин Ф  (x + a t )



нинг II, IV ва VI зсналардаги четланиши у  узгармасга тенглиги ке-

либ чи^ади. I ll ,  V ва VI зоналарда тугри тул^ин — Ф ( х — at) нинг
четланиши хам — га тенг. Шунинг учун VI зона силжиш колдиги-

дан иборат булиб, бу зонага мсс келган функдиямиз и (х, t) =  
=  Ф { х \ -  at) — Ф (x — at) =  h булади. IV зонада тугри тулцин чет-

h , т л а н и ш и ------ га тенг; шунака четланиш V зонада тескари тулкинда

мавжуд. Шунинг учун IV ва V зсналар тор нукталари учун сскин 
зоналар булади. Нукта текисликнинг IV зонасидан VI зонасига утганда

h hтугри тулкиннинг четланиши — — дан — гача узгаради.

Шу муло^азалардан фсйдаланиб, х0 >  I булганда и (х0, t) функ
циянинг куйидаги ифодасини ёзамиз:

Хо — I

а

2 \  I )  а а

л, t > ^ -
а

, д2и ё2и
1- м и с о л .   = ------  тенгламани и

dt2 дх2

9 ди 
=  X2, —

/=о dt
=  0 булган

t=o
бошланрич шартларда ечинг:

Е ч и ш .  Б у  ерда а =  I, f (х) =  х 2, F (х) — 0 эканини ва (3.5) фор
мулани ^исобга олиб ёзамиз:

и (х, t) =  / ( * - 0  +  f ( 1 ± 0 ,

аммо f ( x )  =  x2 булган лиги учун f (x  — /) =  (* — t)2, f (х +  t) =  (x + t ) z 

булиб, и (х, t) =  (х ~  ——  = х 2 + 12 булади.

0  д2и . д2и I л  ди \
2 - м и с о л . -----  =  4 ----- тенгламани и \ — 0, —  = х  шарт-

dt2 дх2 j/=o dt i=  о
ларда ечинг.

Е ч и ш .  Бу ерда а — 2, /  (х) — О, F (х) =  х  эканини хисобга олиб,
(3.5) формулани ёзамиз:

х+21

и (х, t) =  -  Г zdz  =  -  z2 '^+2/ =  - [ ( *  +  2/)2 — (л: — 2/)2] =  xt.
4 J 8  \х—21 8

х—21

4- §. То.рнинг тебраниш тенгламасини узгарувчиларни  
ажратиш усули (Фурье усули) билан ечиш

Биз икки томонидан м а .\к ам л ан ган  торнинг эркин т е б р а 
ниш тенглам аси

д2и о д2и



нинг бошлангич шарт лар

=  m  v^=0 01 t= О
ва четки шартлар

=  F (х) (4.2)

“ | , -о  =  0, « ! „ ,  =  <> (4.3)

бер и л ган даги  хусусий ечимини топам из. Бунинг учун Ф урье 
усулидан  ф о й д ал ан ам и з .  (4.1) т ен глам ан и н г  (айнан  нолга  тенг 
б у лм аган )  хусусий ечимини иккита  X ( х )  ва T ( t )  ф у н кц и ял ар  
к у п ай тм аси  ш ак л и д а  ^ и ди рам и з:

и (х, t) =  X  (х)-Т (t). (4.4)

Б у  к и й м а т л а р д а н  х о си л ал ар  олиб, (4.1) т е н гл ам а га  куйиб, уш . 
буни з^осил килам из:

X  (х) Г  (0 =  а 2 X" (.х) Т  (/)

ва бу тенгликнинг хадларини а2X T  га булиб,

H W  =  £ 1 W  (4.5)
а~ Т (/) X  (х)

тенгликни хосил цилам и з. Б у  тенглик  у зг а р м а с  сонга тенг бул- 
ган д аги н а  уринли булади . Уни — к билан  белгилай м и з. Ш у н 
д ай  килиб,

А -
а* Т X

Бу тенгликлардан иккита тенглама хосил булад и:

Х " +  ^ Х  =  0, (4.6)

Т" +  а2 к Т  =  0. (4.7)

Б у  тен гл ам а л а р н и н г  ум ум ий ечи м лари ни  топам из. Х а р а к т е р и с 
тик  тен гл ам ан и н г  и л д и зл а р и  ком п лекс  булганли ги  учун

X  (х) =  A cos 1 А, х В  sin \ г к х, (4.8)

Т  (/) =  С cos а }■ к t - f  D  sin а  у X t  (4.9)

еч и м л а р га  эга б у лам и з. Б у н д а  А, В, С, D  — ихтиёрий у з г а р м а с  
сонлар . Х ( х )  ва T ( t )  л ар  учун топилган  и ф о д ал ар н и  (4.4) 
тен гл и к к а  куямиз:

и (х, t) ---- (.4 соз \ к х  +  В sin i к х) (С cos а т к t +

+  D s i n a ) ~ k t ) .  (4.10)

Энди А  ва В узгармас сонларни (4.3) шартлардан фойдаланиб топа- 
мнз. (4.8) га х — 0 ва х — / ь^ийматларнч куйсак,

0 •— А • 1 +  В ■ 0, 0 =  А с о з } к I -f- В sin v А ! 

тенгламалар хэснл булиэ, бнринчисидан \А — 0, ихкинчисидан 
В  sin 1 к I =  0 эканлиги келиб чикади. В Ф 0, чунки акс холда Х  =  0 
булиб, и =  0 булиб г^олади. Бу шартга зид. Шунинг учун
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булиши керак, бундан > Я, =  - р -  (п =  1 , 2 , 3, . . .) хос кийматларнн 

топамиз. Уларга мос келадиган хос функциялар

Х = В $ т ^ у Х  (4,1!)

тенглик билан ифодалакади. Топилган v А, нинг ифодасини (4.9) га 
цуйсак, у

Т  (/) =  С cos - ^ р 1 +  D sin - ^ р -  /(/2 =  1 , 2 , . . . )  (4.12)

куринишни сладн. п ьинг хар бир киймати учун топилган ифодаларни
(4.4) га куйиб, чегаравий шарт ларни каноатлантирувчи ип (х, /) ечим-
ларни хосил циламиз:

, ,ч /V, ап л , , j-. . ал л А . п я
(а', /) =  I eos — —  / +  D n sin - у  / 1 • sin - у -  x.

Тенглама чиЗикли ва бир жинсли булгани учун ечимларнинг йигинди- 
си х;ам ечим булади ва шунинг учун

оо
/ V ^  I n  аптс , , .  с п я  А . п л /л w (х, /) =  f cos —-— / +  s i n -------/ ] sin у -  х (4.13)

п = 1

цатор билан ёзилган функция хам (4.1) теигламанинг ечими булади. 
Сп ва D n узгармас сонларни аницлаш учун бошлангич (4.2) шартдан 
фойдаланамиз. / =  О булганда

00
f (х) =  ^  ° п sin ~ ~  х  (4.14)

ln=i
булиб, /  (л:) функциянинг (0, /) интервалда Фурье цатсрига ёйнлмаси 
мавжуд деб фараз к ил сак,

i
Сп =  -у j  /  (х) sin р 1 xdx (4.15)

о

га тенг булади. (4.13) тенгликдан / буйича хрсила олкб, / =  0 да
оо

г  , ч я  . п я
F (х) =  >  £> ----- sm —  л'

/ /
/3 = 1

тенгликни хосил киламиз. Бу Чсатсрнинг Фурье коэффициентларини 
аниклаймиз:

1
т~\ гг 2 I г  / Ч • 11 Л лL)n -------=  — г  (a) sm —  xdx

п i l J  /
о

sin i a  I  =  0
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Шундай ^илиб, блз Сп ва D n коэффщигнгларни анл^ладик, демак че
гаравий ва бошланрич шартларнл ^аноатлангирувчи (4.1) тенглама
нинг ечими булган и (х, t) функциянл ани^яадчк. Фурье усули мате
матик физиканинг куп масалаларинл ечишда жуда цул келади.

И з о ^ .  Агар ю^орида — X урнига -Ь Я, =  k* ифэдани олсак, тенг
ламанинг умумий ечими (4.8):

Х  =  А г чх + В е ~ кх 

булиб, чегаравий (4.2) шартларни ^аноатлантирмайди.

Хос функцияни uk (х, t) — |^САг cos у у  t -f- D n sin t j  sin AJL£ 

куринишда ^осил цилган эдик. Уни шаклан узгартирсак,

uk (х, t) =  F k sin - sin I —j -  t  +  cpЛ (4.17)

куринишга келади. Бу ерда Fk =  v CJ +  D \  ва tg<pfe =  — . (4.17)
Dk

формуладан курлнадигл, тзрнлнг барча ну^галарг бир x a i  о  k = - ~  

частота ва y k фаза билан гармэли* тебранар эхан. Тзэранлш ампли-
h it х

тудаси Fk sin ^  ■ га тенг булла, у х  га бэ?лл^ эхан. k =  1 бул

ганда (4.17) формуладан биринчи гармоника учун
/ 7 4  С X • ( ТХ/ С1 . .их (л;, /) =  Fx sin - у -  sin | - у -  t +  <pt

формулани ^осил цчламиз. а* =  0 в а х — I булганда ^узралмас нук;- 

талар торнинг четлари булиб, х  — — да торнинг четланиши энг катта

булиб, Fx га тенг булади (116-шакл). k =  2 булганда
/ j\ __ г' • 2 тс х  . I 2 тт. cl i iи2 (х, t) =  F2 sin - у -  sin / — —  t +  ф2

булиб, к^узралмас ну^та учта булади: 

х  =  0, х  =  —, х =  I. Амплитуда энг

/катта кииматига иккита х =  — в а х =
4

3/=  — нуктада эришади (1 1 7 -шакл). 
4

Умуман sin -■л х- =  О тенгламанинг

илдизлари 1\анча булса, [0, /] кесма
да шунча ^узралмас ну^талар булади



(улар тугун нуцталар дейилади). Тугун нуцталар орасида шундай 
битта нуцта мавжуд буладики, бу нуцтаца четланиш максимумга 
эришади; бундай нуцталар «тутамлик» нуцталари дейилади. Торнинг 
энг кичик уз частотаси

га тенг булади, бунда Т — тор таран гли ги , р — зичлиги.
(4.18) ф о р м у лад ан  куринадики , т а р ан гл и к  Т цан ча  катта  

булиб, тор цанча енгил (/ ва р л ар  кичик) булса , овоз шунча 
юцори бу лар  экан. К рлган  to^ ч асто талар га  мос келган  овоз- 
л а р  обертон ёки гар м о н и к ал ар  дейилади .

1-м и с о л .  Чет лари х =  О ва х =  1 ма^камланган тор берилган 
булиб, тор нуцталарянинг бошлангич тезлиги нолга тенг. Бошлангич 
четланиши учи (с, К) нуцтада булган учбурчак шаклида булса (118- 
шакл), торнинг тебранишяни топинг (Г0 — таранглик, р — зичлик вл 

Г  т
а =  1 /  —  лар берилган).

V Р
Е ч и ш .  f (х) =  и L 0 функциянинг аналигик ифодаси берилган 

(118- шакл):

(4.18)

Г — , 0 <  х <  с,

Масаланинг шарти буйича F (х) =  —  | = 0 ,  демак (4.16) га асо-
dt |*=э

сан ечямда барча D k коэффициентлар нолга тенг. Ск коэффициент
ларни (4.15) формула ёрдамида топамиз:



Хар бнр интегрални булаклаб интеграллзймиз ва ушбу натижага ке- 
ламиз:

с
к л х . 1х к лаг \с , /2 . к п х  |сх s i n ---- ах  — ------- c o s ------  -4------ s m - -----

i к л I о к2 л2 / (о

k л с

d.X — —
1х

cos
к л х  'С

к л / 1,0

1с cos к л с Г-
к л 1 к~ л2

к л л- , 
------ dx

/ ( / - с) СОо

sin
I

I
, ,  . . к л  х , 1( 1  —  с) к: \  с . /2 . к п  с
(I — X) sin ------ ах  =  —1-------— c o s --------- j--------- sm

j  l к л  l к2 л 2 /
с

Шундай килиб,
^  2hi2 . к л  с
С,  = ---------------- s m --------

* А'2 л 2 с (/ —  с) I

эканини ашпутадик. Ск нинг ифодасини (4.13) формулага куямиз ва 
ушбу ечимни оламиз:

. 2/г/2 ' • к л  с . к я х к л  at
и (х, t) = ------------ >  —  s i n ---------  s i n ------- C C S ---------- .

v n2c(l  — с) мшвА к2 I I I
к=  1

Агар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с — ~  булса, =

- ~  булиб, k нинг барча ж уф т кийматларида — нукта к у зга л мае 

нуцта булади. Шунинг учун ечимда ток гармоникалар булади, яъни

/ j\  S/i (— 1)” . (2/г т х (2п -f- \ ) n a tи (х, t) =  —  --------- sm -----------------cos -- -----;--------- .
л 2 ^  (2/7-1-1)2 I I

н=-- О
2 - м и  с о л. Юкоридаги 1 - мисол шартида торнинг бошлангич шак

ли парабола булиб, у тор уртаси ~  га нисбатан симметрик ва макси-

мал четланиши h га тенг (119-шакл). Тор тебранишини аникланг. 
Е ч и ш .  Параболанинг тенгламаси

f  (а) — х )

булиб, (4.13) форм ул  адаги  
с \  к о зф ф п ц и ен тл ар д ан  D k = 0 ,  С к

i эса  куйидаги  ф о р м у ла  ёрда-
! мида хпеобланади :

[ X ______^ Х ,  c k =  - J  | * U — х)  sin dx -
с  j L i t  о

г Б у интегрални икки м ар та  б у 
л а к л а б  и н тегр ал л ай м и з  ва 

119- шакл. уш бу н а т и ж аг а  келам н з:
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с  _  J 6j_   ̂|  —  ^
k А:3 n 3 V ’

Бундан куринадики k жуфт булса, Ck =  0. k =  2n - f  1 ток булса, 

С я , — — ------- ; (/г =  0, 1 , 2, . .  .).
- ,г^ ‘ (2/г I)3 л 3 V 7

Ечим эса цуйидчгп курннишга эга булади:

а (* /) =  32Л у ч  ----- sjn 12n +_IW  cos ( 2 п +  В ^
л3 ^  (2п + 1)з I I

п= 0

5- §. Торнинг м аж б у р и й  тебрани ш и

Ю кори да  кури лган  Ф урье усули торнинг м аж б у р и й  т е б р а 
ниш тенглам аси  (2.3) ни хам ечиш учун к у л ай  эканлнгнн н  ку- 
рам из. Торнинг таш ци  куч таъ си р и д а  м аж б у р и й  тебрани ш и м а 
саласи  бир ж инсли булм аган  теб р ан м а  х а р а к а т  тен гл ам аси га  
олиб келган  эди (2 - §):

—  =  сг - f  G (х, t). (5.1)
diз дх* '

Бу ерда G (х, /) — — g  (х, /) белгилаш киритдик.
Р

Б ош лан ги ч  ва чегаравий ш ар тл ар н и  торнинг эркин  тебра-  
ниш идагн каби кабул  цнламиз:

А  =  f ( x ) ,  = F ( x )
7=0 at \t= о

ва

“ U o  =  “ U  / =  °-
Ч изи кли  бир ж инсли  булм аган  иккинчи тарти бли  оддий д и ф ф е 
ренциал  т ен гл ам ал ар н и  ечишга ухш аш , (5.1) теи глам ан и н г  ечи
мини иккита  функциянинг й и ш н ди си  кури ниш да цидирамиз:

а (х, t) =  и (х, /) +  а; (х, /). (5.2)

Б у  ер даги v (х, /) фумкциянн шундай танлаб оламизки, у бир жинс
d “V д*71 I dv I

ли —  =  а - —^  тенгламани бошлангич и =  /  (х), —  =  F (х)
d t 2 d x 2 I/—о |7 = 0

ва чегаравий v V=J =  у \х=1 =  0 шартларда каиоатлантирсин. w  (х, t) 
функция эса бир жинсли эмас.

d2w о 'd*w п . . г
—  — а- —  +  G (х, /) (о.З)
а;3 ах2

тенгламани вл цуйидаги оошланрич хамда чегаравий

i*=o =  ® U i» |  = - ^ ' 1  =  о, ш | =  w =  о
|/=о да |^=о
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шартларни цаноатлантирсин. v (х. i) торнинг эркин тебранишини ифода- 
лагани учун унинг тенгламасини ю^оридаги бошланрич ва чегаравий: 
шартларида ечишн i баён этдик (4- § га гарант). Биз бир жинсли булма
ган тенгламадан w(x, /) функциянч аниклашни курсатамиз. w (х, t) функ-

цияни бир жинсли масала ечимидаги хос sin л х функциялар буйи

ча катор куринишда излай миз.
оо

w {х’ t] =  X  7‘ (0 sin kJ? ’ (5,4) к= 1
бу ерда y k (t) ^озчрча номаълум t га бор лиц  функция, w (х, i) функ
ция чегаравий шартларни каноатлантиради. Хакикатан, х  =  0 да 
w  (0, /) =  0. х — I да хам w  (/, t) =  0. Барча (5.4) даги хос функ
циялар нолга тенг булади.

Агар (5.4) цаторда y h (0) =  0 ва у[  (0) — 0 булсин деб талаб ци- 
линса, w  (х, t) функция учун бошланрич шартлар хам бажарилади.

(5.4) ца тор дан х  ва / лар буйича икки марта хусусий хосилалар 
олиб, (5.3) тенгламага куямиз. Натижада

У  f У1 (0 +  ' V* (0] sin =  О (х, t). ;<5.5)
k=\

Энди G (.х , /) функцияни (0, /) интервалда х аргументли синуслар 
буйича Фурье цаторига ёямиз:

й ( * , 0 = У &  W sin ^y -* ,  (5.6)
k=\

бу ерда
i

g k ( 0 = |  [G (.V , O s in  (5.7)
О

(интегралда t узгармас).
Агар G (х, t) =  G (х) булса, g k (t) функция узгармас булади. Агар

G (х, t) =  G (t) булса,
I ( 4

2G (t) с . k n x  , —  G (0, k — тоц булса,
g k (t) =  — i-M sin —  d x =  Ь  (5.8)

о [ 0, k — жуфт булса.

(5.5) ва (5.6) ёйи лм ан инг хос ф у н к ц и ял ар и  олди даги  коэфф и- 
циентлари ни  те н гл аш ти р а м и з  ва н о м аъ л у м  yk (t) ф у н к ц и я л а р  
учун уш бу т е н г л а м а л а р г а  эга  булам и з:

Ук (0 +  к2П~  У к (0 =  8k (0 - (5 -9 )iA
Бу тенгламани 
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бошлангич шартларда ечамиз. (5.9) га мос келган бир жинсли тенг- 
ламанинг умумий ечими

- k я at , п . k я at Ak C O S---------- f- B h sin

Y*(°) =  0> 7 И ° )  =  0 (5.10)

/ I
-куринишда булади. Бир жинсли булмаган (5.9) тенгламанинг хусу
сий ечимини g k (/) функцияга цараб, танлаб олиш усули, яы ш  аящ-  
мае коэффициентлар усули ёки узгармасни вариациялаш усули ёрда- 
мида ани^лаш мумкин. Натижада, бошлангич шартлардан фойдаланиб, 
ушбу ечимга эга буламиз:

Ук 1 Sk (т) sin кПй d x .  (5.11)k я  a ,J I
о

Топилган ук (/) ларни (5.4) га 1\уйиб, ^идирилаётган w(x,  t) функция- 
ни ани^лаймиз.

1-м  и с о  л. О ги р л и к  кучи т аъ си р и д а  торнинг м аж б у р и й  теб- 
ран и ш и н и  топинг.

Е ч и ш .  Б у  ^ о л д а  G(x,  t ) = — g  булиб, м а с а л а  с о д д ал аш а-  
ди . (5.8) ф о р м у лага  кура

i
2 8  С  к л х  , 2gГ sin dx  =  — —  (1 — cosk л;),J /  k n  ’

бундан

« 2» =  0. g 2»+l =  4(2п +  1) я

(5.9) тенглама иккига ажралади: 
v Ж уф т  индекслар учун

, (2П)2 Л2 Я2 А I А ' 1  А
Vo„ н----------- -------- Т2„ =  0, 72„ |/=о =  0 v2„ |,=0 =  0.

То^ индекслар учуй
. (2п +  I)2 я 2 а2 4 g  . ON

? 2л+1 /2 V2n+I — (2n +  l) л'

Юкоридаги тенгламадаги у2п (/) функциянинг берйлган бошлангич 
шар ,̂ л ар даги ечими айнан нол булади. Иккинчи (5.12) тенгламанинг 
хусусий ечими

4gi* ;
( 2/ z+ l ) 3 л 3 а2

га, умумии ечими эса

А г с к  (2п  +  я  at ' R  «sin (2 n + l ) n a t  4g /2■* + о  f-, 1 V-'V-JO I Г> r, I 1 o l l l
2"+1 I ‘ "+1 / ( 2 я + 1)3 л 3 a2
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га тенг булади. (5.10) бошлангич шартлардан фойдаланиб, Л ва 
В 2п+Х ларни топамиз:

H a n  ж ада v2n+1 (/) уш бу куринишни олади:

/а 4д72 Г , (2п— Г) л at “I .

Тз" + 1 ^ _  1 7 ]• ( *
Топилган (5.13) ифодани (5.4) формулага куйсак, масаланннг жаво- 
бига эга буламиз:

/ л  №  V I  1 Г 1 г (2 /г~  1) л  at
W (х, t) =  -  - f —  >  , — —  И -C O S  ' '

(2n-f-l)3 L /
n= 0

(2 n + 1 )  л  xsin ------— ----- •
I

Ечимдаги айирув ишораси тебраниш бошланишида тор нукталари 
пастга четланишини курсатади.

/ , I х  =  — ва / =  — да
2 а

( 2 л + 1 )  л /?  , ,ч7 ( 2 / г + 1 )  л а I .
Sin , ■ ■ - . =  (— I)7, COS -----  • -  =  — 1

1 2  l a

эканлигини хисобга олсак,

\w \ =  i w f — V  =  M L . _ 5 i  =  _ ^ i
1 x I V 2 ’ a j  I л 3 a2 (2n +  l )3 л 3-а2 32 4 a 2

«=o

хосил булади. Торнинг уртасида t =  — моментда энг катта четланиш
Л

3/юз берар экан. Кейннги энг катта четланиш тор у р т а с и д а  /  =  —
a

моментда юз беради ва хоказо.
2 - м и с о л .  Зичлик функцияси g  (х, /) =  Л р sin со /. х га бог лиц 

булмаган (р — торнинг чизикли зичлиги) текис таксимланган куч тор
га таъсир эгадн. Бошлангич силжишсиз ва тезликснз булган торнинг 
мажбурий тебранишини топинг.

Е ч и ш .  G (х, /) =  g v'v< =  Л sin со/ булиб, у х  га боглик; 6ул- 
Р

маганлиги учун (5.8) формуладан фойдаланамиз. У  холда

Sm  (0 =  0, & „+, ( 0 =  (2|Д Л1)л sin со*.

Юкоридаги биринчи мисол каби бу ерда хам V2fl (0 =  0 булиб, 
у 2п+\ (0 эса (5.11) формулага кура куйидагига тенг:

t



(2п +  1) л  а Л
---------------- =  °°2«+i Део белгилаш киритамиз ва интеграллаш амалини

бажарамиз. У вакдда
({\  —  4Л/ Mon + i sin со t —  со sin  <в2п+1 t  

У'2п+1 ~  ( 2 д + 1)2 л 2 а ' а>;л+1 - с о 2

ифодага эга буламиз. Бу ерда барча п лар учун со2;г, , Ф со (резонанс 
^олати ^атнашмайди) деб фараз киламиз. у2л1_1_1 (/) нинг топилган ифо* 
дасини умумий формула (5.4) га куйиб, масала ечимига келамиз:

/ 4/Л  V 4  1 Mo«4-l sin  СО/ —  со sin  со0/г. , t  . к л х
W (х,  0  =  —  У ,  ,0 ■; ---------!----------2-----------------------------  S in  ~ Г  'л 2 а  (2 r t+ l) -  — со

и=о “
Йигиндининг бирор k цийматида частоталар со.,А:_1_1 =  со га тенг бу
либ колса, уша ха дни

_  2/Л  <°2fe+i* cos co2fe+i/ —  sin  co2fe+1 t  _  

л2а (2/г +  1)2 со2Л+1

2 /2 Л

л 3 а2 (2& + 1)3

хад  билан  ал м аш ти р и ш  керак . М устак и л  текш ириб  куришни 
у^увчпга  х аво л а  циламиз.

6- §. Царшилик курсатувчи му^итда торнинг 
тебраниши

Ш у в а ^ т га ч а  торнинг тебр ан и ш и да  атроф -м у^и тн инг царш и- 
лигини хисобга олм асдан  келган  эдик. Н а т и ж а д а  сунм айдиган  
те б р а н и ш л а р  хосил булган  эди. Энди торнинг ^ а р ш и л и к  к у р 
сатувчи му^итдаги  тебрани ш и ни  курай ли к . К а р ш и л и к  кучи >̂ а- 
р а к а т  тезлигига  пропорционал  деб каб у л  ки лам и з. У вацтда  
торнинг М М'  чексиз кичик булаги га  (2 -§ ,  1 1 0 -ш ак л га  ^ ар ан г)  
таъсир  этувчи к ар ш и л и к  кучи куй идаги  кури ниш да булади:

F карш» =  “  ^  d x ’ (6 - 1)

бу ерда а  — п роп орцион алли к  коэффициенти. Б у  ерда  хам  (2.3) 
тен гл ам ан и  келтириб чицариш даги  м у л о х а за л а р н и  такр о р л аб ,  
ф а ^ а т  к ар ш и л и к  кучини х а р а к а т  йун али ш и га  теск ари  йунал- 
ганлигинн хисобга олиб, уш бу тен гл ам ага  келам из: 

д2 и с, д-и п ди . 1 / ,ч

l ^  =  a ' ^ - 2 m T t + T s ( x A  (6 '2 )

Бу  ерда 2пг - -  (колган белгилашлар (2.3) тенгламадагининг узи- 
Р

дир). Эркин тебранишлар билан чегаралансак, у холда (6.2) тенгла
манинг куриниши куйидапча булади:
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dt* ' dt  “  a*2 

Бошланрич ва четки шартлар аввалгн куринишда цолади, яъни

=  f (х), ^  ! =  F{х), и [ =  и 
t= о at 1 /=о i *=о , =  °- (6.4)

Х = 1

(6.3) тен глам ан и н г  ечимини (6.4) ш а р т л а р д а  Ф урье  усули би
л а н  циди рам и з. Т ен гл ам ан и н г  ечимини и(х,  t )  =  X ( x )  T ( t )  к у 
рин иш да ёзиб, 4- § д аги  каби  а м а л л а р н и  б аж а р и б ,  уш бу  тенг- 
л и к ка  келам из:

1 ( Т" +  2mV \ X" 
а* ( Т  ) “  X ‘

Б у  ердаги Х(х) функция учун четки шартлар царшиликсиз мухитда- 
ги каби узгаришсиз цолганлиги учун (6.5) тенглик уринли булиши

мумкин, агар икки томони — X2k га тенг булса, демак =  —  (k =

=  1 , 2 , А . )  хос сонларга мсс келган X k(x) хос функциялар (4.11) 
га кура (коэффициентлар бирга тенг деб олинди)]

/  \ " • kxtx
X t(x) =  s m —  (6.6)

формула билан аникланади. Т k(t) функцияни аницлаш учун ушбу 
тенгламани ^осил циламиз:

T [ + 2 m T ‘k + ^ j ] T k =  Q.  (6.7)

Унинг характеристик тенгламаси

г2 2 mr -\- =  О

нинг илдизлари г 1>2 =  — m  ±  " j / m 2 — j 2 булади. Ишцаланиш

коэффициенти етарлича кичик булганлиги учун дискрими-

нат манфий булади.
— m2 =  q\  деб белгиласак, г1>2 =  — m  ±  iqk булади. У  вак;т-

да (6 .7) тенгламанинг умумий ечими цуйидагига тенг:

T k(t) =  (сл cos qkt +  bk sin qkt).

Топилган X k(x) ва T k (t) лардан хусусий ечимлар тузамиз:

kjtx
uk(x, t) =  £Tm* (afecos qkt +  bk sin ^ )  sin у .

Бундан куринадики, хар бир тулцин e~~mt га купайткрилганлиги учун 
сунувчан булади. Хусусий ечимлар йириндиси



ни оламиз ва ак, bk коэффициентларни берилган (6.4) шартлардан 
фойдаланиб аниклаймиз. t  — О булганда

А— 1

булиб, бу ердан

ди

. клх  r/ v aksm —  =f(x )

клхак — —  \ f (х) sin —  dx.

Энди —  хрсилани хисоблаб, t  урнига нол цуямиз: 
dt

ди
~дГ

V ] (  — mak +  bkqk) sin k- y  =  F(x)
k=\

булиб, бундан

булади Еа

—mak +  bk qk =  —  j  F (х) sin ™dx

, Г r , \ ■ к л х  j  . mbb =  —  \ F (x) sm —  dx  H------ah
q j }  t 4  h

М и с о л .  4-§ даги 1-мисолни му хит царшилигини хисобга олиб

ечинг. Мисол ни ечганда ишкаланиш коэффициенти т = — <С —  бул-
Р I

син.
Е ч и ш .  Бошлангич тезлик F(x) =  0 булганлиги учун Ьк— —  а 

булади. Бу ерда qk = -m2 . Энди ак ни ^исоблаймиз:

. клхak =  —  f(x)  sin —  dx  =  — >» I . knx 1 , 
-----  I J C S i n j ^ i

. клх  f 
ax

, h ч . клх
H---------\ (l — x) sin —

i - с У  i
с

Булаклаб интеграллаймиз. Натижада



Clu =
zm

№  Л2 g (I
— sin — .
c) i

Масаланинг ечими цуйидаги^куринишга эга булади:
оо

2 Л/а
и(х, 0 —

л2с(/ — с)

—mi  1 £лс . бях (  . . т  . , \

2 j  7 7 sm ~ sm ~  (cos Як +  ~ sin Як )•
k=i v v

7 -§ .  Металл стерженда исси^лик тар^алиш тенгламаси

Узунлиги / га тенг бир жинсли металл стерженни царай- 
миз ( 120-шакл). Металл стерженнинг ён сирти ташци му.^итга иссик;- 
лик утказмайди х;амда кундаланг кесимининг барча нуцталарида ис- 
сицлик бир хил деб фараз циламиз. Абсцисса уи,ини металл стержен 
уци буйлаб йуналтирамиз. У холда и иссицллк х координата ва t

.V _ д'1
вактнинг функцияси булади. ®—  хусусий хосила эса Ох буйлаб

дх
йуналган нссикликнинг узгариш тезлигини билдиради. Абсциссаларл 
Xj ва х2 (х2 — хх =  Дх) булган кесимлар орасидаги кичик булагинн 
курамиз. Хх кесимдан At взктда утадиган иссикяик мицдори:

AQX=  — к —
дх

SAt.

х2 абсциссали кесим учун уша мицдор.шнг уз i

S M\ Q  =  — к —
2 дх

(7.1)

(7.2)

булади. Бу формула тажриба йули билан топилган булиб, унда k —  
иссицлик утказувчанлик коэффициенти, S  — каралаётган металл стер
жен кундаланг кесими юзи.

At вдктда металл стерженнинг Ах булагига оциб кирган иссицлик 
мицдори A — AQ2 га тенг булади, яъни

ди
A Q1 — AQ, =  \ — k — SAt __ —  I SAt

I X = X i дх j х=хг

k — A x S A t
дх2

(7.3)

^ ди \
бу ерда —  !

дх i х=л

ди айирмзга нисбатан Лагранж теорема-
ох | х—х ,

сини кулладик). Шу At вакт ичида металл стержен Ах булакчаси- 
нинг иссирулиги А и га кутариладн. Иссяклик окими цуйидагига тенг:

Д Qx — A Q2 =  с рА х SA и

-ЕЕ ш ж

еки

AQi AQo cpAxS —  At.
dt

(7.4)

/г  Л;

120- шакл.

Бунда с —металл стержен ясалган 
модданинг иссицлик сигими, р — 
металл стержен ясалган модда-



нинг зичлиги (рА xS =  рА I/ —- металл стержен элементининг " мас
са си).

(7.3) ва (7.4) формулаларни тенглаштириб, ушбуни хосил киламиз:

металл стерженда иссикликнинг таркалиш тенгламаси дейилади. Бу 
тенгламанинг ечими тула аник булиши учун и(х, t) функция масала- 
нкнг физик шартларига мос четки шартларни ^аноатлантириши керак. 
Четки шартлар турлича булиши мумкин. Масалан, 0 <  t <  Т  учун 
бошлангич шарт:

f ( x ) — берй лган  функция. Четки ш ар т л а р  х =  0 ва х =  1 б у л 
ганда  м еталл  стерж ен у ч ларн да  донмий .\арорат  са ^ л а н с а :

булади. и0 ва  и, л ар  берйлган  сонлар. Агар м етал л  стержен уч- 
л а р и д а  мухит билан  харорят а л м а ш и б  турса, четки шартлар 
куй ндаги ча  булади :

бу ерда u0( t ) ,  Ul (t) — таш к и  мухитнинг берй лган  х а р о р а тл а р и ,  
h0 ва h i — та ищи и ссш уш к ал м аш и н и ш  коэф ф иц иентлари . h0— 
металл стерженнинг чап охиридаги, h,  — унг охиридаги  коэффи- 
циентлар.

Агар м еталл  стерж еннпнг баъзи  б у л а к л а р и д а  иссиклик ^осил 
булса  ёки иссиклик ю тилса, у холда  м етал л  стерж ен  ичида 
иссиклик м ан бан  м ав ж у д  булади. И сси к ли к  ^осил булиш и (ёки 
ю ти ли ш и )н и  иссиклик м анбаини нг зичлиги F(x,  t )  ор кал и  ифо- 
д а л а ш  мумкин, яъни кичик Ах  б улаги дан  кичик At  в ац т  орали- 
гида куйидаги м икдорда иссиклик а ж р а л и б  чикади:

(А гар  F ( x , t ) < 0 булса, иссиклик ю ти л ад и ) .  М асал ан ,  м еталл  
стерж ен дан  доимий электр  токи у т к а зи л га н д а  ундан иссиклик 
а ж р а л а д и  ва бу холда  F(x,  t) =  cons t  =  I2R. Б ун да  / — ток, R — 
м етал л  стерж ен узунли к  бирлигидаги  ^арш и ли к .

Ш ундай  килиб, иссиклик т а р к а л и ш  тенглам асин и  келтириб

k — AxSAt =  с p A x S  — A t
дх2 dt

еки
ди о д2и =  а1 —ои (7.5)
dt дх2

Бу ерда а2 к ,еб белгиланган. (7.5) тенглама бир жинсли

и (х, 0) == и | /=0 =  fix). (7.6)

и (0, t) =  и J x_ q =  и0, и I х==[ =  и (7.7)

(7-8)

F(x, t) Ах At. (7.9)



чицаришда (7.9) ифодани цам хисобга олсак, курилаётган бу- 
лакда иссицлик баланси тенгламаси цуйидагича булади ((7 .5 )  га  
ц а р а н г):

k —  Да' SAt  +  Fix, M x A t  =  с п \ x S — A t .
дх2 dt

Тенгликнинг иккала цисмини S A xA t  га булсак,

ди , д2и . 1 г-/ а
=  k ^  +  ~ T F(X' Qdt дх2 о

хосил булади. Энди бу тенгликни ср га булиб, —  F (х, /) =  g  (х, t)
cp S

деб белгиласак, бир жинсли булмаган
ди 9 д2и—  =  а2 —  
dt дх2

ди 9 д2и , , ,ч
— ( 7- Ю)

тенгламага келамиз. Бу ерда а =  |  харорат утказувчэнляк

коэффициенти.

8- §. Ч е г а р а л а н м а г а н  м етал л  с т ер ж е н д а  иссицлик 
т а р к а л и ш и

Ингичка, ён сирти иссицдан изоляцияланган, етарли дара- 
ж ада  узун, исснклик утказувчи металл стержен тенгламаси, 
иссицлик м анбаларисиз булганда, уш бу куринишга эга б у
лади:

—  =  а - —  ■ (8. 1)
dt дх2

Бу тенгламада фа цат бошлангич шарт берилади:

u \ t=0 =  f(x). (8.2)

f ( x)  функция бутун сонлар уцида (— оо< а' < оо) аницлан- 
гандир. и(х,  t )  функция учун четки шарт цуйилмайди. (8 .1) 
тенгламани (8.2) ш артда ечиш масаласи Коши масал аси  д е 
йилади ёки бошлангич шарти берилган маса ла  дейилади.

(8.1) тенгламани соддалаш тирам из. Бунинг учун t урнига  
янги узгарувчини киритамиз:

т =  аН. (8.3)

У  ^олда
ди _  ди dx __ 2 ди 

dt dx dt дх I

булади ва (8.1) тенглама ушбу куринишни олади:

—  =  — . (8.4)
d z  дх2
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Б у  тен гл ам а  м еталл  стерж еннинг ф изик  хоссасига  богли ^  эмас. 
£ =  0 б у лган д а  т =  0 булганли ги  учун бош лангич  ш арт

и | т=0 =  f(x) (8.5)

булади . Б у  тен глам ан и  ечиш учун Ф урьенинг у згар у в ч и лар н и  
а ж р а т и ш  усули ва хусусий ечи м лар  суперпозициясидан  фойда- 
л а н а м и з .  Б у  усул икки ^и см дан  иборат. А ввал  (8.4) т е н г л а м а 
нинг ечимини Х ( х ) - Т ( т) кури ниш да ки ди рам и з. Бу  куп ай тм а-  
д ан  хо си л ал ар  олиб, (8.4) т ен гл ам а га  куйсак,

Г (т ) _  Х"(х)
(8.6)т (т) Х(х)

тенглик  >^осил булади. Тенгликнинг унг кисми т га, чап к;ис- 
ми х  га боглиц б улм аган и  учун бу тенглик  у зга р м а с  с га тенг 
б у лган д а  уринли булади. У ^олда  (8 .6) тен гл ам а  куйидаги 
икки та  тен гл ам ага  а ж р а л а д и :

Г (  т) Х"(х)
------ =  с, — — -  с. (Я 7)

Т(т) Х(х) '

Булардан биринчисининг умумий ечими:

Т {  т) =  С е \

М етал л  стерж еннинг бирорта  кесимида и(х,  t )  = Х ( х )  ■ Т (%) 
и ссиклик чексизга интилиши ( т - > о о  д а)  мумкин эмас. Ш унинг 
учун с =  — X2 деб  оламиз:

Т(т) =  Се~хн.

Иккинчи Х"(х) +  ХгХ(х) — 0 тенгламанинг умумий ечими
Х(х)  =  A cos X х  +  В sin X х.

Демак, (8.4) тенгламанинг хусусий ечими куйидагига тенг:

и =  (a  cos Хх +  р sin Хх) ё~к*х. (8.8)
Б у  ер да  а  =  А С  ва $ =  ВС, X л а р  ихтиёрий у зга р м а с  сонлар. 
(8.8) ф о р м у ла  X нинг а в в а л д а н  берй лган  >^ар бир ци йм ати да
(8.4) тенглам ан и н г  ечими булади. Д е м ак ,  X нинг ^ар  бир кий- 
м ати да  турли  а  ва р ларни  ан и ^ л а ш  мумкин, яъни  а  ва  р л ар  
X нинг ихтиёрий ф ун кц и ял ар и  а  =  а ( Я ) ,  f} =  p(X) булади. У х о л 
д а  хусусий ечимлар оиласи  уш бу куриниш ни олади:

их(х, т) =  [«(л) cos Хх +  Р(Я) sin a(x)J е~кп (-g

Бу ерда X параметр — оо дан +  оо гача кикматларни олади. Шу ер
да Фурье усулининг биринчи кисми ни^оясига етади. Фурье усули- 
нинг иккинчи 1<исми—хусусий ечимлар ик(х, т) суперпозицняси куйи- 
дагидан иборат.

Берйлган (8.4) тенглама чизикли 'ва бир жинсли. Унинг чексиз 
куп хусусий ечимлари мгвжуд ва бу ечимлар узлуксиз узгарувчи X 
параметрга бсглгк эканини гсксрида курсатдик.

213



иу(х, т) — хусусий ечнмларнинг интеграли хам (8.4) тенгламанинг 
ечими булади.

оо оо

и(х, т )— \ ик(х, т) dk =  j [a(A)cos kx +  р(Я) sin А, х] е~х?'х dk.  (8 .10)
— оо — оо

Бошланрич (8.5) шартдан фойдаланиб, номаълум а(Я) ва Р(к) ларни 
аниклаймиз:

ос

и  ! т=о =   ̂ 003 1 х  +  siri 1  =  (8 -1 ’!)
--ОО

Бу ерда берилган f(x) функцилни бутун Ох у^чда абсолют интеграл-
оо

ланувчи ва \ \ f ( x ) \ dx  я^инлашувчл деб царащ мумкин. (f(x) ф у д х -
—  оо

ция — иссикликнииг бошланрич таксимоти.) Иккинчи талаб .%ам ури:-1- 
ли, чунки стерженнинг иссицлик энергияси чекли, хосмас интеграл 
якинлашувчи. У холда, f(x) функциянинг Фурье интеграли:

00 оо оо оо

f ( x )~  ~  \ d k  \ f { l )  cos к ( |  — х) d l  =  | 1 | f(l)coskcdl  jcosXx+
,x> •—oo —oo —oo

-J- I —  f (=■) sin ac  d l  ) sin kx  ) dk.
\ 2 я  “ / J

Бу тенгликни (8.11) билан таккослаб, ушбуни .чрсил циламиэ:

(8.12)

а ( к )  =  - L  \ f (с) cos Х Ы 1  
2л

Р(Я) =  —  1 /(S )s inA cd i.
2л J

—  оо

f(x) — чзгараланган булганлнги учун а  (Я,) вл (3(Я) лар хам чега- 
раланган:

оо со

цз(>.)1 < £ - -  ) ' i m > , d i
— оо — оо

(8.12) дан топилган  сс (Я) ва (3(a) ларни  (8.10) ечим га куй
сак, (8 .4 )тен глам а  ва (8.5) бош ланрич ш артни  кан о атл ан ти р у в-  
чи функцияни хосил ки лам и з:

ОС ОС

и(х, т) = ■—  j dk  | /(;) [cos Я.г cos Н  +  sin kx  sin Я;] е ~ х х d \  =

—оо — со
ос ос

-  - J  j dk \ /  (I) cos Я [х — I) е~}'н  dl.  (8.13)

—со ~ о о



Ш у билан ч ег а р а л а н м а г а н  м еталл  стерж ен да  иссикликнинг тар- 
цалиш  м а саласи  ечилади.

Энди (8.13) интегралларда иьтеграллаш тартибини узгартирамиз:
оо ос

u(x, T ) =  - L  [' f (I) |  f  CCS ?. (x — l ) d  x j  dt .  (8 .! 4)
—oc —oc

Катта кавс ичидаги интегрални хиссблаймиз: л =  алмаштирпш ба-
V т

х — £
жарамиз ва —- ^  — со деб белгилаш киритамиз, натижада 

7 т
ос ос

е_?к2т cos Я(а' — t )d'K =  - 4 ^  | e_ ° 2 cos ссо da =  /(оо)
— 00

хосил булади. Бу ерда

/  (со) — I е ° 2 cos aco d a

uc  ̂ _
булиб, / (0) \ e~° da  л — Пуасссн интегралидир. / (со) функ-

— 00
циядан хосила олиб, интегрални булаклаб интегралласак, куйидаги 

дифференциал тенгламага келамиз: /'(®) —— ~  ^ Vе0)- Теигламанинг
(О2

4 _ .----
умумий ечими /(со) =  Се га тенг булиб, ихтиёрий /(0 ) = У  л —С \ з -

со2
- —_  4”

гармасни топиб, урнига куйсак, /(со) = ]  яе булади. Интеграл эса

е cc s ш — c)dk — —— /(со) =  | —

( х —  Ё)2 
4т

£
— оо

га тенг булади. Бу цинматни (8.14) формулага цуямиз:

ОС

и(х, т) =  — I — i /(£)*? ‘Т dz.  (8.15)
2^ J o

Энди т =  а 2/ эканини х;исобга олсак,
00 (у—Г/2

Ф ,  t) =  -  * I Ш е  40 d t  (8.16)
2al лГ

'  —  Оо

булиб, берилган — - =  а 2 ~  теигламанинг г ы L „ =  /Ос) бошлангич
dt дх2 ■ 1 г=с

шартни кансатлантирувчи ечими булади.



Агар | х — х0 1 <  е цийматда fB(x) — и0 узгармас, | х — х01 >  б да
О га тенг булса, яъни бошлангич иссиклик таксимоти иссиклик им- 
пульсидан иборат булса, у ^олда куйидаги интеграл хосил булади ва 
унга урта ^иймат ^а^идаги теоремани цуллаб, ушэуга эга буламиз:

*0 + 8 (х—а)г (*— j)*
. и0 С 4ан t  _  2ги0 е 4аЧ =

2 a V n t  J 2ayrnt
х0—г

(jf—I)*
1 4 a*t
- = - - e

Spc 2aY nt

Б у ерда I  x0 — e <  £ <  *0 +  e интервалдаги ихтиёрий ну^та ^2ем0 =
0 \

=  —— га тенг . Агар юборилган иссиклик ми^дори 0О =  Spc булса, 
Spc )

(■х-Ъ1

i h r e ( 8 | 7 >

е -> 0  да ва (8.17) ечим ну^талч исси^лзк импульсига ута-
ди, яъни параметр £ =  *0 цийматдаги фуядаменгал ечимга айланади:

( Х — Х 0 ) г

. 1 4 аЧ

t} “  1 ^ Г е

Б у  ф ункциянинг графигини t нинг берйлган  турли  м усбат  ^ий- 
м а т л а р и д а  чизсак, Гаусс эгри чизицларини ^осил ^ и л а м и з  
(u ( x , t ) ф ункция  ва унинг графиги  э^ти м о лл ар  н а за р и яс и д а  

м у^им рол у й н ай д и ) .
1 -м  и с о  л. Исси{уликнинг бош лангич  таксимоти:

ft \ _  [  wo> агаР xi <  х  <  х 2 булса,
1\х) — |  о, агар х < х х ёки х  >  х2 булса

( 121- шакл).
(8.16) формуладан фойдаланиб, масаланинг ечимини ёзамиз:

(г-Е)2

и (* ,0 = — т = Н «  ^  <%■ (8 18)2aV n t  I

Бу функциянн куйидаги эхгимоллар 
интеграли оркали ифодалаймиз (14- 

_1-------- 9 бобга iv)’

--------7  <819>
0

Х ^и катан , (8.18) ечимда — — - = и  
121- шакл. ‘ 2ау t
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алмашшриш бажарамиз. d l =  — 2 a \ r td\x. эканини ^исобга олиб, ушбу- 
га эга буламиз:

2 a V t 2 aVt
х—xs
2 aVt

«(лг, /) =  — J  e “’ ^ = , 7 =  j  « u’d n =
lo

(8 .20)

JC—Xi
2aVt

_Uо 

2 2aV t
Ф1 * = * 1  _ ф  f i r - * -

2 a V  t

Ф(г) функция учун махсус жадвал мавжуд. Унинг графиги 122- 
шаклда берилган.

2- м и  с о л. Иссшушкнинг бошлангич тацсимоти:

Кх) =
W° ( 1 — Т г  0 < х < 1 >

и0 (2 Н— —), ■—I ^  0,

о, х \ >  I ва I * К  — /

123- шакл.

булсин (123-шакл). У  ^олда (8.16) формуладан:

о (х—I)1 i (*—£)*

* • ' )  -  1 У Г I  ( ' +  т ) '  “  “ Е + 1 * -  J ( '  - т *
—г о

*  ̂ =  \it dz, — — [2а У 1  d\i алмаштириш бажарамиз. Натижада ечим
2 а У Т

цуйидаги куринишга келади:

х.+1_ 
2а V t 2 a Y i

2аУ?
л:-/ 

2а VT
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9- §. Ф азода исси^ликнинг тарцалиши

Уч улчовли ф а зо д а  нотекис ци здп рилган  ж исм  бери лган  б у л 
син. Унинг хар бир н уктаси даги  иссиклик t пай тда  и(х,  у, z, t )  
ф ункц ия  о ркали  ан и кл ан ад и . И сси кли к  майдони — с к а л я р  м а й 
дон булиб, биз а н а л и зд а  унинг стац ионар  майдон булган  ^оли- 
ни курган  эдик, яъни иссиклик в актга  боглиц эм ас  эди. Б у  ерда  
с к а л я р  майдон ностацион ар  булган холни, яъни t га богли к  
булган  холни курам из. Агар t нинг тайин цийм атида и(х,  у , г, t) 
иссиклик бир хил к и й м атлар и и  цабул  килса, изотерм ик сирт 
(ю к сакл и к  сирти) хосил булади. Бу  сирт вац т  узгар и ш и  би
лан  у згаради .  И сси кли к  и нинг энг катта  узгари ш  тезлиги  
и ф ункция  градиенти  й у н али ш и да  булади:

, ди . ди ~ t . ди ~Т
grad и =  —  i - г  —  ] т  —  k ■

дх ду дг

И зо тер м и к  сиртнинг хар  бир н уктаси да  гради ент  шу сиртга 
ут к а зи л га н  ва иссикликнинг ортиб  бориш и томоннга ц ар аб  
й у н алган  норм ал  билан  устма-уст  туш ади  ва унинг модули 
куй идаги га  тенг булади:

И зотерм и к  сиртнинг кичик булаги До д ан  Д t в ак т  ичида 
утади ган  иссиклик оь;ими

AQ =  ~ - k ~ A a - A t  (9 п
ctn ' ‘ '
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ф о р м у ла  билан  ан и клан ад и : бунда & =  const  — к а р а л а ё т га н  му- 
хитнинг иссицлик у тка зу в ч а н л и к  коэфф ициенти  (ж исмни бир 
ж инсли  ва нзотроп деб  х и с о б л а й м и з ) . М айдон  н азар и яси дан  
м аъ л у м кн , нормал  вектор йуналиш и буйича олинган  хосила 
grad и нинг шу н орм алга  туш и ри лган  ироекциясига  тенг, яъни

ди ,=  grad и ■ п .
дп

ди.
п — нормал буйича йуналган бир лик вектор. -

дп
(9.1) формулага цуйиб, ушбуни хосил киламиз:

A Q — — kn -  grad и А а  • А/.

нинг I ict)o дасини

(9.2)

Бу формулада — /г grad и =  А деб олсак, Лп =  пр/г А =  — k n  grad и 
булиб, иссицлик окими AQ =  A nAoAt  булади. Жисм 5  сирт билан 
чегараланган булса, ундан чикаётган исснклик окими At вацтда 
цуйидагига тенг булади:

Q =  А /•■£'(£ A ndo,
s

бунда А п А векторнинг ташци нормалга проекцияси (124-шакл).
(9.3) ф орм уладаги  сирт и н тегралига  О строградски й  — Гаусс 

теорем аеини ”

(9.3)

куллаимиз:

i  А,л а f f f d i v l d K .

Бу ерда V S  сирт билан чегараланган жиемнинг ^ажми ва div А =

(д -и  , д-и , д2и'~ и \  л д 2 З 2 , д 2k А и. Д  — ----- 1------ j- - - - - - - - -
dx2 ду- dz2

=  —kd lvg radu-^— k
~ \д х 2 ду'1 д~2

—Лаплас оператори дейилади.
V ^ а ж м г а  кирувчи Qi иссицлик мицдори бу ^ а ж м д а г и  модда  

х ар о р ати н н  кутариш га  кетади  ((9 .3) ф о р м у лад аги  Q нинг ишо- 
раси га  тескари  булади) ва уш буга  тенг булади:

Qi = k A u d V

Ф а р а з  ки лай ли к ,  ж и е м д а  иссицлик 
м а н б а л а р и  м а в ж у д  булсин. У ларнинг 
зичлиги F ( х, у, z, t )  булсин. У холда 
(/, t - \ -A t )  о рали ц д а  ж иемнинг к а р а л а - 
ётган кисмидан  Q2 мицдорда исснклик 
а ж р а л а д и  ва бу исснклик (юцори т а р 
тибли чексиз кичик мицдор аниклиги- 
д а )

q.> =  M ^ { F ( x , y , z , l ) d V

(9.4)

124- шакл.
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ф о р м у ла  ёр дам и да  ан и ц лан ади . У ^ о л д а  W  ^ а ж м д а г и  и ссиклик  
ми^дори Q 1 +  Q2 йигиндига тенг булади. Б у  иссиклик ми^дори- 
ни бонщ ача йул билан, 5  сирт билан  ч ега р а л а н га н  ж и см  нук- 
т аси даги  исси^ликнинг узгари ш и н и  хисобга олган  ^о л д а  хисоб- 
лай м и з .  (х, у, г )  н у к тад а  At в а к т  о р ал и ги д а  иссиклик к^уйида- 
ги м икдорга  у згаради :

и (х, У, г, t  +  At) — и (х, у,  z , t )  =  ^ - A t .
dt

А V элементар хажмни караймиз. А/ ва^тда нуктанинг харорати

— At  га кутарилган булса, AV элемент хароратини шу даражага ку- 
dt

таришга сарф булган иссиклик мицдсри куйидагига тенг булиши 
равшан:

c o A V — At ,
dt

бунда с — модданинг солиш ти рм а иссиклик сигими, р — зи чли 
ги. V" х а ж м д а  х а р о р а т  кутар и л и ш и га  сар ф  булган  исси^ликнинг 
ум ум ий микдори бундай  булади:

Q3 =  A / f f J c p - | d V '  =  Q1 +  Q2.
V

Демак,

№ cp% d V = № k A u d V + № F(-x- у' z' t)dV-

(9.6)

Бундан

булиб,

с р  ~  - k A u  — F ] d V  =  0 (9.7)

с р  —  — k A u  — F =  0 (9 .8 )
dt v 1

тенгламани хосил циламиз. Икки томонини с р  га булиб юборамиз, 
У ^олда

—  = a 2 A u  +  -  F (9.9)
dt ср v

чизикли  бир ж и н сли  б у лм аган  иссиклик т а р к а л и ш  т е н гл ам аси га  
келам и з .  Агар ж и с м д а  иссиклик м а н б а л а р и  м а в ж у д  б у лм аса ,  
F =  0 булиб, т ен гл ам а  бир ж и нсли  тен гл ам а га  ай л ан ад и :

du о . о /  d2u , d2u , d2u \  /п  i—  = а 2Ам =  а2 ------------------ ------ . (9.10)
dt \  dx2  ду2 дг2J v

f~k
Бу ерда a = y  — — >;арорат утказувчанлик коэффициенти. Бу 

тенгламанинг бошлангич шарти
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и(х, у , z, 0) =  м \t=Q — f  {х, у , Z), (9.11)

чегаравий шарти
r id  _,

h[ u\  г — и]. (9.12)
, д« k — 

дп

кури ниш да  булиши мумкин. Б у  ерда Г — сиртнинг чегараси , 
h — иссиклик  ал м аш и н и ш  коэффициенти, и — таищ и му^ит ^а- 
рорати .

А гар  ж и см  иссицликдан и зо л я ц и ял ан ган  булса, h =  0 булиб, 
ч егар ави й  ш ар т

ди = 0 .  (9.13)
дп

А гар иссиклик ал м аш и н и ш  коэфф ициенти  ж у д а  катта  булса  
(h-^ooб у л с а ), (9.12) ф о р м у л ад ан

и \г  =  и (9.14)

келиб  чицади, яъни ж и см  ч егараси д аги  иссиклик таш ци  му^ит 
^ а р о р а т и га  тенг булади.

(9.10) тен гл ам ад ан  ^ а р о р а т  г  га боглик; б улм аса ,  текислик- 
д а  иссиклик т а р ^ а л и ш  тенглам аси :

да __ 2 /  д2и . д2и 
dt \  дх2 ду2

^осил булади. Агар и ф ункц ия  z га ^ам , у  га ^ам  боглиц б у л 
м аса , м етал л  стерж ен д а  иссиклик т а р ц а л и ш  тен гл ам аси  ^осил 
булади :

да __ 2 д-и
dt дх2

10-§ . Л аплас тенгламасига келт филадиган 
масалалар. Четки масалаларни ифодалаш

Б у  п а р а г р а ф д а
Дм =  0 (10.1)

Л а п л а с  тен гл ам аси га  кел ти р и л ад и ган  баъ зи  м а с а л а л а р  ц а р а л а -  
ди. Т енглам ан и н г  дек арт ,  ци ли ндрик  ва сф ери к  ко о р д и н атал а-  
р и д аги  куриниш и куйидагича:

д2и . д2и . д2и



Л а п л а с  тенглам асин и  кан о атл ан ти р у вч и  и ф у н кц и я л ар  г арм о
ник функциялар  деб  атал ад и .

I . Б и р  ж и н с л и  ж  и с м д  а и с с и ц л и к и и н г с т а ц и о 
н а р  т а к с и м о т и  м а с а л а с и. а  сирт билан  ч ега р а л а н га н  
бир ж и н сли  V х а ж м л и  ж н ем  берй лган  булсин. Ж и см н и н г  турли 
н у ^ та л а р и д а  иссиклик  м а н б а л а р н  булм аса ,  F =  0 булиб, (9.10) 
т ен гл ам а

ди 0 /' д2и , а 2и , д2и \
—  =  а- I ------- 1---------- 1-------

dt \ дх'2 ду2 dz2 /
ни хосил калган эдик. Агар жараён стационар (урнашган) булса, яъни 
харорат вактга борлик булмасдан, балки жисм ну^таларининг коор-

динаталарига боглик булса, у холда —  =  0 булади ва и харорат

Лаплас тенгламаси
dt

—  +  —  +  —  =  0 (10.3)
дх2 ду2 дг2

ни кан о атл ан ти р ад и .  Бу  (10.3) т ен глам ан и н г  четки м а с а л а с и д а  
а  сиртдаги  х а р о р а т  бери лиш и керак :

и\ = f ( M ) .
| ст

Ш ун дай  ^илиб, V х а ж м  ичида (10.3) т ен гл ам ан и  цан оатлан -  
тирувчи ва ст сиртнинг .\ар бир М  ну^ таси да  берй лган

и I = f ( M )  (10.4)
|а

кийматни 1\абул килувчи и (х, у , z) функциянн топиш керак. Бу  маса- 
ла Дирихле масаласи ёки (10.3) тенглама учун биринчи четки ма- 
сала деб аталади.

Агар сиртнинг .хар бир нуктасида харорат эмас, балки иссиклик окими

берйлган булиб, у —  (нормал вектор йуналишдаги хосила) га про-
дп

порционал булса, сиртда (10.4) четки шарт урнига куйидаги шартга 
эга буламиз:

V  = g ( M ) .  (10.5)
Oil о

(10.3) тен глам ан и н г  (10.5) четки ш артни  кан о атл ан ти р у вч и  
ечимини топиш м асал аси  Нейман масаласи ёки иккинчи четки 
масал а  деб а тал ад и .

Агар  иссиклик т а р ^ а л и ш и  г  га богли ^  б улм аса , м а с а л а  те- 
ки сли кдаги  Л а п л а с  т е н гл ам аси га  келади . Четки ш ар т л а р  текис- 
ли к даги  контурда б а ж а р и л а д и .

II. С у ю  i\ л и к  ё к и  г а з н и н г  п о т е н ц и а л  о и м и. 
У з л у к с н з  л и  к т е н г л а м а с  и. о  сирт билан  ч егар ал ан ган  
Q х аж м  ичида сую цлик о ц ад и ган  булсин. р — сую ^лик  зичлиги 
булсин. С ую клик  тезлигини

v =  vx i +  v i  +  v k  ( 10.6)
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билан белгилаймиз, бунда vx, уу, vz — вектор v нинг координата щ -  
ларидаги компоненталари. Q хажмдан s сирт билан чегараланган ки
чик со хажм ажратамиз. У холда Д t вакт ичидаги s сиртнинг ^ар
бир Д s элементи оркали A Q  =  p v  п A s  A t  миедорда суюклик оциб 
утади. Суюкликнинг умумий Q микдори куйидаги интеграл билан 
ифодаланади:

Q =  Д /  p iT d T  (10.7)
S

Бунда d s  =  п ds булиб, п — таищи нормал буйича йуналган бирлик 
вектордир. Иккинчи томондан t паш да со ^ажмдаги суюклик микдо
ри бундай булади:

р da).

At  вацт  ичида сую клик мицдори, зичликнинг у згар и ш и га  бино- 
ан, цуйидаги м икдорга  узгар ади :

Q =  J  J J  Д pdco Д t J j  J d c o .  ( 10.8)
(О 0)

со ^ а ж м д а  м а н б а л а р  йук деб  ф а р а з  цилсак , (10.7) ва (10.8) 
и ф о д ал а р н и  тенглаш  мумкин. At  га ки скарти ри б , ушбуга эга 
булам и з:

ри  d s  =  J J J - ^ - d c o .  (10.9)
0)

Тенгликнинг чап цисмидаги сирт ин тегралини О строградский  
ф о р м у ласи га  кура  а л м аш ти р сак ,  (10.9) тенглик  бундай кури- 
нишни олади:

Т  1 - / 1 С С С д о ,
- - d  соJ J j  div (р v ) d  со =
at

еки

4 f - d i v ( p a j = 0  (10.10)
at

булиб, d iv (pu )  ни очиб ёзсак,

д Р d(pvx ) д(р уу ) д (р vz ) =  0  ( Ю Ю ' )

dt дх ду дг

сициладиган суюклик оцимининг узлуксизлик тенгламаси хосил була

ди. v ни куйидагича цабул циламиз:



ди. ( 10. 10) тенгламада суюклик сицилмаса, р =  const ва —  =  0 бу-
dt

бунда р  — босим, k — утказувчанлик коэффициенти, »  X —  ,
d t  dt

X =  const. Буни (10.10) узлуксизлик тенгламасига цуйсак,

- l * E  = ± l k *P)  +  ± ( k *E)  +  ± ( k t o
dt dx  V dx j  dy  \  d y )  dz  \  dz 

ни хосил киламиз. Агар k узгармас сон булса, тенглама

^  = р (10.11)

куринишни олади. Бу исощлик утказувчанлик тенгламасига ухшай- 

ди. ( 10. 10) теь 

либ, тенглама
div v =  0

куриниш ни олади . А гар  ^ а р а к а т  потенциал  булса,

v =  grad ф

булиб, ( 10. 10) т ен гл ам а  уш бу куриниш ни олади :

div grad <p =  0
ёки

+  + i i s  = 0 , (Ю.1 2)
dx2 d y 2 dz2

яъни v  тезликнинг <p потенциал функцияси Лаплас тенгламасини 
цаноатлантирар экан.

Купинча v  тезликни v  =  — grad р  деб цабул цилиш мумкин, 
бунда р  — босим, kx — узгармас сон. У  ^олда р  босимга нисбатан 
Лаплас тенгламаси ^осил булади:

—  +  —  + —  - 0 .  (10.13)
dx2 ду2 дг»

(10.12) ёки (10.13) т е н г л а м а л а р  учун четки ш а р т л а р  цуйида- 
гича берилиш и мумкин:

1 . о  сиртда  и зл а н а ё т га н  р  ф ункц ияни нг ц и й м атл ар и  —  бо- 
сим лар  берилади:

р \  = f ( M ) .
I о

Б у  Дирихле масаласи.

2 . о  сиртда — —  нормал буйича ^  оси л а цийматлари берила-
dn

ди — оким сирт оркали берилади:-

дР __ „/лл\



Бу Нейман масаласи.
3. а  сиртнинг бир кнсмиди р  — бссимлар, яна бир кисмида ходи

ла —-  берплади. Бу Дирихле —- Нейман масаласи.
дп
III. С т а ц и о н а р  э л е к т р  т о к и н и и г п о т е  н ц и а л и. Бирор V 

хаж м н и  тулдирувчи бир жинсли мухитдан хар  бир ну к/гаси даги з-14-

лиги /  (х, у,  z) вектор булган электр токи утсин. Ток зичлиги влкт- 
га боглик эмас ва V хажмда ток манбалари йук деб фараз киламиз. 

~ >■
У вактда I векторпинг окими нолга тенг булади:

f  f  7 d s  =  о.
.s'

Остроградский формуласини куллаб,

I | I dS  И  И  d iv I dV  -= 0 дан div /  -  0 (Ю.14)
'.s' " V '

деган хулосага келамиз. Агар мухитнинг утказувчанлигини X деб,

электр кучини Е деб белгиласак, ток зичлиги умумлашган Ом к о 
нуни га кура:

7  } . Е (10.15)

булади. Жараёи стационар булгани учун векторлар майдони Е  уюр-

масиздир, яъни rot Е  — 0, демак, векторлар майдони потенциал май- 
дондир. Шундай скаляр функция мавжудки, ушбу тенглик уринли 
булади:

Е ' =  grad ф. (10.16)
(10.15) га (10.16) ифодапи куямиз:

/  =  Л, grad ф. (10.17)

(10.17) ни (10.14) га куйиб,

Л div (grad ф) == 0
ёки

л . 4- !*L =  о (10.18)
дх2 ду* дг°

Лаплас тенгламасини хосил киламиз. Уни берилган четки шартларда

ечиб, ф скаляр функциями, сунгра (10.16) дан Е ни, (10.15) дан I ни 
топамиз.

1 1 - §. Д и р и х л е  м а саласи к и  х а л к а  учун ечиш

к ] : х~+ У~ =  R]  ва k2 : х2 +  у 2 =  Щ айланалар билан чегарлланган 
D  сохада (халкада) Лаплас тенгламасининг ушбу

U\ =  «!, ( П . 1)
1̂ 1
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и \и ~ и* ( 1 1 2 )

чегарави й  ш ар тл ар и  б ери лгаи даги  ечимини топамиз, бунда И\ 
ва и о — у зга р м а с  сонлар .

Л а п л а с  тенглам аси н н н г  ц и ли ндрик  к о о р д и н а та л а р д а  ё зи лган  
( 10. 2')  тен гл ам аси д аи  2 ва ц л а р га  боглнц  б у лм аган  т е н г л а 
мани ёзамиз:

д-и , 1 да _  q  

дг- г дг

Бу тенгламани интеграллаб, ушбуни топамиз:

и =  Cjln г  — с.2. (11.3)

( П . 1) ва ( 1 1 .2) чегаравий шартларда с\ ва с2 ларни топамиз:

(их =  In /?! - г  с., 
и2 =  с\ In R., ~  с2.

„  iu — их и. In/? о — и* in RiСистемадаи с, =  ------— > с0 =  —------ -------=------ - ларнинг кииматини
7 R* . /?8In ----  in ----

Ri R i
(11.3) га куйиб, масаланинг ечимини хосил киламиз:

г  г
IL, in —  — и 1 1п ----

-  ’ Rl . (11.4)
R  2 

in —1 
*1

12- §. Д и р и х л е  м асаласи н и  д о й р а  учун ечиш

x2-\-y2 =  R 2 дой ра  бери лган  булиб, унинг ай л а н а с и д а  бирор 
f(q?) ф ункция  бери лган  булсин (ф— кутб бур чаги ) .

Л а п л а с  тен гл ам аси н и  кутб к о о р д п н а та л а р п д а  ( ( 10.2 )̂ да  
z  =  0 деб) ёзам из:

д^и , 1 ди j 1 д^и __q ( 1^ 1)
дг2 г дг  лЗ а ф-

Фуккциянинг дойра айланасидаги киймати берилган:

и\ = f (  ф). (12.2)
I г = Я

Ечимни
и =  Ф  ( ф ) • R  (г) (12.3)

деб ф а р а з  килиб, Ф урье  усули дан  ф о й д ал ан ам и з .  Х р си лалар  
олиб, ( 12 . 1 ) т е н гл ам а га  куям из:

г2 Ф (ф) R" (г) +  г Ф (ф) R' (г) +  Ф" (ф) R (г) =  0 . 

Узгарувчиларни ажратамиз:
Ф”(Ф) _  г - Р ’ ( п - - П Г  in _  р  ^ 2А)
Ф (ф ) R {П
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Бундан иккита тенглама хосил булади:
Ф" (ф) — к2 Ф (ф) =  0, (12.5)

г 2Р" (г) 4 - г R' (г) — k2R (г) =  0. (12.6)

Биринчи (12.5) тенгламанинг умумий ечими:

Ф(ф) =  А c o s /ёф В s ink  у ,  (12.7)

иккинчи (12.6) тенгламанинг ечимини R(r)  =  тт куринишда излаймиз. 
Бу ерда т  ни топиш керак. г п ни (12.6) тенгламага куйиб, ушбуни 
хосил киламиз:

о / ,ч гп—2 , т —1 «о т ,лг~т (т — 1) г 4- гт г — к-г = 0

ёки
/72" —  k2 =  0.

£ _£
Бундан m =  ±  к экани куринади. Хусусий ечимлар г ва г бу- 
либ, умумий ечим:

R =  Crk -+- D r~ k (12.8)

булади. (12.7) ва (12.8) ларни (12.3) формулага куйсак, ушбу хосил 
булади:

ик =  (Ak cos к ф +  Bk sin k ф) (<Ckrk +  D kr~k). ( 12 .9)

Биз доирада узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. г — 0 булганда
(12.9) формуладг Dk= 0 булиши керак. Агар к =  0 булса, (12.5), (12.6) 
тенгламалардан:

Ф " (ф) =  0, r R " ( r ) + R ' ( r )  =  0.

Буларни интеграллаймиз ва и0 =  (Л0 +  Б 0 ф) (С0 +  D 0 In г) ни хосил 
киламиз, (12.9) билан к — 0 да солиштириб, Во =  0, D 0 =  0 эканини

топамиз. У вакд-да и0 =  булади. Бу ерда -у  =  Л 0С0 деб белги-

ладик. к =  1, 2, . . . , п, . . . мусбат кийматлар билан чегараланамиз. 
Ечимлар йигиндиси яна уз навбатида ечим булгани учун

и (г, ф) =  —  +  V  (ап cos п ф +  bn sin п ф ) г \  (12.10)
~ jtmwd«=1

Бу ерда ап =  Сп-Ап, Ьп =  Сп-Вп деб белгилаш киритдик. Энди их- 
тиёрий ап ва Ьп узгар.масларни четки (12.2) шартдан топамиз: г  =  R  
да (12.10) дан

/  ~  +  X 1 (ап cos п Ф’ +  bn sin п ф) R 1. (12.11)
/гтгА
/:=1

Бу тенгликдан
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— —  ( f (t) cos nt at. bt
л R ' л Rr

f ( t ) s \ n nt d t  (12.12)

коэффицнентларни аниклаб, (12.10) га куямиз. Тригонометрик алмаш- 
тиришни бажарнб, ушбуни хосил киламиз:

а {г, ф) -  1 /  (t) dt +  — V ]  | f  {() cos п (t — ф) dt ( f  =
2 л . '  л  j—J . \ R

,ч=  I —л

2 л ,
/  ( / )  I 1 + 2  V  ( —  ) С 05 п  ( /  —  Ф

а=1

г , п  

к
) ] л

2 л /(0

( -̂Ф) -! в
2 л —
Ч= I

2
t// /(0

J  (t—q) \п 

R R
dt —

_ l_  

2 л д  о

1
2 л

J - eiU~V
R

_  - t  к-ч» 
/?

/ ( о
2 —  cos (t — ф) 

R

dt  =

2 л
/ ( / )

R°- — r2

R- — 2 R r  cos (/ — ф)-[- г2
с//. (12.13)

Б у  (12.13) ф о р м у ла  Пуассон интеграла дей илади . Д ири хле-  
нинг дойра учун куйилган масаласининг и (г, ф) ечими П уассон 
интеграл  ига келди. Б у  ф о р м у л а  (12.1) тен глам ан и  цан оатлан -  
тиради  х ам да  r ^ R  д а  и (г, ф ) - ^ [  ( tp ) , яъни ечим булади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1 Иккинчи тартибли бир жинсли хусусий хосилали тенгламаларнинг тур- 
ларини айтинг.

2. Бошлаигич ва четки шартлар нима?
3. Даламбер усулини баён килинг.
4. Фурье усулини тушунтириб беринг.
5. Тенглама учун Коши масаласини тушунтириб беринг.
6. Дирихле масаласини ифодаланг.
7. Нейман масаласи ^андай куйилади?
8. Тенгламани Фурье усули билан ечишда ечим кандай куринишда б у 

лади?
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ЭХ ТИ М О Л Л И К  Н А ЗА РИ Я С И  ВА М АТЕМАТИК  
СТАТИСТИКА

1 - § .  ^ о д и с а л а р  алгебраси

Э хтим оллик назари ясп  асосида м атем ати к ан и н г  бош к а бу- 
ли м лари д аги  каби бирор бошлангич туш у и ч ал ар  ва т а ъ р и ф л а р  
ётадп. Унда и ш л ати лад и гаи  асосий ту ш у и ч а л а р д а и  бири ходи- 
садир.

Э хтим оллик и азар и яси д а  ходиса деб синов (т а ж р и б а )  нати- 
ж ас и д а ,  яъни м аъ лум  ш ар т л а р  м аж м у и  а м а л га  ошиши нати- 
ж а с и д а  руй бериши мумкин булган  хар  ^а н д а й  ф актни ай ти 
лади . Х рдисаларн и  о д атд а  А, В , С  ва х. к. х а р ф л а р и  билан  
белгилан ади .

Х од и сал ар га  м исоллар:
1. Туидаи бир м а р та  \ i \  отиш да нишоига текки зиш  ( т а ж р и 

ба — ук отиш, ходиса — уцнинг нишоига теги ш и ).
2. Т ангани  уч м ар та  т а ш л а ш д а  икки м ар та  герб туш нш и 

(таж р и б а  — тангани уч м арта  та ш л а ш , ходиса-— икки м арта  
герб туш иш и).

3. Би рор  физик к аттали кн и  у л ч а ш д а  бери лган  ч е г а р а л а р д а  
улчаш  хатолигинннг пайдо булиши (таж р и б а  — физик катта-  
ликни улчаш , ходиса — берилган ч е г а р а л а р д а  хатоли кни нг юз 
бери ш и ).

Б ер и лган  т а ж р н б а д а  руй бериш и мумкин булган  барча  ходи 
с а л а р  туплам и ходи салар  майдони S  дейилади . S  га яна бу 
т а ж р н б а д а  м у кар р ар  руй берадиган  U  ходиса ва бу т а ж р и б а д а  
руй бериши мумкин б улм аган  V ходиса хам киритиладн . М а с а 
лан , битта уйин соккасини  т а ш л а ш д а  U к а м и д а  бир очко 
чи^иши, V етти очко чи 1\иши.

А гар  А  ^одиса руй берган и да  В  ходиса  м у ц ар р ар  руй берса, 
А ходиса В ходисани эр гаш тн р ад и  ёки А дан  В келиб чикади 
деб айтилади , бу ф акт  бундай  б елгилан ади :

А а В .  (1.1)

Т а ж р и б а  36 к ар тал и  д ас т а д ан  битта  }\артани торти ш дан  
иб орат  булсин. А ходиса «гиштин» к ар та ,  В  ^одиса  эса  кизил- 
белгили цартанин г чики ш и дан  и б орат  булсин. У ^олда р а в 
шанки, А а В .

14- б о б
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А гар Лс—В ва бир в акт  д а  В а А  булса, у  х олда  А ва В  ^оди- 
с а л а р  эк ви вал ен т  ёки тенг кучли деб ат ал а д и .  Б у  ф а к т  бундай  
б ел ги л ан ад и :

А =  В. (1.2)

А ходисанинг руй б ер м асл п ги д ан  иборат  ходиса унга  тес- 
к ар и  ходиса деб а т а л а д и  ва А би лан  б елги лан ад и . А  би лан  А 
х о д и сал ар  ц.арама-^арши %одис ал ар  д ей илади .

Ь ^арама-^арш и ^ о д и с а л а р г а  м и соллар : у ^  у зи ш д а  ниш онга 
текки зи ш  ва хато  кеткази ш , асбобнинг бирор в а ^ т  ин тервали  
ичида и ш дан  чикиши ва шу в акт  и н тер вал и д а  -бузилмасдан 
нш лаш и .

Х о д и сал ар  м айдонида  куш иш  ва айи риш  а м а л л а р и  ан и кл а -  
нади. И к к и та  Л ва Б  х од и садан  к а м и д а  биттасининг руй бери- 
ш и д ан  иборат  ходиса у л ар н и н г  йигиндиси  деб  а т а л а д и  ва 
А-{-В  би лан  белги лан ади .

Л ва В х оди саларн и н г  би р гали кд а  руй бернш идан и б о р ат  
ходиса у ларн и н г  купайтмаси деб а т а л а д и  ва  А В  би л ан  белги- 
л а н а д и .

1 - м и с о л. Т а ж р и б а  д а с т а д а н  битта  ^а р т а н и  тортиш  х;оди- 
саси д ан  иборат. А  ^одиса  « д ам а»  1\артасн н и н г,  В  ходиса эса 
«чилдин» к;артасининг ч и ^ц ш и дан  и б орат  булсин. У ^олда  
С = А  +  В  ^одиса  чик;к;ан к>арта « д ам а»  ёки «чилдин» булиш ини, 
Е =  А В  эса  чик;к;ан к;арта «чилдин д ам а »  булиш ини б и лди ради .

2 - м и  с о л  (В ьенн- д и а г р а м м а с и ) . Т а ж р и б а  к в а д р а т  (125- 
ш а к л )  ичида т а в а к к а л и г а  ну^ та  т а н л а ш д а н  иборат. А  о р ^ а л и  
« тан л ан ган  нукта  чаи даги  а й л а н а  ичида ётибди» ходисасини, 
В  о р кал и  эса  « тан л ан ган  нук та  унгдаги  а й л а н а  ичида ётибди», 
^однсасини б елгилай м и з. У х олда  А, А, В, В, А +  В ва А В  ^оди-
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са л а р  тан л ан ган  нуктанинг тегишли ш а к л л а р д а г и  ш три хлан - 
ган со х а л а р га  туш иш ини билди ради.

Х одисаларн и  куш иш  ва куп айтириш  а м а л л а р и  куйидаги 
х о ссал ар га  эга:

1) А + В  =  В ± А \  АВ  =  ВА.
2) (А + В )  +  С =  Л +  (В - f  С): ( АВ) С  =  Л (ВС).
3) А (В 4- С) =  А В 4- Л С;
4) А  4- V j =  Л; A - U  =  А.
5) А 4- А =  £/; АА  =  V’.

- 6) А В =  А В ; /Ш  =  Л +  5  .

Ш у н дай  килиб, хо д и сал ар  а л геб р аси д а  цуш иш  ва айи рпш - 
нинг о датдаги  б ар ч а  хоссалари  б а ж а р и л а д и ,  шу би л ан  бирга
нол ролини V мумкин булм аган  ходиса, бир ролнни эса U 
м у к а р р а р  ходиса б аж а р а д и .

1 - т а ъ р и ф .  S  х о д и сал ар  м айдонидаги  Л ва В хо д и сал ар  
учун А В =  V, яъни у л ар н и н г  бир в а ^ т д а  руй бернш и мумкин 
б улм аса ,  ул ар  биргаликдам ас  ходис ал ар  деб а тал ад и .

М и с о л .  Т а ж р и б а  уйин соккасини т а ш л а ш д а н  иборат. Л хр- 
диса  4 очко чикиши, В ходиса эса  3 га к а р р а л и  очколар  чики- 
шн булсин. Бу х °д и сал ар н н н г  б и р гали кд ам асл и ги  р авш ан .

2- т а ъ р и ф .  Агар А х 4- Л 2 +  • • • +  Ап =  U, яъни бу тажрибада 
Л j, А о, . . . , Л.., ходиса лардан хеч булмаганда биттаси руй берса, бу 
ходисалар ходисаларнинг тула гурухини хосил килади дейилади.

Хар иккитаси биргаликдамас ходисалар тула гурухини, яъни 
А х 4~ Ап 4* ■ • • -г Ап =  U, А;А, =  V (i Ф /) тенгликлар билан аник- 
ланадиган ходисалар гурухини энг куп текширишга тугри келади.

2- §. Эхтимолликнинг классик таърифи

Э хти м олли к  н азар и яси д а  хо д и сал ар  гурухидаги хар оир 
Л ходисага  танин Р ( А )  с о н — бу ходиса руй бериш  пмко- 
нининг объектив  д а р а ж а с и н и  акс э тти р ади ган  Л ходиса эхти- 
моллиги  мос хуйилади . Э х ти м о л ли кл ар  5  д ан  б и р га л и к д а м а с  
ва тенг им кониятли  Л ь Л 2, . . . ,  А п х о д и сал ар  т у л а  гурухини 
а ж р а т и ш  мумкин булган  ва кл асси к  схем а деб  ат ал а д и га н  
х.олда энг оддий ан и к л ан ад и . Тенг и м к он и ятли ли к  шуни бил- 
ди ради ки , Л ь Л 2, . .  ., А п х од и саларн и н г  хеч бири руй б ери ш да 
к о л га н л а р и д а н  хеч бир объектив  устунликка  эга  эм ас  (м а с а л а н ,  
уйин соккасининг сим м етрик  ва бир ж и н сли ги д ан  1, 2, 3, 4, 5, б 
оч ко л ар дан  исталган ини нг чикиши тенг и м кониятлилиги  келиб  
чикади). Айтилган А ъ Л2, . . . , А п ходисалар тажрибанинг элементар 
натижалари (ёки имкониятлари, холлари) деб аталади.

Э х т и м о л л и к н и н г  к л а с с и к  т а ъ р и ф  и. Л ходиса A lf Л 2,
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. . . , Ап лардан. бирор т таси амдлга ошганчда руй берсин. У хол- 
да

сон А ходисанинг эхтимоллиги  дсб атал ад и .  Б о ш к а ч а  айтган да ,  
А ходисанинг эхтим оллиги  т а ж р и б а н и н г  к у л ай л и к  берувчи нати- 
ж а л а р и  сонини унинг б ар ч а  н а т и ж а л а р и  сонига нисбатига  тенг. 

Б у  ердан , хусусан, и стал ган  А ходиса учун

Бу хоссаларн ннг исботини укувчига м аш к сиф ати да  тавсия 
ки лам и з.

1 - м и с о л .  И к к и та  уйин соккаси  т а ш л а н а д и .  Ч и ь ^ а н  очко- 
л а р  сонининг 7 га тенг булиш  эхтим оллиги  кан ча?

Е ч и ш. Уйин соккаси  олтита турли усул билан туш иш и м у м 
кин. У ларнинг хар бири иккинчи сокца туш и ш и даги  олтита  
усул би лан  ко м б и н ац и я л ан ад и .  Ш ун дай  цилиб, ж а м и  элем ен тар  
н а т и ж а л а р  сони 6-6  =  36 га тенг. А ходисага  (очколар  сони 7 га 
тенг) ц улай ли к  тугдирувчи эл ем ен тар  н а т и ж а л а р  сонини санай- 
миз. А гар  биринчи ва иккинчи с о ^ ц а л а р д а  мос р ав и ш да  1 ва 6,
2 ва 5, 3 ва 4, 4 ва 3, 5 ва 2, 6 ва 1 очколар  чикса, очколар  
йигиндиси 7 га тенг булади , яъни А  ходисага  ц у л ай л и к  тугди- 
рувчи ж ам и  6 та  н а ти ж а  бор. Д е м ак ,  и зл ан аётган  эхти м олли к  
куй идаги га  тенг: Р ( А )  = 6 / 3 6 =  1/6.

2 - м и  с о л .  Т а н л а н м а  х аки да  м а с а л а .  N  та  бую м дан  иборат  
и а р т и я д а  М  та  с т ан д а р т  буюм бор. П а р т и я д а н  т а в а к к а л и г а  п 
та буюм олинади. Бу  п та буюм ичида роса m  та с тан д а р т  
буюм борлигининг эхтим оллигнни топинг.

Е ч и ш. Т а ж р и б а н и н г  мумкин булган  элем ен тар  н а т и ж а л а р и  
ж а м и  N  та бую м дан  п гасини олиш мумкин булган  у суллар  
сонига, яъни N  та элементдан п тадан гурухлашлар сопи CnN га 
тенг. Таваккалига олинган п та буюм ичида m та стандарт буюм чи- 
кнш ходисасини А оркали белгилаймиз. Стандарт буюмлар М  та бул- 
ганлиги учун m  та стандарт буюмни олиш усуллари сони Спм га 
тенг. Колган ti — m  та буюм эса ностандарт булиши лозим: п — m 
та ностандарт буюмни N  — М  та ностандарт буюмлар ичидан эса 
СдГ!дг усул билан олиш мумкин. Демак, А ходисага кулайлик туг-

C m —r?i т гг ^Af - C v_ w га тенг. Шунинг учун изланает- 
ган эхтимоллик куйидагига тенг:

Р( А)
гп

(2 .1)
п

(2 .2 )

булиш и келиб чикади  ва, бун дан  т аш к ар и ,  

P ( U )  =  1; Р(  17) = 0 . (2.3)

Р (2.4)
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3 - § .  Геометрик эхтим оллик

Эхтимолликнинг классик  т а ъ р и ф и д а  элем еи тар  н а т и ж а л а р  
сони чекли деб ф а р а з  килинади . А м ал и ётд а  эса купинча мумкин 
б улган  и ат и ж ал а р и  сони чексиз булган  т а ж р и б а л а р  учрайдн . 
Б ун дай  хо л л ар да  классик  таъ ри ф н и  ^у л л ан и б  булм айди. Бироц 
бундай  х о л л ар да  б а ъ за н  эхтим олликни  хисоблаш нинг б о ш ^ ача  
усулидан  ф ой далан и ш  мумкин булиб, бунда хам аввал ги дек  
баъ зи  ходисаларнинг тенг и м кониятлилик  туш унчаси асосий 
ах ам и я тга  эга булиб колаверади .

Э хтнм слликнинг геом етрик т аъ р и ф и  деб а т ал а д и га н  усулдан  
тасодиф ий нуктанинг бирор соханинг исталган  кисмига туш иш  
зхтнм оллиги  бу соханинг улчовига  (узунлигига, юзига, хаж - 
м игг)  пропорционал булиб, унинг ш акли  ва ж о й л аш и ш и га  бог- 
лик  булм аган  холда ф ой далан и ш  мумкин.

А нпклик м аксад и д а  икки улчовли хрл билан ч екланам нз. 
ТекЕ:слнкда юзи S , , га тенг бирор D  соха берйлган  булиб, унда 
юзи S i  га тенг d  соха ж о й л аш ган  булсин (1 2 6 - ш а к л ) .  D  сохага  
т а в а к к а л и г а  нукта таш л а н а д и .  Б ун да  бу нуктанинг D  соханинг 
и сталган  кисмига туш иш  эхтим оллиги  бу соханинг юзига тугри 
проп орционал  ва унинг ш акли, ж о й л аш и ш и га  эса б огли ^  эм ас  
деб ф а р а з  килинади. Б ун дай  хрлда  бу нуктанинг Sd ' сохага 
туш иш  эхтимоллиги

р  - -  (3.1)

ф орм ула  билан анш утанади .
1 - м и с о л .  Квадратга  ички дойра  чизнлган. К в а д р ат га  

т а в а к к а л и г а  таш л а н га н  нуктанинг дойра  ичига туш иш  эх ти м о л 
лиги канча?

Е ч и ш. г оркали дойра радиуси узуилигини белгилаймиз. У  хол
да унинг юзи S  — пг'2 га, квадратнииг юзи эса S Ka — 4 г- га тенг. 
Изланиётган эхтимоллик эса Р  =  л/4 га тенг.
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2 - м и  с о л .  У чраш ув  х аки д аги  м ас а л а .  А ва В  к и ш и л ар  
бирор ж о й д а  соат 12 б и лан  соат  13 о р аси д а  у ч р аш у в га  кели- 
ш иш ди. У чраш ув  ж о й и га  кел ган  киш и ш еригини 15 минут даво- 
м ида  кутади , кейин эса  кетиб цолади. А гар  к у р сати л ган  соат  
д ав о м п д а  у л а р д а н  хар  бирининг келиш  п ай тлари  тасодиф ий  
ва бо гл и км ас  булса, яъни  бирининг келиш  пайти иккинчиеи- 
нинг келиш  пайтига таъсир  этм аса ,  бу ки ш и ларн и н г  учраш нш  

э^ти м олли ги ни  топинг.
Е ч и ш. А киш ининг келиш  вактини х  оркали , В киш инннг 

к ели ш  вактини эса  у  о р к ал и  белги лай м и з .  У чраш ув булиш и 
учун

\У — х\ <  15

б ули ш и зар у р  вд ки ф оядир . х  ва  у  ни тек и сл и кда  д е к а р т  коор- 
д и н а т а л а р и  си ф ати да  и ф о д ал а й м и з  (1 2 7 - ш а к л ) ,  м асш таб  бир- 
лиги  си ф ати да  1 минутни та н л а й м и з .  Б а р ч а  мумкин булган  
н а т и ж а л а р  томони 60 га тенг кв ад р атн и н г  н у к та л а р и  билан 
тасв и р л ан ди , уч р аш у вга  ^у л а й л и к  тугдирувчи н а т и ж а л а р  эса 
ш тр и х л ан ган  сохада  ж о й л аш а д и .  И зл а н а ё т га н  эх ти м олли к  эса 
ш тр и х лан ган  соха юзининг бутун к в а д р а т  ю зига  ни сбатига  
тенг, яъни

f i f ) 2 __ 2.0 4 2
Р  =  — ----- =  0,4375.

602

4- §. Ходисанинг нисбий частотаси

п та бир хил т а ж р и б а л а р  кетм а-кет  у тк ази л ган  булиб, у л а р 
нинг хар  бирида  А ходиса руй берган  ёки руй б ер м а га н  булсин.

Т а ъ р и ф .  А ходисанин г берй лган  т а ж р и б а л а р  кетм а-кетли-  
гидаги  нисбий частотаси деб  А ходиса руй берган  т а ж р и б а л а р  
сонининг у тк ази л ган  б ар ч а  т а ж р и б а л а р  сонига нисбати а й т и 
л ади .

А ходисанинг нисбий частотасини Р* (А)  о ркали  б ел ги л асак ,

Р*  (Л) =  — (4.1)
п

булади , бу ерда п г — шу А ходисанинг п та т а ж р и б а д а  руй бе- 
риш сони, п —- ж а м п  т а ж р и б а л а р  сони.

М и  с о л. Б у ю м л ар  сиф ати ни  н а зо р а т  цилиш  учун п а р ти я д ан  
т а в а к к а л и г а  100 та  бую м олинди, у л ар  ичида 4 та  буюм ярок>- 
сиз чикди. Я роц си зли к  нисбий частотасини топинг.

Е ч и ш. А орц али  я р о ^си з  буюм ч ициш идан иборат  ходи- 
сани б елги ласак ,  куй и даги га  эга  булам и з:  пг =  4, /1 = 1 0 0  ва 
Р*  (Л) = 0 ,0 4 .

Н исбий частотанипг баъ зи  х оссалари ни  исботсиз келтириб  
утам и з:

1 ) И стал ган  ходисанин г нисбий частотаси би рдан  орти^ 
бу л м аган  м ан ф и й м ас  сон, шу билаи бирга P * ( U )  =  1, Р " ( \ ’) =  0,
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2) Р * ( А  +  В)  —Р * ( А)  - г Р * ( В ) ,  бу ерда  А ва В — б и р г а л и к 
д а м а с  ходисалар .

Х одисанинг т а ж р и б а д а н  олдии ан и ^ л а н а д и га н  эхтимоллиги- ' 
д а к  ф а р 1\ли  у л ар о к  ходисанинг нисбий частотаси  т а ж р и б а д а н  
кейин топилади.

5 -§ .  Э хтим олликнинг статистик таъ р и ф и

А йтайлик, бирор т а ж р и б а  ч екланиш сиз т а к р о р л а н а д и  ва 
Х,ар бир т а ж р и б а д а н  сунг 1̂ ар ал аётган  ходисанинг нисбий часто 
таси  б ар ч а  утк ази л ган  т а ж р и б а л а р  серияси буйича хисобла- 
нади. Б ун да  уш бу н арса  п ай к а л а д и :  бош ида, у т к а зи л га н  т а ж р и 
б а л а р  булгани да , хар бир т а ж р и б а н и н г  тасоди ф и й  н ати ж аси  
ходиса нисбий частотасини сези л ар л и  у згар ти р ади . Б и рок  т а ж 
р и б а л а р  сони ортиб бориш и билан  ^ар  бир янги т а ж р и б а  нати- 
ж асин инг  таъсири  к а м а я  боради. М а с а л ан ,  мингинчи т а ж р и б а 
нинг н ати ж аси  нисбий частотани  0,001 д ан  к ам га  у згар ти р ади . 
Х одисанин г нисбий частотаси  гуё тасодиф ий б улм ай  кр л ад и  ва 
бирор сон атроф и да  т у р гу н л аш ад и . А на шу сонни к а р а л а ё т га н  
ходисанинг статистик эхтим оллиги  деб атал ад и .

М асал ан ,  агар  бпз бир ёки бир неча оила ва хатто  бирор 
кн ш лок  ахолисинн урганиш  бнлан чек л ан ади ган  булсак , янги 
т>тилган  ч а^ а л о к л а р н и н г  ж инси  буйича таксим оти  хар  ц ан дай  
булиш и мумкин. Ахолиси куп булган катта  худуднн ургани- 
л а д и га н  булса, иш б утун лай  бошь^ача булади . Б у н д а  ^и з  ва 
утил б о л а л а р  тугилиш и нисбий частотасининг тургунлиги  тули к  
нам оён  булади , шу билан  бнрга  у турли  ^у д у д лар  учун бир хил 
булиб чи^ади.

Ш вед  статистикаси  м а ъ л у м о тл а р и  буйича 1935 йилда к;из 
б о л а л а р  тугилиш и нисбий частотаси ойлар  буйича уш бу ж а д -

в ал д а  к у р сати л ган и д ек  такси м л ан ган .
Б у  нисбий ч асто тал ар  0,482 сони 

атроф и да  тебрани б  туради . Юк;орида 
баён ки лингани га  асосан 0,482 сонини 
кнз б о л а л а р  тугилиш и статистик эхти 
моллиги деб  хисоблаш  мумкин.

6- §. Амалда мумкинмас ходисалар

А м ал д а  м ум ки нм ас  ^одиса деб, 
эхтим оллиги  нолга аник; тенг б у л м а 
ган, бнроц унга  ж у д а  яцин булган  
ходисага  айтилади .

А м а л д а  м ум кинм ас  х о д и салар  эх 
тим оллик н азар и яси д а  катта  ахами- 
ятга эга, бу фаннннг б ар ч а  ам али й  тат- 
б икларн  ана ш улар га  асослан ади , бун
да ам али й  ишонч принципн деган 
кои дага  ам ал  килиниб, уни бундай  
таърифлаш мумкин:

Ой

Т угилгаи 
киз бола
лар нис
бий час

тотаси

Ям'вар 0 ,4 8 6
Фезрал 0 , 4 8 9
Март 0 ,4 9 0
А прел 0 ,4 7 1
Май 0 ,4 8 2
! (юн 0 ,4 7 8
Ию л 0 ,4 6 2
Август 0 , 4 8 4
Сентябр 0 , 4 8 5
Октябр 0 ,4 9 1
Ноябр 0 , 4 8 2
Да кабр 0 , 4 7 8

Нил буйича 0 ,4 8 2 6
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А гар  А ходисанинг берилган  т а ж р н б а д а  эхтим оллиги  ж у д а  
кичик булса , у холда бу т а ж р п б а н и  бир м арта  утказилгалм - 
да А ходиса рун берм айди деб ам али й  ишонч хосил ьилнш  
мумкин.

Б о ш к а ч а  айтганда, агар  А ходисанинг эхтим оллиги  берил- 
ган т а ж р н б а д а  ж у д а  кичик булса, бу таж р и б а н и  утказ ;:ш га  
к и р и ш аётган д а  гуё бу ходиса ум ум ан  м у м ки нм ас  дсб, яъни  
унинг рун берпш ига куз тутм асдан  иш олпб боравери ш  ке- 
рак.

А м али й  ишонч принципи м атем ати к а  в оси талари  Оллан 
исботланиш и мумкин эмас; у инсоннятнинг бутун ам али и  таж р и -  

баси б и лан  т асд и к л ан ади .
^ о д и с а н и  а м а л д а  м у м ки нм ас  деб хисоблаш  мумкин булиш и 

учун унинг эхтимоллиги  к ан ч ал и к  кичик булиши к ерак  деган,- 
м а с а л а н и  хар  бир ал о х и д а  холда  тад^ицотчи нин г узи ам ал и й  
м у л о х а за л а р д а н  келлб  чикиб хал  килади.

М а с а л ан ,  отнш да иортлатгичнннг и ш л ам ай  колиш  эхтнмол- 
лиги 0,01 булса, биз иортлатгичнннг и ш л ам ай  колиш ини а м а л д а  
м ум ки нм ас  ходиса деб хи соблаш им и з мумкин. Б и рок  с а к р а ш д а  

иараш ю тн и н г  очилмай  ь^олиш эхтим оллиги  хам 0,01 га тенг б у л 
са, биз уни а м а л д а  м ум ки нм ас  ходиса деб к а р а м а с л и гн м и з  
лозим  ва иараш ю тн и  катта  ишончли ки лиш га  х;аракат килпши- 

' мнз зарур .

У з-у  з и н и  т е  к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1 К андай  ходисалар  тасодифий, мукаррар ва мумкинмас ходис алар  д еб  
аталади? Бундай ходисалар га  мисоллар келтиринг.

2. Х оди салар  тула гурухи таърифини айтиб беринг ва мисоллар чел- 
тиринг.

3. Х одисаларнинг биргаликдамаслик таърифини айтинг ва м исоллзр  кел- 
тнринг.

4. К андай  ходисалар  эквивалент ходисалар  д еб  аталади?
5. Х одисаларнинг йигиндиси ва купайтмаси деб  нимага айтилади? М и сол 

лар келтиринг.
6. Вьенн диаграммасини иф одал айдиган  мисолни баён килинг.
7. Ходисаларни кушиш ва купайтириш амалларининг асосий хоссаларини  

курсатинг.
8. Эхтимолликнинг классик таърифини айтиб беринг. Унинг асосий х о с с а 

ларини ифодаланг.
9. Танланма хакидаги масаланинг куйилишини таърифланг ва бу мгеала-  

нпнг ечимини берадиган ф ормулани ёзинг.
10. Геометрик эхтимоллик таърифини айтиб беринг.
11. Учрашув хакидаги  масалани баён килинг ва унинг ечилиш усулини  

курсатинг.
12. Ходисанинг нисбий частотаси д е б  нимага айтилади? М исол келтиринг.
13. Нисбий частотанинг хоссаларини курсатинг.
14. Статистик эхтимоллик туш унчаси кандай киритилади?
15. Ходисаларнинг ам алда мумкинмаслик принципи нимадан иборат? Ми

сол келтиринг.
16. Амалий ишонч принципи нимадан иборат? Мисол келтиринг.
17. 14.35— 1 4 .4 1 .J 4 .6 6 — 14.159- масалаларни ечинг.
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7 -§ .  Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликни кушиш 
теоремаси

1 - т е о р е м а .  Иккита биргаликдам ас  А ва В %одиса l l u f u h - 
дисинынг эхтимоллиги бу  ходисалар эхтимолликлари йигинди-
сига тенг, яъни

Р ( А + В )  Р  (А) т Я  (В). (7.1)

Бу теоремапи син овлар  схемаси учуй исботлаймиз. Т аж р и -  
банпнг мумкин булган и а т и ж ал а р и  п та синовда келтирилсин, 
биз уларни  яккол булиш и учун п та нуцта кури ннш да тасвир- 
лайм из:

Бу и та холдан пг таси А ходисага, k таен В ходисага  кулай- 
л и к  тутдирсин. У холда

Р( А)  -  — , Р( В)  -  -  .
п /I

А ва В ходисалар  б и р гали к д ам асл и гн  сабабли , бир вацтда  А  
ходисага  .\ам, В ходисага хам ^ у л ай л и к  тугдирувчи  холл ар ' 
нук. Д е м ак ,  А +  В ходисага  m-\-k  та  хол ц улай ли к  тугдиради  ва

Р (А  В) -  — -  -  — +  -  Я (Л) п- Р( В) ,
п п п

а т;;уни исботлаш  та л а б  этнлган эди.
I- м и с о л. Агар каб у л  килиш  ш ар т л а р и га  кура 50 та буюм- 

д аи  купи билан битта буюм яроксиз б улган да  кабул  килиш 
мумкин булса, ичида о та яроксизи булган  100 та бую м дан  
т а в а к к а л и г а  ярми олиб текш и р и л ган д а  бу иартияни нг хам м аси  
ц абул  килиниш  эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Л оркали  50 та буюмни текш и р и л ган д а  битта хам 
яроксиз  буюм чнкм аганлиги  ходисасини, В орцали  эса ф а к а т  
битта  яроксиз буюм ч икканлиги  ходисасини белгилай ми з.

Р^абул ш ар т л а р и га  кура, агар  А +  В ,\одиса юз берса, буюм- 
л ар  партияси  цабул цилинади. Л ва В ходисаларн инг  бирга- 
л и кдам асл и ги н и  х ам да  (2.4) ф ормулами хисобга олсак, ь^уйида- 
гинн хосил циламиз:

^50 ^ ! 9
Р  - Р ( А  + В )  -  Р( А)  +  Р( В)  -  - 0 , 1 8 1 .

400 СЮ0
Ш ундай  килиб, 1̂ абул ш ар тл ар и  буйича бу бую м лар  п а р 

т и я с и  0,181 э х т и м о л л и к  билан  1\абу л  килиниш и мумкин.
К уш иш  теоремаси пхтиёрий сондаги б и р гал и к д ам ас  ходпеа- 

л а р  б улган  холга хам  у м ум лаш ти ри ли ш и  мумкин.
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2- т е о р е м а .  Агар А х, А», . . . , А п ходисаларнинг %ар иккита- 
си биргаликдамас булса, у  холда ушбу формула уринли :

m  +  Л  +  . . • +  Ап) =  Р ( А Х) 4- Р ( А 2) +  . . .  ~  Р  (А п). (7.2)

И  с б о т и. Учта б и р г а л и к д а м а с  Л ь  А 2, А 3 ходисани  ^ а р а й -  
лик . 1 - т е о р е м а г а  кура

Р ( А Х 4- А2 +  А 3) =  Р ( ( АХ - г  Л2) +  Л 3) =  Р ( А Х Т Л 2) +
+  />(Л3) =  />(Л1) +  т )  +  Р(Ла).

У м ум ий холда  теорем а  м ате м а т и к  индукция усули билан  
исботлан иш и мумкин.

1- н а т и ж а .  Агар А х, Л 2, . . . , А'п ходисалар хар иккитаси бир
галикдамас ходисалар тула гурухини хосил килса, у холда улар 
эхтнмолликлари йигиндиси 1 га тенг:

/>(Л1) +  / >(Л2) +  . . . -г  Р  (Лл) =  1 . (7.3)

И с б о т  и. Бир томондан, Л ь  Л2, . . . , А п ходисалар гурухи 
тула булганлиги учун

Р ( А Х т Л 2 +  . . . + A n) =  P ( U ) =  I.

Иккинчи томондан, А х, А 2, . . .  , А п ходисаларнинг хар иккитаси 
биргаликдамаслиги сабабли

Р ( Л ,  +  Л2 +  . . .  + Л „ )  =  т )  +  Р ( / у +  . . .  + Р { А п).

Бу иккита формулани такцослаб,

Р { А х) +  Р { А 2) +  . . . + Р ( А п) = \

ни хосил ки лам и з ,  шуни исботлаш  т а л а б  ^и линган  эди.
2- н а т и ж  а. К^арама-карш и хо д и сал ар  эх тн м о л л и к л а р и  

йигиндиси 1 га тенг :
Р ( А ) + Р ( А ) =  1. (7.4)

Бу натижа 1-натижанинг хусусий холи, дархацикат, Л ва Л ходи
с а л а р  тула  гурух хосил ки л ад и  ва би р гали к д ам ас .

Э хти м олли к  н азар и яси н и н г  а м ал и й  т а т б и ^ л а р и д а  2 - н а т и ж а  
мухим а х а м и я тга  эга.

А м ал и ётд а  купинча Л х°Дисанинг эхтим оллигин и  хисоблаш - 
д ан  кура  Л ходисанинг эхтим оллигин и  хисоблаш  осонрок; б у л а 
ди. Б у  х о л л а р д а  Р ( А )  ни хисобланади  ва

Р ( А )  =  1— Р ( А )  (7.5)
ни топилади .

2- м и с о л. 7 та  оц ва 3 та  кора  ш ар  солинган  иди ш дан  та- 
в а к к а л и г а  5 та  ш ар  олинади . О л и н ган  ш а р л а р  ичида хеч бул- 
м а г а н д а  битта i^opa ш ар  булиш  эхтим оллигини топинг. .

Е ч и ш .  Л о ркали  олинган  5 та ш ар ичида хеч б у л м аган д а  
биттаси  кора  ш ар  булиш и ходисасини б елгилай м и з. У холла  Л 
ходиса олинган 1п а р л а р  ичида битта хам кора ш ар  йуклигинн
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билдиради. Р ( А )  ни топамиз. Мавжуд шарлар ичидан 5 та шарни 
С ?0 та усул билан олиш мумкин. 7 та ок шардан 5 та шарни С \  та 
усул билан олиш мумкин. Шу сабабли

Р ( А ) = ^ г =  0,083, 
с ю

бундан Р( А)  =  1 — Р( А)  =  0,917.

8-§ .  Б и р гал и к д а  хо д и сал ар  учун эхти м о л л и к лар н и  куш иш
теорем аси

Б и р гал и к д ам а с  ходи салар  учун эх ти м о л л и к лар н и  цуш иш  
тео р ем аси д ан  ф ойдалани б , б и р гали к д а  хо д и сал ар  учун эх ти м о л 
л и клар н и  кушиш теоремасинн исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Иккита биргал икдаг и %одисадан хеч булмаган-  
да бирининг руй бериш эхтимоллиги бу  %оди салар эхтимоллик
л а р и  йириндисидан ула рн ин г  би рга ли кда  р у й  бериш эхтимол- 
лигини айирилганига  тенг:

Р  (А В ) — Р (А) +  Р( В)  — Р (АВ). (8.1)

И с б о т и .  А, В  ва А +  В  ходи саларн и  ^уй и даги ча  б и р г а л и к 
д а м а с  ходи салар  йигиндиси кури ниш ида  и ф о д ал ай м и з:

А =  А (В 4- В )  =  АВ  +  АВ, В  -  В (А +  А )  =  АВ  +  А В,

А +  В =  АВ +  А В  +  АВ.
Б и р гал и к д ам а с  хо д и сал ар  учун эхти м о л л и к лар н и  куш иш  тео- 
рем аси га  кура

Р( А)  =  Р ( А В ) - \ - Р ( А В ) ,  

Р ( В ) = Р ( А В ) - \ - Р ( А В ) ,

Р( А +  В) =  Р( АВ)  +  Р ( А В )  +  Р  (АВ) .
Бу учта тенгликдан (8.1) формулани осон хосил киламиз:

р  (A - f  В) =  Р (АВ) 4- Р (АВ) - f  Р (АВ) =  Р (АВ) - f  Р (AB)' f  

4- Р  (АВ)  4- Р  (АВ) — Р (АВ) =  Р  (А) +  Р( В)  — Р  (АВ).

Теорема исбот килинди.
(8. 1) формула содда геометрик тал- 

кинга эга (128-шакл).
Учта б и р га л и к д а м а с  х°Диса й и п ш - 

днсининг эхтим оллиги  уш бу ф о р м у 
ла  буйича хисобланади :

Р ( А  +  В  4- С) =  Р( А)  4- Р  (В) 4-
Р (С) — Р (АВ) — Р  (АС) — Р (ВС) - г

4- Р  (ABC).  128- шакл.
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Э х ти м о л ли кл ар н и  куп айтириш  теоремасини баён этиш дан 
ав в ал  богли км ас  ва боглик хо д и сал ар  хаки даги  уш бу мухим 
туш ун чаии баён этам из.

1- т а ъ р и  ф. А гар  А ходисанинг эхтимоллиги  В ходисанинг 
руй берган  ёки руй б ср м аган л и ги га  боглик булм аса ,  А ходиса  
В ходисага  богликмас  д ей илади .

2 - т а ъ  р и (j). Агар А ходисанинг эхтим оллиги  В ходисанинг 
руй берган  ёки б ср м аган л и ги га  боглиц р ав и ш д а  у згар са ,  А х о 
диса В ходисага  боглш\  д ей илади .

1 - м и с о л .  О м борда  500 дона л а м п а  булиб, у л ар д ан  1С0 
таси  бир зав о д да  ва 400 таен бош ца зав о д д а  т ай ёр л ан ган .  
Биринчи заво д да  т а й ё р л ан га н  л а м и а л а р н и н г  80 фоизи м аъ л у м  
стан дартн и  кан оатлан ти рси н , иккинчи заво д  махсулоти  учун бу 
60 фоиз булсин. А ходисанинг — ом бордан  тасодиф ий  олинган  
битта  л ам п ан и н г  с т ан д а р т  ш ар тл ар и н и  кан о атл ан ти р и ш  эхти- 
м оллигини топинг.

С т а н д ар т  л а м п а л а р  ж ам и  сони биринчи зав о д д а  тай ёр л аи -  
ган 80 та л а м и а д а н  ва иккинчи заво д да  т а й ё р л ан га н  400-0 ,60  =  
=  240 та  л а м п а д а н  иборат, яъни 320 га тенг, д ем ак ,  Р ( А )  =  
=  320 : 500 =  0,64.

Х и со б л аш д а  олинган л а м п а  кайси завод  махсулоти зкан -  
лиги хаки даги  хеч кан дай  тахмип килинм ади. Агар бу хнлдаги  
тахм и н  ь^илинса, у холда  бизни ки зи ^ ти р аётган  эх ти м олли к  
у згар ад н .  М асал ан ,  олинган л а м п а  биринчи заво д да  т а й ё р л а н 
ган {В ходиса) деб ф а р а з  ки лай лик . Бу  холда унинг стан д ар т  
булиш  эхтим оллиги  энди 0,64 эмас, балк и  0,80 булади . Б ун дан  
А ходиса В ходисага  боглик деб  хулоса ч и карам и з .

3 - т а ъ  р и ф. А ходисанинг В ходиса руй берди деган  ш арт- 
да хпеобланган  эхтимоллиги  А ходисанинг В ходиса руй бериш  
шартидаги шартли эхтимоллиги деб а т ал а д и  ва Р ( А / В )  билан  
белги лан ади .

О лдинги  м исолда Р ( Л ) = 0 , 6 4 ,  Р ( А / В )  = 0 ,8 0 .
А ходисанинг В  ходисага  бо гл и км асл и к  ш артпни уш бу

Р ( А / В ) = Р ( А )  (9.1)

ф о р м у ла  оркали , б огли кли к  ш артини эса

Р ( А / В ) Ф Р ( А )  (9.2)

ф о р м у ла  оркали  ёзиш  мумкин.
К у п а й т и р и ш  т е о р е м а с и. А ва  В ходис ал ар  купайт- 

масининг эхтимоллиги бу  хо ди сала рда н бирининг эхтимолли-  
гини иккинчи ходисанинг  биринчи ходиса ру й берди деган  
шартда шартли эхтимоллигига купайтмасига тенг:

Р ( А В ) = Р ( А ) Р ( В ! А ) .  (9.3)

И с б о т п .  Т еорем ани классик  схема учун исбот ки лам и з.

9 - § .  Э хтим олликл арни  купайтириш  т еор ем аси
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Виз уларнп кургазмали булиши учун нукталар куринишида 

тасвирлаймиз.

А

А ходисага т  та хол, В ходисага эса к та хол кулаплик 
турдирсин. Бу А из В ходисалар би.ргаликда деб фараз килай
лик, демак, умуман айтгаида, А ходисага хам, В ходисага хам 
кулаплик тугдирадигаи холлар бор. Бундай холлар сопи / та 
булсин. У холда

Р(АВ) Р(Л) — .
п II

Р(В/А ) ни, яъни В ходисанинг А ходиса руй берди деган 
шартдаги шартли эхтимоллигини хисоблаймиз.

Агар А ходиса руй берган булса, у холда илгариги мумкин 
булган п та холдаи А ходисага кулаплик тугдирадигаи фа ка г 
т  та хол колади. Улардан / та хол В ходисага кулайлик туг- 
диради. Демак,

Р (В:А)
т

Энди теореманинг исботини якунлаймиз:

Р(АВ) --- — • -- Р (А )Р (В  А).
п п гп

Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
И з о х. АВ =  ВА эканини хисобга олсак, (9.3) формулани 

бундай курииишда ёзиш хам мумкин:

Р(АВ) --Р(В)Р(,4 В). (9.4)

Купайтириш теорсмасидан келпб чикадиган натижаларни 
келтирамиз.

1-н а т и ж а .  Агар А ходиса В ходисага борлиц булмаса, 
у холда В ходиса хам А ходисага бог л и к булмайди.

И с б о т и .  (9.3) ва (9.4) формулаларни таккослаб,

Р(А) Р (В/А) — Р(В) Р  (А В)

ни хосил 1\иламиз.
Р(А /В ) =  Р(А ) эканини хисобга олсак, бу ердан

Р(А )Р(В ;А ) =  Р(В) Р(Л)

нч хосил киламиз. Бу тенгликдан Р(Л) Ф  0 деб фарлз килиб,

P (B jA )= P (B )

ни хосил ^иламиз, бу эса В  ходиса А ходисага боглик эмасли- 
гини билдиради.
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Бу натижадан ходисаларнинг биргаликда ва биргаликдамас-
лиги узаро эквивалент эканлиги келиб чикади. Шу муносабат 
билан бундай таърифни киригамиз.

4-та  ъ р и  ф. Агар иккита ходисадан бирининг рун бериши 
иккинчисннинг руй бериш эхтимоллигини узгартирмаса, бу 
ходисалар богликмас деб аталади.

2- н а т и ж а. Иккита богликмас ходиса купайтмасининг руй 
бериш эхтимоллиги бу ходисалар эхтимолликларининг купайт- 
масига тенг:

Р (Л В )= Р (А )Р (В ) .  (9.5)

И с б о т и .  Р (А В ) =  Р (А )Р (В /А ) — Р (А )Р (В ) , шуни исбот- 
лаш талаб килннган эди.

Агар А ва В ходисалар богликмас булса, у холда эхтимол
ликларни кушиш уму ми и коидаси (8-§ даги (8.1) формула) Л 
ва В ходисаларнинг йипшдиси эхтимоллигини бевосита А ва В 
ходисаларнинг эхтимолликлари оркали топиш имконини 
беради:

Р(А  + 'В )= Р (А ) + Р (В )—Р (А )Р (В ) . (9.6)

2-м и с о л. Иккита мерган бир-бирига богликмас равишда 
битта нишонга карата ук узишмокда. Нишоига теккизиш эхти
моллиги биринчи мерган учун Р(А  i ) =  0,9, иккинчи мерган 
учун Р (Л2) =0,8. Агар нншоннинг яксон кнлинишн учун битта 
укнинг тегишн кифоя килса, нншоннинг яксон килиниш эхти
моллигини топинг.

Е ч и ш .  /4] ва А2 ходисалар (нишонни биринчи ва иккинчи 
мерган уриши) богликмас, шунинг учун изланаётган э^тимол- 
ликни хисоблашда (9.6) формулани куллаймиз:

Р (А 1+А2) — 0,9 + 0,8— 0,9 • 0,8 =  0,98.

Эхтимолликларни купайтириш теоремаси исталган сондаги 
эхтимолликлар учун умумлаштирилиши мумкин, чунончи ушбу 

теорема уринли.
1- т е о р е м а. куйидаги формула уринли

P(A vA2 . . . Л„) =  P iA J P iA M P iA J A .- A t  . . .

. . . P{AJA ,A2 . . .  Ап_ ,). (9.7)

Теореманинг исботи математик индукция усули билан бажа- 

рилади.
3-м и с о л .  100 та деталдан иборат гурух танланма назорат 

килинмокда. Бутун гурухнинг яро^сизлик шарти текширилаётган 
бешта деталдан хеч булмаганда биттасининг яроксиз булиши- 
дир. Агар гурухда 5% яроксиз детал бор булса, бу гурухнинг 

кабул килинмаслик эхтимоллиги ^анча?
Ё чи ш. Деталлар гурухи кабул килпнишидан иборат кара- 

ма-каршн А ходисанинг эхтимоллигини топамиз. Бу х°Диса 
бешта ходисанинг купантмаси булади: A = A iA 2A3AiÂ n бу



ерда Ak{k =  \, 2, 3, 4, 5) текишрилган k- летал сифатлп экаи- 
лигини билдиради.

Сунгра Я (Л;) =95/100 га эгамиз, чунки барча деталлар 
100 та, яроклиларп эса 95 та, А\ ход пса руй берганидан сунг 
99 та детал коладн, улар орасида 94 таен ярокли, шунннг 
учун Р(А2/А1) =  94 99. Шунга ухшаш, куйидагиларни топамиз: 
Я СА ,/А Л ,) =  93 98, Р (А,! А VA,AZ) -  92 '97 "па Р  (А,/АХА.Л{А.) =

ср. q 4 сг ) о о о  ]
=  91/96. (9.7) формула дан Я (Л) = --  • —  • —- • —  • —  =  0,77.

1 F - V _  100 99 98 97 96

Изланаётган эхтимоллик: р —Р{А) =  1— Я (Л) =  0,23. Знди ушбу 
таърифни киритамиз:

5- т а ъ р и ф. Бир неча ходисалардан исталган бири ^олган- 
ларининг исталган тунламининг купайтмасига боглиц булмаса, 
бу ходисалар биргаликда ботлицмас деб аталади.

Бу таърнфга асосан (9.7) формуладан ушбу теоремани хреил 
киламиз:

2- т е о р е м а. Агар Л ь А2, . . . ,  Ап ходисалар биргаликда 
богликмас булса, у холда бу ходисалар купайтмасининг эхти
моллиги улар эхтимолликларининг купайтмасига тенг:

Я (Л А  . . . Лл) =  Р(А Х)Р (А 2) . . . Р(Ап). (9.8)

Хусусий холда, Аи А2, , Ап ходисалар бир хил р эхтимоллик- 

ка эга булганда (9.8) формула куйидагини беради:

Р(А хА2 . . . А п) =  р\ (9.9)

10-§. >^еч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллиги

Бу э^тимолликни биз аслида (8.2) формула оркали ^исобла- 
шимиз мумкин. Бироц ходисалар сони хали унча катта булма- 
гандаё^, бу формуладан фойдаланиш катта хисоблаш ишлари 
билан боглик. Шу сабабли бу эхтимолликнп хисоблаш учун 
бошка формуладан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  Биргаликда богликмас булган Л ь Аъ . . . ,  Ап 

Ходисаларнинг %еч булмаганда биттасининг руй беришидан ибо
рат А ходисанинг эхтимоллиги

Р{А) =  Р{А1 + А2+ .. . -Мл) = 1 — ̂  . <7л (Ю.1)

га тенг, бунда qi =  Я (Л,-)

И с б о т и. А = Л 1-ЬЛ2-К .. -г Ап булганлпги учун Л ==А1 Л2. . .  Ап.

(7.5) ва (9.8) формулалардан фойдаланиб, куйидагини хосил киламиз: 

Я (Л) =  1 -  Я(Л) =  1 -  Р(АХ Т 2 . . . А )  =  4 -  Я (А,) Я (ЛТ). . '. Я(Ап)=

=  1 — qxq2 . . .  qn. Шуни исботлаш талаб килинган эди.

Хусусан, Л1} Л о, . . .  , Ап ходисалар р га тенг бир хил эхтимол-



ллккл эга булса, у хэлдл уллрдан хеч булмлгалда блттасшгшг руй 

Гериш эхтимоллигн

Р (Л )  1 с,п (у  - 1 - / 7 )  (10.2)

га тенг.
1-м и с о л .  Учта туидан отишда нишонга текизиш э^тимол- 

лиги мос равишда pi =  0,4, р2 =  0,6, Рз =  0,7, нишон яксон цилн- 
инши учуй битга у^нинг тсгиши кифоя килса, учала туидан 
бир мула огишда нишоииинг яксон цилиниш эхтимоллигини 
топинг.

Е ч и ш. А[, А2 ва А3 ходисалар ипшонни -мос равим1да би
ринчи, иккинчи ва учинчи туплардан уришни билдирсин. Бу 
ходисалар биргаликда богликмаслиги равшан (хар бир туидан 
нишонга теккизиш эхтимоллиги бошка туилардан отиш натижа- 
ларига богликмас). Сунгра qi =  l— Р\ =  0,6, #2=1—Р2 =  0,4, 
qз= 1 —Рз =  0,3. Изланаётган эхтимолликни (10.1) формуладан 
топамиз:

Р(А) 1 — qxq,q.A- 1 — 0,6 • 0,4 • 0,3 0,928.

2-м и с о л .  Спстемада мухим курилма булиб, у п та эле- 
ментдан нборат ва уларнинг хар бирининг бузилмасдан ишлаш 
эхтимоллиги (ишончлилиги) р га тенг. Агар бу элементлардап 
хеч булмаганда биттаси пшласа, курилма ишлайди. Бу цурил- 
манинг ишончлилиги берилган Р дан ортиц булиши учун у неч- 
та элементга эга булиши керак?

Е чи ш. Бу курилманинг факат барча элементлари ишдан 
чикканидагина унинг бузилиши руй беради. Элементларнинг 
ишдан чицишпнн богликмас ходисалар деб, п та элементиинг 

хаммасини ишдан чикиш эхтимоллигини топамиз: у (1 — р)п га тенг. 
Шунинг учун курилманинг бузллмасдан ишлаш эхтимоллиги

1 — (1 — р)п га тенг. Энди масала 1—(1 — р)п >  Р  тенгсизликни ^апоат- 
лантирадиган а сонни топишдан иборат, бу тенгсизлик

lg (1 р)

га тенг кучли. Масалан, элементнппг ишончлилиги р — 0,8 га, сис
тема цурилмасининг талаб килинаётган ишончлилиги эса 
Р — 0,99 га тенг булса, у холда

IgO .O l — 2 0
и >  — --------------- , яънл /?>3.

1-0.2 — 0,699

Шундай килиб, бу шартларда система учта элементга эга 
булиши кифоя.

У  з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о  л л а р

1. Биргаликдамас ^одисалар  учун эхтимолликларни кушиш теоремасини 

таърифлаб беринг.

2. Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликларни кушиш теоремасинипг 

асосий иатижаларини айтиб беринг.
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3. Биргаликда ходисалар учун эхтимолликларни кушиш теоремаеини таъ- 

рнфлаб беринг.
4. Ходисанинг шартли эхтимоллиги деб нимага айтилади?

5. Иккита ходисанинг боглицмаслиги таърифини айтиб беринг. Кандай 

ходисалар биргаликда богликмас деб аталади?

6. Эхтимолликларни купайтириш теоремаеини айтиб беринг.

7. Купайтириш теоремзеининг натижасини айтинг ва мисол келтиринг.
8. Хеч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллигини хисоблаш 

хакидаги теоремами айтиб беринг. Мисол келтиринг.

*■ 9. 14.160— 14.224-масалаларни ечинг.

11 - §. Тула эхгимоллич формуласи

Бмрор А ходиса биргаликдамас ходисаларнинг тула гурухинч 
хосил киладиган Я ,, Я 2, . . . , Н  ходисаларнинг (улар гипотезалар 

деб аталади) бири билан руй бериши мумкин булсин. Бу гипотеза- 
ларнинг эхтимолликлари маълум, яъни Я (Я,), Р(И.,), . . . , Р (Н п) бе

рилган. Бу гипстезаларнинг хар бири а мал га ошганида А ходисанинг 
руй бериш шартли эхтимолликлари хам маълум, яъни Р(А ,Н }), 
Р(А /Н2) , . . . ,  Р(А,Нп) эхтимолликлар берилган. Л ходисанинг эхтн- 

моллигнни хисоблаш талаб килинади.
Бу холда ушбу формула уринли булишинч исботлаймиз:

Р(А) / > ( / / , ) -г Р (Я 2)Р (Л ,Я 2) ^  . • . ~гР(Нп)Р(А;Нп). (11.1)

Исботи .  Я,, Н.у, . . . , Н п гипотезалар тула гурух булганти- 

гн учун А -  AU А(Н1 -Г -Г . • . 4- Нп) ЛИ, -г ЛЯ, +

— АН . Я ,, Я 2, . . . , Я„ гипотезалар биргалнкдамю, шунилг учун 

ЛЯ,, АН,, . . . , ЛЯ.( ходисалар x im  биргалчкдамле. Буларга кушч.-и 

теоремаси, кейни купайтириш теорэмасин i куллаб, куйидагинч хосил 
киламиз:

Р(А) Р  (ЛЯ,) Р(\Н.,) \ . . . + Р (А Ип) -=

Р (Н ,)Р (Л  П,\ . . . + Р (Я ,)Я (.4  Я,|,

ана шуни исботлаш талаб дилинган эдн.
М и с о л .  Имтихон билетлари ичида талаба билмайдиганлари 

хам бор. ^айси холда талаба учун у биладиган билетни олиши 
эхтимоллиги катта булади: у билетни биринчи булиб олгандами 
ёки иккинчи булиб олгандами?

Е ч и ш .  п — барча билетлар сони ва k — талаба биладиган 
билетлар сони булсин. А оркали талаба узи биладиган билетни 
олиш ходисасини белгилаймиз. Агар талаба билетни биринчи 
булиб оладиган булса, у холда бизни кизиктираётган эхтимол
лик Р(А ) =k/n  га тенг.

Агар «бизнинг» талабамиз билетни иккинчи булиб оладиган 
булса, биз бу ерда табиий ушбу иккита гипотезани куямиз:

Я] — биринчи талаба «бизнинг» талаба биладиган билетни 
олди.



Но — биринчи талаба «бизнинг» талаба билмайдигак билет
ик олди.

Бу гипотезаларнинг эхтимолликларини топамиз:

P(Hi) — — , Р (Н 2)
п

Л ходисанинг Н 1 ва II.2 гипотезалардаги шартли эхтнмолликлари 

Р(А1 H j  =  t u i .  Р(А1Нй) =
п — 1 п — 1

га тенг. (11.1) формулага кура А ходисанинг тула эхтимоллигини 
топамиз:

Р(Л) . J —  = ± .
n n — 1 n n —- I n

Шундай килиб, бизни кизиктираётган эхтимоллик иккала 
холда хам бир хил экан.

12- §. Гипотезалар теоремаси (Бейес формулалари)

Ма с а ла нн нг  купили ши. Биргаликдамас Н ъ Н г, . . . , Н п ги

потезалар тула гурухи берилган. Бу гипотезаларнинг хар бирининг 
эхтимоллиги Pf/Zj), Р (Н ,), . . . , Р (Н п) маълум. Тажриба уткази-

лади ва уиинт натижзсида А ходиса. руй беради, бу ходисанинг хар 
бир гипотеза буйича эхтимоллиги, яъни / ’ (Л/ЯД Р(А /Н2), . . . , 
Р {А Н ,г) маълум. А ходиса руй бериши муносабати билан ги

потезаларнинг эхтимолликларини кайта бахолаш, бошкача айтганда,
P(HJA ), P (H jA ) ........... Р (Н п/А) шартли эхтимолликларни топиш

талаб килинади.
Бу цуйилган масалага ушбу гипотезалар теоремаси жавоб 

беради.
Г и п о т е з а л а р  т е о р е м а с и .  Масала шартларидаги си~ 

новдан кейинги гипотезалар эхтимолликлари ушбу формулалар 
буйича хисобланади:

P (H i!A )=  P(Hi )P<A/Hi±  ( / = 1 , 2 .......... «). (12.1)

Р(Нк) Р{А Н к)

Исботи .  Купаптириш теоргмасидан:

Р{АН() =  P{A )P(H i 'A) ва Р(АН /) =  Р(Н t-)P(А!НД .

Бу формулаларни таккослаб,

P{A)P{H i:A) =  P(Hi)P(A!H l)  

ни хосил киламиз, бундан

Р(Н: )Р(А!Н; )

P ( " i A ' =  Р { А, •
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Р  (.-1) ни (11.1) тула эхтимоллик формуласи ёрдамида ифодалаб, 
исботланаётган формулами хосил киламиз:

P(H-JA) - - .[Iii }P(A/Hi ) а  = 1 ,2 , . . . ,п).

v  Р(Нд) Р(А Н к)
к= 1

Хусусан, тажриба утказилишидан олдин барча гип'отезалар тенг 
эхтимоллик, яъни Р (Н Х) — Р (Н 2) — ■ • ■ =  Р{Н„) булса, у холда

(12.1) формула ушбу куринишни олади:

Р ( А Н ( ,
Р(Н ; Л)

V  Я  (Л Яд)

М и с о л. Телевизорга урнатилган лампа иккита партиядан 
бирига pi =  0,4 ва р2 =  0,6 эхтимоллик билан тегишли булсин. 
Лампанинг t соат давомида ишлаш вацти бу партиялар учун 
мос равишда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга урнатилган лампа 
t соат бузилмасдан ишлаган булса, унинг биринчи партияга 
тегишли булиш э^тимоллигини топинг.

Е ч и ш. Иккита гипотезани караймиз:
Н х — лампа биринчи партияга тегишли;
Я 2 — лампа иккинчи партияга тегишли.
'Гажрибадан олдин бу гипотеза ларнинг эхтимолликлари:

Р (H J =  0,4\ Р Ш 2) =  0,6.

Тажриба натижасида А ходиса руй берган — лампа / соат 
бузилмасдан ишлаган. Л ходисанинг Hi ва Н 2 гипотезалардаги 
шартли эхтимолликлари куйидагига тенг:

Р(А /Н1) =  0,9; Р(А/Н2) =  0,7.

(12.1) формуладан Я , гипотезанинг тажрибадан кейинги 
эхтимоллигини топамиз:

п и  1\ 0.4-0.9 п 
Р(Н , А) -=---------- — =  0,462.

0,4 • 0,9 ~  0,6 • 0,7

13- §. Богликмас синовлар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Т а ъ р и ф .  Такрорланадиган синовлардан хар бирининг у 
ёки бу натижасннинг эхтимоллиги бошка синовларда кандай 
натижалар булганлигига боглик булмаса, улар Оог.шкмас си
новлар кетма-кетлигини хосил цилади дейилади.

М и с о л. У йин соккасини ташлашдан иборат тажриба утка- 
зилмокда. Дар бир ташлашда у ёки бу сонда очколар чикиш 
эхтимоллиги бошка ташлашларда кандай очко чикканлигига 
богликмаслиги равшан, бинобарин биз бу ерда богликмас синоз- 
лар кетма-кетлигига эгамиз.

Энди куйндагича цуйилган масалани к.арайлнк: бир хил ша-
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роитда утказиладиган п та богликмас синовнинг хар бирида А 
ходиса Р (А )= р  эхтимоллик билан руй берса, унинг бу п та 
синовда роса т  марта руй бериш эхтимоллигини топинг.

Изланаётган эхтимопликни Я Д т )  билан белгилаймиз. Масалан, 

Р.} (2) — богликмас 3 та синовда А ходиса роса 2 марта руй бериш 
эхтимоллигидир. Бу эхтимолликни бевэсита хисоблаш мумкин:

Р ,(2) -  Р(ААА+ ААА+ААА Р(АЛА) +  Р(ААА)+Р{ААА) - 3p-q. 

У мумий холда Рп(т) эхтимоллик Бернулли формуласи деб аталади- 

ган ушбу формула билан хисобланади:

Рп(т) - - С"г рт q:i~~m, (13.1)

бу ерда q =  1—р. Бу формулани исботлаймиз.
п та богликмас синовда А ходисанинг роса т  марта маълум 

тартибда, масалан,

АА . . .  А А Л . . .  А

т  п—т

гомбипацмяда рун бериш эхтимоллиги богликмас ходисаларни 
купайтириш теоремаспга кура р'"цп га тенг. Равшанки, А 
ходисанинг яна т  марта, оирок бошкача тартибда рун бериш 
эхтимоллиги яна шундай булади. Л ходиса т  марта турли 
тартибда учрайлиган бунга ухшаш комбинациялар сони гурух- 
лашлар сони С"г га тенг. Бизпи ^нзиктираётгап В ходиса —

А ходисанинг п та богликмас синовда роса т  марта рун бериши 
ажраладиган бу комлшашыларнинг хаммаси биргаликдамас 
ходисалардир. Шунинг учун оиргаликдамас ходисаларни ку- 
шнш теоремаспга кура

Р.Лгп ) Р(В) С™ рт qn !Г\ 

а на inyiiH иссотлаш талаб килинган эди.

Хусусан, Р'п{п) ■---= рп ва Я,ДО) </", буларии богликмас ходисалар- 

H'i купайтириш теоремаспга кура хам беьле [та хосил кчлпп мумкин 
эди.

1-м и с ол .  Хар бир деталнинг стандарт булиш эхтимоллиги 
р =  0,8 булса, таваккалига олинган 5 та деталдан роса 2 таси- 
нинг стандарт булиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган эхтимолликни п =  5, т  =  2, р — 0,8 ва 
q =  0,2 да Бернулли формуласидан топамиз:

РА 2) -Сг -0,8--0,2’' =  —  0,00512 ----- 0,0512.
•’ 1 3! • 2!

2-м и с о л .  Автобаза нормал ишлаши учун йулда камида
8 та автомашина юриши керак. Базада 10 та машина бор. Х аР 
бир автомашинанинг йулга чицмаслик эхтимоллиги 0,1 га тенг. 
Автобазанинг эргага нормал пшлаш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Агар йулга 8 та машина (Л ходиса), ёки туь^изта 
машина (В ходиса), ёки 10 та машина (С ходиса) чи^са, авто
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база нормал ишлайди (Е ходиса). Эхтимолликларни цушиш 
теоремасига кура Р (Е ) = Р (Л  +В + С) = Р (Л ) + Р (В ) + Р (С ). Дар 
бир кушилувчини Бернулли формуласи буйича топиб, натижада 
куйидагини хосил киламиз:

Р(Е ) с 810 ■ 0,9s 0,1-' -  С-:п • 0,9" • о, 1 Ч- 0,910 -

0,1937 -г 0,3874 + 0.3487 -  0,9298.

3-м и с ол .  Бирор корхонада битта деталнинг нуксонли бу- 
лиш эхтимоллиги 0,005 га тенг. 10 000 та деталдан иборат пар- 
тилда: а) роса 40 та нуксонли дегал; б) купи билан 70 та нук
сонли детал булнш эхтимоллиги канча?

Биринчи еаволга гевосита Рп(т )-----С™рт qn~m фсрмула сркали 

жгвоб берилади ва бунда р 0,005, q 0,995, п =  10 000, т  =  
=  40 деб олинади; демак, изланаётган эхтимоллик

Р , н  - Рп т т - ‘ - * !Z > r -«>.«6Г-(0.0995)*н..

Иккинчи еаволга жавоб бериш учун эхтимолликларни кушиш 
теоремасидан фойдаланамиз. Изланаётган эхтимоллик ушбу 
йигпнди билан ифодаланади:

Р{0 <  т  <  70) ■— Р (tn 0) — Р (т  =  1) — . . . --f- Р (т  -- 70) -
70 70

2  Я н,„м (т):--2 Сй , 09(0,005Г • (0.995)1»
«1 = 0 rr' = Q

Шундай килиб, биз иккала еаволга хам жавобни олдик. Би
рок бу ерда талаб цилинадиган хисоблашларни амалда бажа- 
риш жуда кийнн. Бу ва бунга ухшаш масалалар Муавр — Лап- 
ласнинг локал ва интеграл теоремаларида бериладиган форму- 
лалар ёрдамида ечилади.

14- §. М у ав р— Лапласнинг лимит теоремалари

М у а в р — Л а п л а с н и н г  л о к а л  т е о р е м а с и. Агар 
А ходисанинг руй бериш эхтимоллиги хар бир синовда узгар- 
лше ва р(0 < р < 1 )  га тенг булса, у холда етарлича катта п лар
учун

Р „ (ш )«  — U ( ( (-v), (14.1)
\ ПР1

бу ерда

\ 2и ' > прц

М у а в р  — Ла пл а с нинг  интеграл те орема си .  Агар 
А ходисанинг и та богликмас синовда руй бериш эхтимол
лиги узгармас ва р (0<р<\ ) га тенг булса, у х°лда етарлича 
кагата п ларда А ходисанинг т { тадан т., тагача руй бериш эх
тимоллиги Р  (т 1 <  т  <  пи) такрибан
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Р (ту ^  т  <  т 2) «  Ф (л'2) — Ф (л̂ ) (14.2)

га яг^яг, б у ерда

X
, , v 1 1* —/2/2 т 1 — пр т 2— пр
Ф (х) =  L-- е dt, хх =  • — •, х ,—

о

Бу иккала теоремани исботсиз кабул киламиз.
1-нзох .  Синовлар сони канчалик катта булса, (14.1) ва

(14.2) формулалар шунчалик яхширок; я^инлашишлар беради.
2-и з о х. ф(л') ва ф(л') функциялар учун жадваллар бор, 

лекин улар факат аргументнинг мусбат кийматлари учун тузил- 
ган, чунки ср (х) жуфт, Ф (х )  эса ток функциядир.

М и с о л .  (14.1) ва (14.2) формулалардан фойдаланиб, ел- 
динги параграф 3- мисолидаги э^тимолликни хисобланг.

Ечиш.  Масаланинг биринчи кисми учун: р =  0,005, q — 0,995, 
п =  10 000, т  =  40 га эгамиз. Шу сабабли

У  npq— ] 10 0С0 • 0,005 • 0,995 =  7,05; х 

4 0 — 10 000-0,005

гп — пр

у 'npq

Шуи дай килиб,

— 1,42;
7,05

<f (-1,42) =  cf (1,42) =  0,1456.

Ртоо(Щ  =  ^  =  0,0206.
/ , 0 э

Масаланинг иккинчи кисми учун р =  0,005, г/ =  0,995, я =  10 000, 
т 1 =  0, /?г2 =  70 га эгамиз. Шунинг учун

т г — пр 0 — 10 000-0,00 5
| npq =  7,05;

=  — 7,09; .г, =  --— — =  2,84.
7,05

ш ундай килиб,

Р  (0 <  т  <  70) =  Л 0 000 (0; 70) =  Ф  (2,84) — Ф  (— 7,09) =

=  Ф(2,84) -г Ф  (7,09) =  0,4977 + 0,5 -  0,9977.

15- §. Полиномиал схема

Полиномиал схема биномиал схеманннг (Бернулли схемасининг) 

ум ум лашмасидир. Агар Вернули схемасида 2 та ходиса: А ва Л карал- 
ган булса, полиномиал схемада п та ходиса каралади.

М а с а л а н и н г  к у йи лиши.  Тажриба шундан иборатки, узгар
мас шароитларда п та богликмас синов утказилади ва уларнинг >;ар 
бирида тула гурух хосил киладиган k та Аъ Л2, . . . , Ak ходиса- 

нинг факат биттаси руй бериши мумкин, бунда бу ходисаларнинг
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эхтимолликлари маълум: pt — P(AL), р2 =  Р(А,), . . . , рп =  Р (А ) . 

Д. ходиса роса т х марта, А2 ходиса роса т 2 марта. . . . , Ак ходи- 

са роса tnk марта руй бериш эхтимоллиги Рр (т1у пи, . . . , т к) ни 

топинг, бунда т у +  tn., Н- . . . -j- mk — ti,

Ечиш.  А\ ходиса /- синовда (/ =  1, 2, . . . , п) А,- (i — I, 2, ... ,п) 

Ходиса руй беришини билдирсин. Бизни кизи^тираётгаи В ходиса 
тур ли усуллар билан руй бериши мумкин. В ходисанинг рун бериш 
вариант ларидац. бири, масалан,

А\А\ . . . А^А™' ~ 1 . . . Ар+т* . . . А'?'+т*+ ■ • • +пгк .

В ходиса руй беришининг барча вариантларини бу комбинациядан 
куйи индексларнинг барча мумкин булган урин алмаштиришларини 
бажариб хосил килиш мумкин. Бундай комбинациялар сони

---- —----  га тенг, улардан хар бирининг эхтимоллиги эса ку-
rnL\ -mJ. . . . пгк\

пайтириш теоремасига кура р'[ч р"1*- . . . p™k га тенг. Шунинг учун

биргаликдамас ходисаларнинг эхтимолликларини кушиш теоремасига
курд

Рп{ть т,, . . . , тк) =  — — —---- -р ^ р ’>  . . . p?k . (15.1) -
т 1\-т2 . . . т к\

Хусуснй х°лда k =  2 булганда (13.1) формулани хосил киламиз. 

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тула эхтимолликни >;исоблашда масаланннг цуйилншини баён дилинг.

2. Тула эхтимолликни ^нсоблаш учун формулани ёзинг. Мисол  келтиринг.

3. Гипотезалар теоремаси масаласининг цуйилишини баён дилинг.

4. Гипотезалар эхтимоллигини хисоблаш учун формулани ёзинг. Мисол 
келтиринг.

5. Гипотезалар теоремасининг натижасини айтиб беринг.

6. Бернулли формуласини ёзинг. Бернулли формуласи  кандай масалалар- 

ни ечишда кулланилади?

7. М уавр  —  Лапласнинг локал теоремаеини таърифланг. Бу  теореманинг 

вазифаси  нимадан иборат?

3. М уавр  —  Лапласнинг интеграл теоремаеини таърифланг. Унинг вазифа- 

ск нимадан иборат?

9. Полиномиал схемадаги масаланннг цуйилишини баён дилинг ва талаб 

килинадиган эхтимолликни хисоблаш учун  формулани ёзинг.

10. 14.225— 14.256, 14.312— 14.316, '14.346— 14.351, 14.556— 14.570- масала- 

ларни ечинг.

16-§. Тасодифий микдорнинг таърифи

Тасодифий микдор тушунчаси эхтимоллик назариясининг 
марказий тушунчаларидан биридир.

Т а ъ р и ф .  Тажриба натижасида олдиндан маълум мумкин 
булган кийматлардан бирини хабу л киладиган микдор тасоди
фий лищдор деб аталади. 1

Тасодифий микдорлар одатда лотин алфавитинннг бош 
харфлари X, У, ...билан, уларнинг мумкин булган кийматлари 
эса тегишли кичик харфлари х, у, . . .  билан белгиланади.
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Амалпётда луч кслинаднган тасодифий микдорлардан ушбу 
икки хилипп ажратиш мумкин: дискрет тасодифий мнкдорлар 
ва узлукснз тасодифий мнкдорлар.

Дискрет тасодифий микдор деб мумкин булган кийматлари 
чекли ёки чексиз сопли кетма-кетлнкдан иборат микдорга айти
лади.

Дискрет тасодифий микдорларга мисоллар келтирамиз.
1. X тасодифий микдор— 100 та буюмдан иборат гурухдаги 

нуксонли буюмлар сони. Бу микдорнинг мумкин булган киймат
лари бундай булади:

А', - 0, А2 - 1, А3 - 2, . . . .  А101 — 100.

2. Y тасодифий микдор тангани турт марта ташлаган.заги 
гербли томони тушиш нисбий частоталари. Унинг мумкин бул
ган кийматлари бундай:

У\ 7 0, /л,  ̂ 0,25, у.л 0.50, ух' 0,75, уъ ----- 1.

3. Z тасодифий микдор нишонга биринчи .марта теккизиш- 
гача булган ук узишлар сони. Бу ерда мумкин булган киймат- 
лар чексиз сонли кетма-кетлик хосил килади: z i =  l, z2 — 2, 
2з =  3, ... .

Узлукснз тасодифий микдор деб, мумкин булган кийматлари 
сон укининг бирор (чекли ёки чексиз) оралигини бутунлай 
тулдирадиган микдорга айтилади.

Келгусида биз бу таърифни бироз аниклаштирамнз.
Узлукснз тасодифий микдорларга мисоллар.
1. X  тасодифий микдор — бирор физик катталикни улчаш 

натижаси.
2. Т тасодифий микдор — асбобнинг бузилмасдан ишлаш 

вакти.
3. Y тасодифий микдор — нишоннинг марказидан ук теккан 

жойгача масофа.

17- §. Дискрет тасодифий микдор эхтимолликларининг 

таксимот конуии

Дискрет тасодифий микдорни тавсифлаш учун энг аввало 
унинг барча мумкин булган кийматларини курсатиш лозим. 
Бирок X дискрет тасодифий микдор учун унинг фа^ат мумкин 
булган кийматлари Х\, х2, . . .  нигина эмас, балки Х =  Х\, Х = х 2,
. . . ходисаларнинг эхтимолликларини хам, яъни

Pi =-- Р ( X  ■= Аг) (/ =  1 , 2 ( 1 7 .  S)

ни курсатиш лозим.
1-т а ъ р и ф .  Тасодифий микдорнинг кийматлари билан 

уларнинг эхтимолликлари орасидаги богланишни тасодифий 
микдорнинг таксимот цонуни деб аталади.

Тасодифий микдор таксимот конунини ифодалаш усуллари 
ва шакллари турлича булиши мумкинлигини айтиб утамиз.



VI и 
ри
ЛИ

V дискрет тасодифий 

дор таксимот цонуни бе- 
пшининг энг содда шак- 

жадвал булиб, бу мик- 

дсрлннг барча  мумкин бул- 

гаг кийматлари ёзилган ва 

у л р  га мос э хт 11 м о л ;i 11 к л а р 

курсаги л гаи булади:

X
х.> А’

(17.2) 129- шакл.

Р1 I Рч I * ’ ' I Рп

xt, х2, . . . , А;г, . . . кнйматлар одатда ортиб бсркш тартибида 

ёзилади. Бундай жадвал тасодифий микдорнинг таксимот катори ко
ми билан юритилади Жадвалнилг юкори сатрида X  микдорнинг бар- 
ча мумкин булган кийматлари ёзилган лиги ва X =  аД/ -= 1, 2, ..., п,...) 

ходисаларнинг хар hkiu таен блргаликдамаслиги сабабли pL + р., 4-

4---- 4-Рп 1 •
Абсциссалар укида тасодифий микдорнинг мумкин булган 

кийматлари, ординаталар укида эса уларга мос эхтимолликлар- 
кп куй ил а ди. (а ь р ( х 2, р-2), . . .  нукталарни кесмалар билан 
туташтириладн. Бунда хосил булган шакл таксимот купбурчаги 
деб аталади (129-шакл).

Дискрет тасодифий микдор ва унинг таксимот конунига дойр 
бир неча мисол курамиз.

1-м и с ол .  Битта тажриба утказилади, унда А ходисанинг 
рун бериш эхтимоллиги р га тенг, яъни Р (А )= р .  Бу А ходиса
нинг руй бериш сонидан иборат X тасодифий мицдор царалади. 
Унинг таксимот ^аторини тузинг.

Е ч и ш. X  микдор факат иккита циймат 1\абул 1̂ илади: 0 ва 
1. А х°диса р эхтимоллик билан руй берганлиги учун X  тасоди
фий микдор 1 га тенг ^ийматни уша эхтимоллик билан цабул 

килади. А ходиса ва у билан бирга (X 0) ходиса q 1 — р эхти- 
молликка эга. Шунинг учун X  микдорнинг таксимот конуни бундай 
булади:

X  -

2 - м и с о л .  Идишда 10 та ш ар  бор, улардан 3 таси ок;. Идиш- 

дан таваккалнга 3 та ш ар олинади. X тасодифий микдор —  

олинган ок ш арлар сони. Унинг таксимот цонунини ёзинг.

Е ч и ш .  X  тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматлари 

куйидагича: а, -- 0, а 2 =  1, а., =  2, а 4 — 3. (2.4) фермулага асосан 

X  =  0, X 1, X  =  2 ва X  =  3 хрДисалаРиинг эхтимолликларини 
топамиз:

0 1

я р

Р (Х  =  0)
С" с~ С\ С:

Си,

ОО

120’

25.3



Энди X  микдорнинг таксимот каторини ёзишимиз мумкин:

Т е к ш и р и ш:

X  =

35 

120 "

0 1 2 3

3 5 63 21 1

120 120 120 120

63

120
2\_

120 120

2- т а ъ р и ф. X тасодифий микдорнинг энг катта эхтимоллик 
киймати унинг модаси деб аталади.

Биз курган 2- мисолдаги тасодифий микдорнинг модаси 1 га 
тенг.

18-§. Дискрет тасодифий мнкдорлар устида амаллар

1. Т а с о д и ф и й м и к д о р н и н г ф у н к ц и я с и. X  такси- 
мот конуни маълум булган тасодифий мицдор булсин:

X  =
Хо щ 1 ^ _ !

Pi Рг '•■\Рп\

у =  f{x) зса бу микдорнинг барча мумкин булган кийматлари 
ётадиган сохада аникланган монотон функция булсин. У холда Y =  
=  /(X) янги дискрет микдор булади, унинг мумкин булган киймат
лари f{xj), fix2), . . . булиб, шу бглан бирга Y тасодифий микдор
нинг /(л'г) кийматни кабул киладиган эхтимоллиги X  тасодифий мик- 

дорнинг X t- кийматни цабул киладиган эхтимоллигига тенг. Шундай 

цилиб, Y — / (X) тасодифий микдорнинг таксимот конуни бундай бу
лади:

Y = f iX ) =
\К*Жч) К*п)

\ Pi Рг

—

Рп
(18.1)

1- ми со  л. Агар X  тасодифий микдорнинг таксимот конуни

( - 1 о 1 3 5

0,1 0,2 0,3 0,15 0,25
X  =

булса, Y — АХ тасодифий микдорнинг таксимот конунини ёзинг. 
Ечиш.  (18.1) формулага асосан куйидагига эгамиз:

Y =  4Х =
\ о,'

о 12 i 20

0,2 I 0,3 I 0,15 j 0,25

Агар f{x) номонотон функция булса, у холда у X нинг турли 
кийматларида бир хил цийматлар цабул цилиши мумкин. Бу 
холда олдин (18.1) куринишидаги ёрдамчи жадвал тузиб оли
нади, кейин эса У тасодифий микдорнинг бир хил кийматлари



уетунлари бирлашттирилади, бунда мос эхтимолликлар души
ла ди.

2-ми с ол .  Агар X  тасодифий микдорнинг таксимот ко
ну ни

( - 3 - 2  | 1 3

1 0,2 0,1 | 0,4 0,3
X  =

булса, Y =  X2 тасодифий микдорнинг таксимот конунини ёзинг. 
Е ч и ш .  У = Х 2 учун ёрдамчи жадвал бундай булади:

0,2 I 0,1 | 0,4
гг].емак, Y =  X 2 =  -

9

0,3 I 0.4 I 0,1 j 0,5

11. И к к и т а т а с о д и ф и й  м и к д о р н и н г  йи f и н д и с и
в а к у п а и т м а с и. Ушбу иккита тасодифий микдор берилган 
булсин:

X
X l j -У 2

Pi 1 Рг Pn

за Y = l M ^ - — \^L.

<7i I 9-2 (ln

1-таъриф.  X  ва Y тасодифий микдорларнинг йигиндиси деб,

"Г У куринишдаги кийматларнн =  Р (X У - ///) эх
тимоллик билан кабул киладиган Z тасодифий микдорга айтилади.

Бунда рц =  Р  (X =  хъ Y — г/.) ифода X  микдор xt- кийматии, Y 

микдор эса у. кийматии кабул килиш эхтимоллигини, ёки бошкача 

айтганда, X  =  х{ ва У — у. ходисаларнинг биргаликда руй бериш 

эхтимоллигини ифодалайди.
Шундай кил и б, агар барча мумкин булган кийматлар тур- 

лнча булса, у холда Z=^X-~Y тасодифий микдор ушбу куриниш
даги та^симотга эга булади:

Z =  X  +  Y =
+  У i A, +  Уч. x.2 + yx X i { у я | A'o -f” у  2

Pn ' Pl-2 P'Z L Pl.i 1 Г 22
(18.2)

Агар бир хил цийматли йигиндилар бор булса, у холда (18.2) 
куринишдаги ёрдамчи жадвал тузиб олинади ва бир цийматли 
устунлар мос эхтимолликларни кушиш билан бирлаштирилади.

Тасодифий микдорларнинг куиайтмаси кушишга ухшаш 
аникланади, бирок; бунда (18.2) жадвалнинг юкори сатрида 
йнпшдилар урнида мос купайтмалар туради.

2- т а ъ р и ф. Агар X  ва Y тасоди )жй микдорлар учун исталган 
X  =  л'(- ва Y =  у. ходисалар жуфти богликмас булса, у холда X  ва

Y богликмас тасодифий микдорлар деб аталади.
Узлуксиз X  ва Y тасодифий микдорларнинг боглицмаслиги 

исталган Х < а  ва Y<Ь  ходисалар жуфтининг богликмаслигини 
билдиради.

Агар дискрет тасодифий микдорлар богликмас булса, у хол
ла-эхтимолликларни купайтириш теоремасига асосан ptj =  pi q. , бу 

ерда pL =  Р (X  =  хс), q} =  Р(У  =  //.).



3-м и с о  л. U =  X + Y  ва V =  XY тасодифий микдорларнинг 
таксимот ьрнунларинп тузииг, бунда X ва Y богликмас тасо
дифий микдорлар булиб, уларнинг таксимот конунлари куйи
дагича:

X  - 1 - 1 1 1 1
1

1 2 3

1 0,4 ! 0,6 0,5 0,3 0,2

Ечиш.  Иипшди учун ушбу ёрдамчи жадвал пи тузамиз:

- 1  +  1 — 1+2 — 1+3 1-1-1 1+2 1 +  з

0,4 -0,5 0,4 -0,3 0,4 -0,2 0,6 -0,5 0,6 -0,3 0,6 -0,2

Бир хил кийматли йигиндилар турган устунларни бирлашти- 
риб, ва бунда мос эхтимолликларни куш и б, ушбу таксимот 
конуниии хосил киламиз:

U X + Y -
0 ! 1 2 | 3 1

0,20 | 0,12 0,38 1 0,18 0,12

Те к ши рн ш: 0,20 +0,12 Ч- 0,38 Ч 
КупаГггма учун куйидагига эгамиз:

V

0,18 +  0,12

— 1 -1 — 1 -2 - 1-3 1 • 1 1-2 | 1-3

0,4 -0,5 0,4 -0,3 0,4 -0,2 0,6 -0,5 0,6 -0,3 0,6 -0,2

Бир хил кийматли купайтмалар турган устунларни бирлаш- 
тириб ва бунда мос эхтимолликларни кушиб, куйидагини хо
сил киламиз:

V7 -  X  Y 

Т е к ш и р и ш: 0,С8

СО

- 2 - I 1 2 | 3.

0,08 0,12 0,20 0,30 0,18 | 0,12

0,12 +  0,20 +  0,30 +  0,18 +  0,12 =  1.

19-§. Таксимот функцияси

Тасодифий микдорнинг таксимот конуни хар доим ^ам (18.2) 
жадвал билан берилавермаслиги мумкин. Масалан, узлуксиз 
тасодифий микдор учун унинг барча мумкин булган циймат- 
ларини санаб чициш мумкин эмас.

1-т а ъ р и ф .  )^ар бир х е ] — оо, + оо[  учун X  тасодифий 
микдорнинг х дан кичик 1\андандир киймат ^абул килиш эхти
моллигини берадиган

F (x )= P (X < x )  (19.1)

функция X тасодифий микдорнинг таксимот функцияси ёки ин
теграл таксимот функцияси деб аталади.

Агар X  тасодифий микдорни Ох укда тажриба натижасида 
у ёки бу вазиятни эгаллайдиган тасодифий нукта деб каралса, 
у холда F (х) таксимот функцияси х нинг хар бир аник кий
мати учун тажриба натижасида А' тасодифий нуктанинг х нуц- 
тадан чаига тушиш эхтимоллигини билдиради (130-шакл).
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Таърифдан яна таксимот 
ф у н к ц и я с и  узлукснз тасодифий / Л “ N.
мнкдорлар учун хам, дискрет ■* q у х
тасодифий мнкдорлар учун хам

мавжудлиги келиб чикади. 130-шакл

Энди узлукснз тасоди(()ий 
микдорнинг аник таърифини 
берамиз.

2-т а ъ р и ф. Лгар А' тасодифий микдорнинг таксимот функ
цияси хамма ерда узлукснз, бу функциянинг хосиласи эса истал
ган чекли ораликдаги чекли сондаги нукталарни истисно эт- 
ганда, барча нукталарда узлукснз булса, X узлукснз тасодифий 
микдор деб аталади.

Таксимот функциясининг умумий хоссаларини куриб чика- 
миз.

1-х о с  с а. F (х) таксимот функцияси манфиймас функция 
булиб, унинг кийматлари нол ва бир орасида жойлашган:

0--С/ (а') ^ 1 .  (19.2)

Бу исталган х циймат учун F (х) функция бирор эхтнмол- 
ликни аниклашидан келиб чикади.

2-х о с с а .  А тасодифий микдорнинг [а, р[ ораликка тушиш 
эхтимоллиги таксимот функциясининг бу ораликдаги орттирма- 
еига тенг, яъни

Р  (а <  X  <  Р) =  F (Р) — F (п). (19.3)

Иеботлаш учун ушбу учта ходисани караймиз: Тажриба на- 
тижасида X тасодифий микдор (3 дан кичик ^ийматни к^абул 
килишидан иборат, яъни Х < Р  булган Л ходиса, Х < а  дан ибо
рат булган В ходиса, а ^ А < р  булган С ходиса.

В ва С ходисалар биргаликдамас ва Л =  В + С эканлиги равшаи 
Кушиш теоремаснга кура Р(Л) =  Р(В) + Р(С) ёки Я (Х < Р )  =  
=  Р (Х  <  а) -{- Р ('У- ̂  Х <  (3). Бундан куйидагини хосил киламиз: 
P(a  <  X <  (3) =  Р (Х  <  Р) — Я (Х  <  а) =  Рф )  — F(а). '

1- натижа .  Таксимот функцияси камаймайдиган функция, яъни 
л'о >  хi булса, у холда F(x.2)^?F (а,). Даки^атан, (19.3) формуладан 
F (л'о) — F (Xj) — Р(х, <  Х 2 <  х2) эканлиги келиб чикади, бундан эса 
F(x2) — F(xу) >  0 ёки F (.Vo) >  F(xх).

2-н а ти ж а. Узлукснз тасодифий микдорнинг танин кий
матни кабул килиш эхтимоллиги нол га тенг.

И с б о т и. Я(Х =  ос) =  1 im Р (а <  X  <  |3) =  1 i m (F (Р) — F(ol)) =  0,
а и->сс

чунки F(x) функция a нуктада узлукснз.
Бу натижадан куйидаги келиб чиь;адн:

Я (а <  X <  Р) =  Р (a<  X <  Р) =  Р (а  <  X <  Р) =  Р(ос <  Х <Р ) =

=  F $ )  — F(rz). (19.4)

Масалан, Я (a <  X  <  р) = = Ph. <  X  <  Р) -j- Я (X =  Р) •-= F (Р) — F  (а).



3-х о с  с а. Таксимот функцияси — ос да 0 га тенг, +оо да 
эса I га тенг, яъни

F (— оо) =  0; F (+ o o )=  1. (19.5)

Хакицатан, л' нуцта чапга томон чексиз силжиганида X  тасоди
фий нуктанинг х дан чапрокка тушиши мумкинмас ходисага айлапа- 
ди, шунинг учун F (— оо) =  lim F (х) — 0.

X--* —  со

Шунга ухшаш, а нукта унгга гомон чексиз силжиганида X  тасо
дифий нуктанинг х дан чапрокка тушиши мукаррар ходисага айла- 
нади. Шунинг учуп F оо) =  lim /7(л) =  1.

1-мисол.  X  тасодифий микдор ушбу таксимот функциясига
эга:

0, агар х <  0 булса,

F (а)
16

агар 0 <  а <  2 булса,

— , агар 2 <  а <  —  б\лса, 
4 4

1, агар а ; булса.

а) Унинг графигини ясанг; б) А' тасодифий микдорнинг 
[1,6; 3J ораликка тушиш эхтимоллигини хисобланг.

Ечиш. F(x) функциянинг графигини ясаймиз (131-шакл). 
Изланаётган эх/гимолликни (19.4) формула буйича хис°б- 

лаймиз:

/>(1,6 <  X  <  3) =  F(3) — F(\,6) -= 1 — (1,6)- 16 =  0,84.

2-мисол.  X  дискрет тасодифий микдор

X n I I J L
I 0,2|0,5 0,3

жадвал билан берилган. Унинг таксимот функциясини топинг ва 
графигини ясанг.

Ечиш.  Равшанки, \ х £ ] — оо; — 1] учун F(а) =  0, чунки бу 
холда А' <  х ходиса мумкин булмаган ходиса булади. —■ 1 <  х <  3 
булсин. У холда V х £] — 1;3] учун F(x) — Р (Х  с  х) =  Р (X - — 1) =

=  0,2; 3 <  а <  5 булсин, 
v холда у  а 61 3; 5] учун 
F(x) -  Р (Х <  а ) =  Р (Х  =  

=  -  1) + Р (X 3) =  
=  0,2 ~г 0.5 =  0,7; х > 5  
булсин. У холда F(x) =  
=  Р (Х<х) =  1 булади, 
чунки V  х >  5 учун 
Л; -с а ходиса мукаррар 
ходиса булади.



I Г (г.)Элди биз F(x) таксимот 

функциясипинг аналитик ифо- 

дасини ёзишимиз ва унинг [

графигини ясашимиз мумкин \
(132- шакл). |

О, х <  — 1 да,

0,2, — 1 <  Л'<3 да, - 1

0.7, 3 <  х <  5 да,

1, л '> 5  да. 132-шакл.

F (X)

Курамизки, график погонавий чизиадан иборат. х узгарувчи X 
узлукли микдорнинг мумкин булган кийматларидан бири ор- 

кали утишида F (х) функция с ак раб  узгаради, бунда сакраш  

катталиги бу кийматнинг э.угимоллигига тенг.

20- §. Эхтимолликнинг таксимот зичлиги

X узлуксиз тасодифий микдор булсин.

Т а ъ р и ф. X  тасодифий микдор эхтимоллик таксимотининг 
дифференциал функцияси деб,

f (x )-F ' (x )  (20.1)

формула билан аникланадиган f(x) функпияга айтилади.

(20. 1) формуладаи

с / ч . • F [х -1- .Ах) — F (.V) , . Р (х <^ Х  х ' Ах)1 (х) =  lim  ------------ -—  — hm
Ax-v0 Ах Sx~>0 А х

келиб чикади. Р (х <  X  <  х 4- Аа) сурат X  тасодифий микдор [а, x-j- 
+ Д л'| ораликда ётган кийматни кабул килиш эхтимоллиги «масса- 
сини» билдиради.

Т Р ( х <  X  <  х-4- А х) г , . ,
Демак, ------------ ----  эхтимолликнинг [х, х 4- Да] ораликда-

А х
г / v 1 • Р (х -gZ X fC х -I- Ax) v

ги уртача зичлигини, / (a ) - lim  — 1— -— —------— эса X  тасоди-
A.t ->o A x

фий микдорнинг x нуктадаги эхтимоллиги зичлигини билдиради. Шу 
муносабат билан таксимот дифференциал функциясини таксимот зич
лиги, унинг графигини эса таксимот эгри чизиги дейилади. 

Таксимот зичлигининг асосий хоссаларини келтирамиз.
1- х о с с а. Таксимот зичлиги манфиймас, яъни

fix) >  0. (20.2)

Бу хосса f(x) камаймайдиган F (х) таксимот функциясипинг 
хрсиласи эканлигидан келиб чикади.

2-х о с с а .  F (х) таксимот функцияси маълум булган j (х) 
таксимот зичлигидан

X

F(x) ---- f f(t)dt (20.3)

— х

формула буйича топилиши мумкин.



Хакикатан хам, Нъюгон—Лейбниц формуласига асоеан: 

( f(t) dt F (i) i -  F(x) — F (— oo) =  F (.v).

3-xocca.  Ушбу формула уринли:

/ > ( о с < Х < Р )  \f(x)dx. (20.4)

И с б от и.

Р <* Р

Р (а <  -V <р) =  Z7 (р) — /'(а) J f{x)dx — j* / (х) dx - J / (л) dx.

—  СО — у- V-

Иеботланган бу хосса, геометрик нуктаи назардан, X  тасодифий 
микдорнинг [ос, pj кесмага тушиш эхтимоллиги сон жихатдан Ох ук, 
таксимот эгри чизиш ва .v - ос, х — Р тугри чизиклар билан чегара- 
ланган эгри чизикли трапеция юзига тенглигини билдиради (133 -шакл).

4-хо с с а .  Ушбу формула уринли:

f/(.v)dA--l. (20.5)

У.

И с бот и. Ньютон—Лейбниц умумлашган формуласига асосан

/ (х) dx F (д ) F оо ) — F (— ос) г— 1

ана шуни исботлаш талаб килинган эди.
И з о х. Агар X  тасодифий микдорнинг мумкин булган ций- 

матлари [а, Ь\ оралик булса, у холда (20.5) формула ушбу 
куринишни олади:

f(x) dx (20.6)

Bv формула геометрнк нуктаи назардан Ох ук, таксимот 
эгри чизиги ва х =  а, х =  Ь тугри чизиклар билан чегараланган 
эгри чизикли трапециянпнг юзи 1 га тенглигини билдиради. 

М и с о л: X тасодифий микдорнинг таксимот зичлиги

/(*) - —
х- — 1

булсин. а) Л коэффнциентни то
пинг; б) X тосадифий микдор 
]0; 5[ иитервалдан киймат цабул 
килиш эхтимоллигини топинг. 

Ечиш.  Л коэффнциентни (20.5)

/

шартдан топамиз:
Adx

1.

133- шакл.
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6) (20.4) формулага асосан:

Ж 0 <  X  <  5) I — — —  arc tg.v ° =  —  arctg5 ж  0,437.
,! л (x- ■- ]) л о л
0

У з-у з и н ii т е к  ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий микдор таърифини беринг. Мисоллар келтиринг.

2. Узлуксиз тасодифий микдор таърифини айтиб беринг. Мисоллар келти

ринг.

3. Эхтимоллик тацсимот ь^онуни деб нимага айтилади? Мисоллар келти- 
рпнг.

4. Таксимот купбурчаги нима?

5. Дискрет тасодифий микдорнинг функцияси нима ва унинг тацсимот ко- 

нуни кандай аникланади? Мисоллар келтиринг.

6. Дискрет тасодифий микдорлар учуй ^ушиш ва айириш амаллари кан

дай таърнфланади? Мисоллар келтиринг.

7. Тасодифий микдорларнинг боглицмаслик таърифини айтиб беринг.

8. Эхтимоллик таксимоти функцияси таърифини айтиб беринг.

9. Таксимот функциясининг асосий хоссаларини айтиб беринг.

10. Дискрет тасодифий микдор тацсимот функцияси графигининг хусусия- 

ти нимада?

11. Эхтимоллик таксимоти зичлиги деб нимага айтилади? Таксимот зич

лигининг механик маъноси ва хоссаларини айтиб беринг.

21-§. Тасодифий микдорнинг сонли характеристикалари 
хакида тушунча ва уларнинг вазифаси

X  тасодифий микдорнинг таксимот к;онунини билиш эхтимол
лик нуктаи назаридан X микдор хакида тулик маълумот бе
ради. Амалиётда эса купинча бундан анча кам нарсани билиш 
кифоя ^илади, чунончи таксимотни тавсифлайдиган баъзи сон- 
ларнигина билиш кифоядир, булар тасодифий микдорнинг сонли 
характеристикалари деб аталади ва уларнинг вазифаси тасоди- 
фий микдорнинг энг мухим хусусиятларининг киска шаклда 
пфодалашидир.

22- §. Математик кутилиш

I. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г т а ъ р и ф и  в а б е л- 
г и л а н  и ш и.

Ушбу дискрет тасодифий микдор берилган булсин:

Бу ердан A arc tg x \_x =  л A =  1 => A =  1/л.

-У. *2 I n

P i Р2 Рп

1-таъриф.  X дискрет тасодифий микдорнинг математик ку- 
тилиши (/VI (А) ёки т х билан белгиланади) деб, X  микдорнинг мум

кин булган кийматларини мос эхтимолликларга купайтмалари йигин- 
дисига тенг сонга айтилади, яъни



М  (А) iP i " а чРч л X рг. I г XkPk- (22.1)

Л' тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматлари сони 
чексиз, яъни Л' микдор

х  -- 1^-  
I р 1

Л'о

Pi Рг

гаксимотга эга булган  холда ун и н г  математик к у т п л и ш и

М (X) =  Xj/?, — л-»р» х, Р, xkPk (22.2)
А:—!

формула билан анпкланади. Бунда (22.2) катор абсолют 
Ягчинлашади деб фараз килинади. Акс холда бу тасодифий ми^- 
дор математик кутилишга эга булмайди.

Математик кутилиш тасодифий микдор билан бир хил ул- 
човга эга булишини айтиб утамиз.

1-м и с о  л. Ушбу тасодифий микдорнинг математик кутили- 
шини топинг:

[ ц 2 | _1 | А .
'0,3 / 0,2 '0,5 

Ечиш.  (22.1) форм у лага асосан М(Х) 2 • 0.3 -  4 • 0,2 +
6 0,5 - 3,2.
2- м и с о л. X — нишонга биринчи марта теккунга кадар 

отиладиган у^лар сони, бундан хар бир yi\ узишда нишонга тек- 
кизиш эхтимоллиги узгармас ва р га тенг. М (Х)ни топинг.

Е ч и ш. X тасодифий микдорнинг таксимот конунини ёзамиз:

(22.2) фор мула га кура

1 2 3 . . .  j п . . .

р pq pq- • • • 1 pq'1 1 ■ •

3 pq — . . . npq' -  . . =  p (1 -f 2q

f- 3q~ -}-... -f nq 

q----- p

--■= p(q if

I —q — q 

(i - - q)-
p

i

p-

2-т а ъ p и ф. Мумкин булган кийматлари (а, Ь) интервалга
теп,чнли булган А’ узлуксиз тасодифий микдорнинг математик 
кутилииш деб

М  (Л  ) \xf (x)dx (22.3)

аник интегралга айтилади, бунда f (x )— таксимот зичлиги. Бу 
формула (22.1) формуланинг интеграл шаклидир.
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Агар X  микдорнинг мумкин булган кийматлари бутун Ох 
у^ни копласа, у холда унинг математик кутилиши ушбу фор
мула билан ифодаланади:

_4_ со

ДНА') f xf(x)dx. (22.4)
_! ос

Бунда хосмас интеграл абсолют якпнлашади деб фараз 
цилинади. Акс холда Л' микдор математик кутилишга эга бул- 
майди.

3-м и с ол.  X тасодифий микдор [0,1] кесмада f (x )=  Зх'2 
зичлик бнлан берилган, бу кесмадан ташкарида f(x) =  0. 
М (Х )ни топинг.

Е ч и т . (22.3) формулага асосан

М (X)—- \ х ■ ЗхЧх =  0,75л4 ! -  0,75.

о

I I . М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г э х т и м о л л и к м а ъ- 
н о с и .  X тасодифий микдор устида п та синов утказилган бул
син. Синов натижалари ушбу жадвалга келтирилган:

■ч Л2 1 ' Xk

п , По I • • • пк

Юцори сатрда X  микдорнинг кузатилган ^ийматлари, паст- 
ки сатрда эса мос кийматларнинг частоталари курсатилган, 
яъни масалан, пх сон П\ та синовда X  микдор Х\ га тенг киймат 
^абул цилганлигини билдиради ва х.к.

X  оркали кузатилган барча кийматларнинг урта арифметн- 
гини белгилайлик, у холда

— X, ■ П, - - Х»-П2 Г ■ ■ ■ — Хь-Пн
X  -  — -----------

п

гг Пу tu Пь * , . <
еки А -  Л',--- Г - V o---- . . . -f xk —  =  х]р ] + х., p., -- . . .  -  xkpk,

П n 11

бу ерда p*, p i .......... p i—мос равишда хг, .v2, . . . , xk кийматларнинг

нисбий частоталари. Синовлар сони етарлича катта булганда 
р\ ж рх, . . . ,  р\ «  рк булади. (Бу 33-§ да исботланади.) Шунинг 

учун

М(Х), (22.5)

яъни X  тасодифий микдорнинг математик кутилиши унинг куза- 
тиладига.ч кийматлари урта арифметигига такрибан тенг.

III. М а т е м а т и к  к у ти  л и ш нинг  х о с с а л а р и

1-х о с  с а. Узгармас микдорнинг математик кутилиши шу 
узгармаснинг узига тенг, яъни

М (С ) =  С. (22.6)
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И с б о т и. С узгармас микдорни ягона С цийматни I га тенг 
эхтимоллик билан ь^абул циладиган тасодифий микдор деб pa
pain мумкин. Шу сабабли М (С) — С-1 =  С.

2-х о  с с а. Чекли сондаги тасодифий мнкдорлар йигиндиси- 
нинг математик кутилиши улар математик кутилишларининг 
йигиндисига тенг, яъни

М (Хх + Х г + . . . -Г- А',,)- М (Хх) -  М  (А',) -г . . .  -  М(Хп). (22.7)

3-х о с  с а. Чекли сондаги богликмас тасодифий мнкдорлар 
купайтмасининг математик кутилиши улар математик кутилиш
ларининг купайтмасига тенг, яъни

М (ХхХ 2 . . . Х п) .М(Х,)/И(Л',) . . . М(Хп). (22.8)

2-ва 3-хоссаларни исбогаз кабул киламиз.

4- х о с с а .  /ЩаХ + Ь) ----- аМ  (А ) + Ь. (22.9)

И с бот и. Хакикатан, М (аХ  /;) — М (аХ ) — М(Ь) .14 (а).И(Х) + 

+ Ь--=аМ(Х)-^Ь.
(22.9) формуладан, хусусан, куйидагини хосил киламиз:

М (Х  — С) - М (X) С (22.10)
ва

М (X  -  .11(A)) 0. (22.11)

Х =  Х —М (А) тасодифий микдор X тасодифий мицдорни узининг 
математик кутилишидан четланиши (ofhuju) деб аталади.

Шундай ь^илиб, (22.11) формула ушбу фактни ифодалайди: 
тасодифий микдорнинг узининг математик кутилишидан четла- 
нишининг математик кутилиши нолга тенг.

23-§. Тасодифий микдорнинг дисперсияси.
Уртача квадратик четланиш

1 , Т а ъ р и ф л а р  ва  б е л г и л а ш л а р.
Купчилик холларда тасодифий микдорнинг узини билиш 

уни етарли даражада тавсифлаш учун кифоя цилмайди.
А\исол келтирамиз. А ва У тасодифий мнкдорлар ушбу Taiy 

симот конунлари билан берйлган булсин:

— 0,1 — 0,01 0 j0,01| 0,1
; У

| — 20 —  10 0 I 10 20

0,1 0,2 0,4 | 0,2 | 0,1 I 0,3 0,1 0,2)0,1 0.3

Л1(Х) =  0 ва М (У) =  0 эканлпгини хисоблаш осон. Биро^улар 
таксимотларининг мохияти турлича: А микдорнинг мумкин 
булган цийматлари унинг математик кутилишидан хам фар^ 
килади, шу билан бир вактда У микдорнинг кийматлари унинг 
математик кутилишидан жуда фарт^илади.  Жумладан икки 
жойда бир йил давомида ёккан ёгиннинг уртача микдори бир 
хил булганлигидан бу жойлардаги шушм бир хил деб айтиб 
булмайди. Шунга ухшаш, уртача иш хаци юкори ва кам иш 
хаки оладиган ишчиларнпнг сони хацида фикр юритдш имко-
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ни ни бермайди. Бошкача айтганда, математик кутилишни билиш 
уидан кандай четланишлар булиши мумкинлиги хасида хукм 
юритишга хам имкон бермайди.

А тасодифий микдор кийматларининг М (Х ) математик кути- 
лиш атрофида сочилпшни л',-— М (Х) айнрмалар тавсифлайди. 

Бирок уларнинг уртача ^иймати (22.11) формулага асосан нол
га тенг. Шу сабабли бу четланишларнинг квадратлари ^арала- 
ди. Уларнинг уртача киймати тасодифий микдор кийматларини 
узининг математик кутилиши атрофида сочилиш даражасини 
тазсифлаши равшан.

1-таърнф .  X тасодифий микдорнинг дисперсияси (D (X) 
ёки DX  ор^али белгиланади) деб, унинг математик кутилиши-

четланиши квадратининг математик кутилишига айтилади,
яъни

D (X) -- М (X — М (X))-. (23.1)

Дискрет тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу кури-
нишни олади:

П

D ^  (Xi ~  ГП*? ' Рг (23-2)
( = 1

D(X)  V  (А7 — mх? ’ Pi• (23■3)

i = !

Узлуксиз тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу ку
рни и шнн олади:

ь
D (X ) ----- | (х — т х)- / (х) йх. (23. 4)

а

Дшнерсиянинг улчови тасодифий микдор квадратининг ул- 
чози билан бир хил булиши равшан.

2- т а ъ р и ф. А' тасодифий микдорнинг уртача квадратик чет
ланиши (о(А) ёки av. билан белгиланади) деб дисперсиядан олинган 

квадрат илдизнинг арифметик кийматига айтилади, яъни

а (А) =  | D(X). (23-5)

1-м и с ол.  Шу параграфнинг бошида ка рал га н X ва У та
содифий микдорларнинг дисперсиялари ва уртача квадратик 
четлаиишларини топинг.

Е ч и ш. (23.2) формулага асосан,

0(A ) ( 0.1 — О)2• 0,1 + (—0,01 — 0)~ 0,2 г (0—О)2 0.4 +

-1- (0.01 — О)2 0.2 + (0,1—0)- -0.1 -  0,00204;

D (У) -  (—20 — О)2 • 0,3 + (— 10 — О)2 0, 1+ (0-0)2 0.2 4- 

-г (10—0)- 0,1 -f (20—О)2 0.3 == 260.

(23.5) формулага асосан:
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Шундай килиб, математик кутилишлар бир хил булганн холда 
X микдорнинг дисперсияси анча кичик, Y микдорнинг диспер
сияси эса анча катга. Бу юкорида уларнинг таксимотида курин- 
ган фаркнинг натижасидир. Умумий холда, агар X тасодифий 
микдорнинг дисперсияси кичик булса, у холда (23.2) йипшди- 
нинг барча хадлари манфиймас булгани учун уларнинг хаммаси 
хам кичик. Шу сабабли математик кутилишдан жуда фарк 
ь^иладиган цийматлар мавжуд булса-да, улар кичик эхтимол- 
ликдир. Агар дисперсия анча катта булса, бу нарса тасодифий 
микдорнинг математик кутилишдан катта четлаиадиган анча 
катта эхтимоллик кийматлари мавжудлигини курсатади.

2-м и с о л. Агар А ходисанинг руй бериш эхтимоллиги р га 
тенг булса, у холда А ходисанинг битта синовда руй бсрт:iu 
сонининг математик кутилиши, дисперсияси ва уртача квадра
тик четланишини топинг.

Е ч и ш. А’ тасодифий микдор А ходисанинг бу синовда руй 
бериш сони булсин. У холда унинг таксимот катори ушбу кури- 
нишда булади:

I р I я
Шунинг учун

М (X) =-= 1 • р — 0 • q - р,

D  (X) --- (1 —р)г ■ р -г (0—р)1 ■ q -- q'2p + P~q ~ ЯР (q — Р)  ̂РЯ,

о(х) Ypq.

Тасодифий микдорнинг дисперсияси унинг квадрати улчо- 
вига, уртача квадратик четланиши эса тасодифий микдорпипг 
улчовига эга булишини айтиб утамнз.

24- §. Дисперсияни хисоблаш учун формула

Дисперсиянп хисоблаш учун купинча ушбу формуладан фой- 
даланиш кулай булади:

D (Л) =  А1 (X2) — М 2 (X ), (24.1)

яъни дисперсия тасодифий микдор квадрати математик кути
лиши билан унинг математик кутилиши квадрати орасидагм 

айирмага тенг.
Исботи .  D (X) =  М (X — М (X))2 -  М  (X2 — 2 Х ■ М (X) +

+ VI2 (X)) =  М (X2) — М (2Х • М (X)) + М ( VI2 (X)) =  М (X2) —
— 2 • М- (X) + м- (X) - М (X2) — М 2 (X).

Исботда бнз математик кутилпшнинг хоссаларидан хамда 
М (Х) ва М2(Х) нинг узгармас сонлар эканлигидан фойдалан-

ДИК.

М и с о л .  X  тасодифий микдорнинг дисперсиясини (24.1) 

формула буйича хисобланг:

а (X) =  1 0,00204 =  0,04517, а(У) =  >А260 «16 ,12 .
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— 2 4 _6._
0,3 0,2 0,5

Е ч и ш. М (Л ) -  — 2-0,3 + 4 -0,2 + 6 -0,5 -  3,2,
М (Л2) =  4-0,3 + 16 0,2 4-36-0,5 =  22,4,
D (Л) - М (Л"2) — /VI- (X) =  22,4 — 10,24 =  12,16.

Д и с п е р с и я н и и г х о с с а л а р и .
1-х о с с а .  Узгармас микдорнинг дисперсияси нолга тенг, 

яъни
D (С) =0. (24.2)

И с б о т и .  С узгармас микдорни 22-§ даги каби С га тенг 
ягона кийматни 1 га тенг эхтимоллик билан цабул ^иладиган 
тасодифий микдор деб карапмпз. Унинг математик кутилиши 
узига, яъни С га тенг. Шу сабабли D (С) =  ( С — С) 2-1=0.

2-х о с с а .  Узгармас купайтувчини квадратга кутариб дис
персия белгисидап ташкарига чикарнш мумкин, яъни ушбу фор
мула уринли:

D (k X) — к2 D  (X). (24,3)

не бот и: D (к X) =  М (kX — М (к X))2 =  М (кХ — кМ (X))2 =  
=  М (к (X — М (X)))- =  М (к2 (X — М (X))2) =  кГ-М (X — М (X))2 =
- k-D (X).

3-х о с  с а. Чекли сондаги богликмас тасодифий мнкдорлар 
йириндисининг дисперсияси улар дисперсияларининг йнгинди- 
сига тенг:

D (X, 4- X, 4 - . . .  4- X )  =  D (X.) 4- D (Х 2) 4- . . .  4- D  (Х„). (24.4)

И с б от  н и иккита богликмас X ва У тасодифий мнкдорлар 
учун утказамиз. (24.1) формулага асосан ва математик кути- 
лншнинг хоссаларидан фойдаланиб, куйидагини хосил киламиз:

D (X -I- У) =  М (X + У)2 — М- (X 4- У) =  М (X2 + 2ХУ 4- У2) —

— (Л/ (X) 4- м  (У))2 =  М (X2)-L 2М (X) М (У) + /И (К2) — Д/- (X) —

— /VI2 (У) — 2 /И (X) /И (У) =  (М (X 2) — .И2 (X)) 4- 

-Г (.И (У2) — Л'/2 (У)) - D (X) 4- D (К),

ана шуни исботлаш талаб цилииган эди.
4-х о с с а .  Боглшумас тасодифий мицдорлар айирмасининг 

дисперсияси улар дисперсияларининг йигиндисига тенг, яъни

D (X — У) =  D (X) + D (У). (24.5)

11 с б от и. D (X — У) =  D (X 4- (— 1) У) =  D (X) 4- О ((— 1) У) =  
=  D (X) f  ( _  1)2 о  (у7) =  d  (X) 4- D (У).

25- §. Бошлангич ва марказий моментлар

1-таъриф.  X тасодифий микдорнинг s-тартибли бошлангич 
моменти деб, X s микдорнинг математик кутилишига айтилади, яъни

a s --=M(X‘ ). (25.1)
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Дискрет тасодифий микдор учун бу формула
п

курииишда, узлуксиз тасодифий микдор учун эса

x ' iU ) d x

—  Г,

куринишда булади.
Хусусаи, ос, — М (А), а 2 =  М (А2) ва, демак, (24.1; формулами 

бундай ё;лнп мумкин:

D (А) =  — ctj. (25 4)

Марказий момент таърифини берншдан олдин янги «марклзланган 
тасоди [)ий микдор» тушунчасиии киритамиз.

т  математик кутилишли А тасодифий микдор берилган бул.: i,;.
О

А тасодифий микдорга мос марказлангаи А тасоли jriii микдор деб, 
А микдорнинг узининг математик кутилишидан четлаиншига айтилади, 
яъни

А А — т х. (25.5)

О
М (А) =  0 эканиии таъкидлаб утамиз ((22.11) (формулага карньт).
2-таъри(|). А тасодифий микдорнинг s-тартибли марказий

О
моменти деб, марказланган А тасодифий микдорнинг s-тартибли 
бошлангич моментига айтилади, яъни

ps == М (Ху =  М ( Х - т хГ . (25.0)

Дискрет тасодифий микдор учун бу (формула
'I

Ps =  V  (Х[ — т хУ PL (25.7)

i=i

куринишни, узлуксиз тасодифий микдор учун эса

Р, =  f (.x - m xY f(x )d x  (25.8)

— X

куринишни олади. Хусусаи (3, =  0, |i> - D (А).
Рз марказий момент амалиётда асимметрияни тавсифлаш 

учун, р4 эса таксимотнинг «киялигини» тавсифлаш учун ишла- 
тилади.

Бошлангич ва марказий моментларни богловчи ушбу мупо- 
сабатларни келтириб чикариш ь̂ ийин эмас:

р2 ~ ^2 ^ 11 

Рз =  «з — 3 а 2а, 4-2 а/, (25.9)

=  У -V • Pi (25.2)
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р 4  ̂ а , —  3 а 3 а ,  -f- 6 а , а у —  З а ,1.

Бу формулаларни кслтириб чицаришни маш^ сифатида ун;ув- 
чига тавсия киламиз.

И з о  х. Бу параграфда каралган моментларни кузатиш маъ- 
лумотлари буйича хисобланган моментлардан (уларни эмпирик 
моментлар деб аталади) фарцли улароц назарий моментлар деб 
аталади.

26- §. Биномиал таксимот

1. Агар А' дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конуни

1 0 1 . . •! к п

1 4h пр-Г1 . . \C*pkqr‘- k рп

курннншда булса, А биномиал конун буйича таксимланган дейилади.
л I и - i . Д‘ к и - - h , | ri / . v ti < ^ ,,

ч п/х/ г  . . . + C  rip q  + . . .  -r p — (p + (/) = 1  булишинн 
айтиб утамиз.

Бернулли схемасида А тасодифий микдор хар бирида А ходиса- 
ипнг руй бериш эхтимоллиги бир хил ва р га тенг булган п та бог - 
ликмас синовда А ходисанинг руй бери шла р соиипч ифо да ласин. Бу 
хо -да, ил гари курсатилганчдек, Р (А =  к) =  Ск рк qn~k, яъни X  мик

дор биномиал таксимотга эга.
I-мисол.  Нишонга карата учта ук узилди. Битта ук узншда ни- 

fпонта теккизиш эхтимоллиги р ~  0,4. X тасодифий микдор — ниш ли
га т-.ппплар сони. Унинг таксимот конунини ёзинг.

[: ч и ш. А" тасодифий микдор биномиал таксимотга эга ва 
унинг мумкин булган кийматлари 0, 1, 2 ва 3. Шунинг учун

Р ( Y -= к) =  -- -—  -(0,4)* -(0,6)’""*.
Л-! (ii — /с)!

Бун дан

Р (А 0) =  0,216; Р (X =  1) - 0,432; Р (А -  2) -  0,2feb; 

р  (А -  3) -  0,064.

X  тасодиЬчй микдорнинг таксимоти ушбу куриишнда булади:

| 0 ! 1 | 2 | _ 3 _

" I  0,216,0,432 |0,288 |0,064

{{. А с о с и ii с о н л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и. Биномиал 
таксимланган X тасодифий мицдорни хар бирида А ходисанинг 
руй бериш эхтимоллиги р га тенг булган п та богликмас си
новда руй беришлар сони деб караш мумкин булганлиги учун 
уни богликмас тасодифий микдорлар йигиндиси куринишида 
бундай ифодалаймиз:

Х  =  + Х.2 -}- Х п,

Су ерда Л'(- — шу .4 ходисанинг i- синовда руй бериши сони
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(i =  1, 2, . . n). Илгари биз M (Х-) =  р, D  (Х-) — pq булишини 

курсатган эдик.. Шу сабабли

М (X) =  М (X, + Х 2 + . . . - Г  Х л) -  .И (X,) + Л1 (Х2) + . . . +

+ М (Хп) =  Р  4- р + ■ . • -Г р =  пр,

. D (X) - I) (X, 4- X , f . . .  - X J  -• D (X,) + D  (Х2) -  . . .  +

"Г D (X;l) - p q -г p q -т . . pq = n p q y

о (X) ^  > npq .

Пировардида куйидагини исботсиз таъкидлаб утамиз: бипо.миал 
таксимланган тасодифий микдорнинг энг эхтимоллик сони, агар rtp -j- р 
бу|-ун сон булмаса, р, =  [пр 4- р\ га тенг; агарда пр — р бутун сон 
булса, у холда X тасодифий микдор куйидаги иккита энг эхтимол
лик кийматга (модага) эга: и, =  пр -- р ва u2 - и ,— 1.

Масалан, р =  0,6 ва п - 10 булса, у холда пр ч- р -= 6,6. и — 
=  [6, 6] -- 6. Агар р 0,5 ва п ----- 9 булса, у холда рп р - - 5. Шу 
сабабли Uj  ̂5 ва и2 4.

27- §. Пуассон такримоти

I. Агар X тасодифий микдор 0, 1, 2, .

рк =  Р  (X  =  k) -  ~  <ГЛ (Я >  0)

кииматларш-

(27.1)

эхтимолликлар билан кабул килса, яъни унинг таксимоти 

X
0 | 2 k . . .

— А
е Л е -1

А'2 —/. 
--  С

7
си1

2! 1 /г!

куринишда булса, у Пуассон конуни буйича таксимланган деб зта- 
лади.

Эхтимолликлар йипшдиси 1 га тенглигини текшириш кийин эмас:

•* - - , /.2 .
а е 1L е~ь

91
—  е 
k\

--- е

-г . . . ------. I е -е'- - 1.
к'. 1

куйидагини исботлаш мумкин: агар Бернулли схемасида 
синовлар сони п етарлича катта, р эхтимоллик эса кичик 
(р ^0 ,1 ) булса, у холда ушбу такрибий формула уринли:

Р (X =  k) «  —  е~'\ бунда к =  пр. (27.2)
к\

Шундай килиб, биномиал таксимот синовлар сони катта бул
ганда Пуассон таксимотига якинлашади.

М и  сол.  800 та урчукнинг хар бирида т вакт ичида ипнинг
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узилнш эхтимоллиги 0,005 га тенг. Курсатилган ваг̂ т ичида роса 
4 та ин узилиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Бу масалани ечишда (27.2) формулани цуллаш мум- 
киге: чунки  //=800 сонини катта, /7 = 0,005 эхтимолликни э с а  

кичкк деб хисоблаш мумкин. Бу формуладан фойдаланиб топа
миз, Д. = ///7 =  800x0,005 =  4;

Р чю (4 )«  —  б5’”4 - —  -0,0183 -  0,1952.. по 4 , 24

Аниц формула буйича хисоблаш 0,1959 ни беради, демак, Пуас
сон формуласини цулланишдаги хатолик 0,0007 булади. Лаплас 
локал формуласи буйича хисоблаш билан эса 0,2000 ни хосил 
циламиз, демак хатолик 0,0051 булади, яъни Пуассон формула- 
сидан фойдаланилганидан кура 6 марта ортик булади.

I I . А с о с и й  с о н л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и.

М  (X)  -  S 1 Р  ( X  - к) -  V  к-  К- - - е  '■ - / .с Ч 1 — -  -
Аяяк аяшА jimri (k~— I '•
к -О /,■= I Л- I

 ̂Я с '' ёК — л,

Х  Г- . ;

М  (Х-)  =  V  /г- я  ( V -  к) - - V  /г- • Л(-  г
jmmi

к - 0 к— 1

- к е } • Ч 1 к ■ —  —  -  А V 1 ((/г 1) 1) - 
^  (А-

.  А. 6~ i  У  (к -  1) V ^ - - '  j - Я , '">/ V  л =

=  (А еК- С,Л) -- - Л- -г а.

D (X) - .И (Х-) — Л1- (X) -  (л- -|- л) — ■= л. а (Л ) -- I Г .

Шундай килиб, .V/ (X) — л, D (X) =  Я, о (X) i л .
Пуассон  таксимотида тасодифий микдорнинг диспсрсияси 

унинг математик кутилишига тенг.

У  з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий микдор математик кутилишининг таърифини беринг. 

Мисол келтиринг.

2 Узлуксиз тасодифий микдор математик кутилишининг таърифини бе

ринг Мисол келтиринг.

3. Математик кутилишнинг эхтимоллик маъносини айтиб беринг.

4. .Математик кутилишнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.

5. Тасодифий микдорнинг дисперсияси деб нимага айтилади? Унинг вази- 

фаси нимадан иборат?

6. Дисперсиянинг асосий хоссаларини айтиб беринг.

7. Уртача квадратик четланиш деб нимага айтилади?

8. Дисперсияни хисоблаш формуласини ёзинг.
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9. Биномиал таксимот конунини ёзипг ва унинг асосий сонли характерис

тика л а ринн хисобланг.

10. Кандай эхтимолликлар таксимоти Пуассон  таксимоти деб аталади ва 

унинг асосий сонли характернетикалари нимадан иборат?

11. 14.258— 14.268, 14.317— 14.326, 14.352— 14.355- масалаларни ечпнг.

28- §. Тскис таксимот

I. Таъриф.  Текис таксимланган X узлукснз тасодифий лищ- 
дор деб зичлиги бирор [а, b \ кесмада узгармас ва 1 / (Ь — а) га 
тенг, б\' кесмадан ташкарида эса нолга тенг, яъни

0, агар .г <  а булса,

1
■ агар а <  а <  Ь булса,

Ь — а

0, агар а' >  b булса (!34-ппкл). 

булган тасодифий микдорга айтилади.

"Г  X

 ̂ / (л') dx - - 1 эканлигина текшириш осой. Хакикатан,

/ (*) dx dx ■(b — а)
,J b -a b —  a l« b —  i/

— Э-- a
Текис таксимот учун F (.v) таксимот фуикпиясини топамиз. Агар

I (0 lit
b — а

dt

b —a I и b — - a

Равшанки, л' <  а да F (x) 0, x > b  да F (a ) ^ ]. Шундай ки

либ,

7

t■ - и

H x)

134- шакл.

F  (a)

x

135- шакл.

0, агар a <  а булса,

.v —  a

b — a

1, агар a >  b булса (135- шакл).

II. Асосий сонли характер гстнкаларн:



M  (X) -= \ x f (.v) dx \ x :--- dx — ---
J  ,1 о — и 2 w — a)

a • b

M (A -) -- \ x~ / (л*) dx - \ x~----dx — ------a3
' ) b a 3 ib—u)

1 u~ ■- ab -f- b2
3 ib —u)

' - x

/; (X) м  (Л-) • vi- (X) - :* — ( -  i2 - i]/- —
3 2 1 12

b - - a
о (X)

2 , 3

III. Пировардида айтиб утампзки, биз текпс таксимот билан 
улчаш амалиётида улчаш натижасини шкаланинг энг якин бу- 
тун булннмасига яхлитлашда дум келамиз. Яхлитлашдаги хато
лик текио таксимланган тасодифий микдор булиб, унинг мумкин 
булган кийматлари шкала булинмасининг — 0,5 дан +0,5 гача 
оралигида жойлашган булади.

Тскис таксимот яна тасодифий тебранишлар фазаси учун 
хам хосдир. Амалиётнииг купгина масалаларида тасодифий 
амилитудали ва фазали гармоник тебранишларни урганишга 
тугри келади. Бундай холларда фаза тебраниш даври чегара- 
ларида текис таксимланган тасодифий микдор булади.

29-§. Курсаткичли таксимот

I. Т а ъ р и ф. Таксимот зичлиги

I к с / А, агар А'>  0 б\лса,
f ( V) л Г а  . ‘

I 0, агар а <  О оулса

куринишда булган X тасодифий микдор курсаткичли таксимотга 
эга дейилади, бу ерда }. — бирор тайин мусбат сон (136-шакл).

\ / (a ) dx 1 шлртпинг бажарилиншни гекширамиз. Хакикатан,

\ а е л v ах - — \ с '■х d ( -  /. а ) = <> л * * 0 + 1  --= 1
(0

о о

курсаткичли таксимотнинг nmerpai функцияси куйидаги куринишда 
эканлигини текшчрши осон:

\ /. с 11 dt --- 1 — с > х, агар а >  0 булса,
F (а )

0, агар а' <  0 булса (137-шакл).

II. Асосий сонли характеристикалари: а) математик кутилишни то
памиз:
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\ л- /' (л ) dx =  f Л- /. е
- X j

хе ах.

Булаклаб шпеграллаш кондасини татбик эгиб ва и х, d i

-- е dx деб олиб, куйидагшш хрси.ч киламиз:

М (X) х ( е (~ е- кх) dx

dx - - — е 
/.

Ш\ 'пдай килио,

м  ( X )  \ г .

б)  Дисперсияш! B i  уртача квадратик четлашишни топамиз:

>. х
D (А ) - /И (А’”) — m'z. X- к с dx -- mi хе

хе dx - m i  2 •  —  
/.■

Ш\ ндай килиб.

D (А) А , (29.2)

о (А ) — I D (А) I л.

III. Бирор курилманинг (элементнинг) бузилмасдан ишлаш 
вактидан иборат тасодифий микдорни Т билан белгилаймиз. 
Ушбу

R ( t ) = P ( T ^ t )  (29.4)

формула билан аникланадиган функции пшончлилнк функцияси 
дсб аталади.

Пшончлилнк функцияси хар бир / 1̂ пймат учун элементнинг 
/ вакт давомида бузилмасдан ишлаш эхтимоллигини беришиии 
айтиб утамиз. Уни бундай ифодалаш мумкиилиги равшан: 
R(t) =  1— P (T < t)  ёки
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Амалиётда Т тасодифий микдор курсаткичли таксимотга эга 
булган масалалар жуда куп учрайди. Бу холда ишончлилик 
функцияси бундай куринишда булади:

R (0 -  1 —  F (0 =  е~ х ' (/ >  0). (29.6)

М и с о л. Т тасодифий микдор — бирор элементнинг бузил
масдан ишлаш вакти курсаткичли таксимотга эга булсин. Агар 
элементнинг уртача ишлаш вакти 1000 соат булса, унинг ишлаш 
вакти 800 соатдан кам булмаслик эхтимоллигини топинг.

Е ч и in. Масала шарткга кура Т тасодифий микдорнинг математик 

кутилиши 1000 еоатга теиг, демак, А, ^  0,001, R (/) =-■ е^ 0,00|/_ [jjv. 

нинг учун изланаётган эхтимоллик куйидагига тенг:

п !'г ОЛА, — 0,001 -Н00 —0.S А ,г
Р (Т >  800) е =  е 0,45.

30-§. Нормал таксимот (Гаусс тацсимоти^)

]. Таъриф.  А' тасодифий микдорнинг таксимот зичлиги

Я (0 =  1— F(t).  (29.5)

/ (А') ---W  е (о >  0) (30.1)
о | 2 л

куринишда булса, у нормал конун буйича таксимланган деб 
аталади.

f(x) функциянинг мусбатлиги равшан. (26.3) шартнинг ба* 
жарилишини, яъни

( X  —  L i) *
’ X  Сг> --------

| / ( V) dx - —  ̂ е ’ dx 1
о | 2 л •

тенгликпинг тугрилигини текширамиз. Бу интегралда узгарувчини 

( — —— -- деб узгартирамиз. У холда х -at -f- a, dx — a dt
а

( X  ~  U )1 /» _  t*

ва — —  1 е ~ dx — ——   ̂ е “ di =-- —-—  2 I е “ J/

Г ' Н ' т
Нормал таксимланган А тасодифий микдорнинг таксимот 

зичлиги иккита параметр — а ва о га богликлигн (30.1) форму
ладан куриниб турибди.

f (х) функциянн а =  0 булганда караймиз:

Г / \ 1 —дг- о1
I (*) ----  - е

а | 2 л



У

1

ва унинг асосий хоссаларини аниклаймиз (138-шакл).
1. Бу функция бутун сон укнда апшутанган, узлуксиз ва 

мусбат.
2. Бу функция жуфт ва, демак, Оу укига нисбатан симметрик.
3. О дан Ч- оо гача камаювчи, — оо дан 0 гача усувчи.
4. л- —► ± оо да графиги Ох ук^а асимптотик якинлашадн.

5. х — 0 нуктада функция 1 о | 2л га тенг булган ягона мак- 
снмумга эга. а нинг ортиши билан максимумнинг циймати кама- 
яди, бу функция графиги ва абсциссалар уки билан чегаралан- 
ган юза I га тенг булганлиги учун а ортиши билан зичлик эгри 
чизиги яссиланиб боради, у аста-еекин Ох у к ка якинлашадн, а 
камайиши билан эса зичлик эгри чизиги Ох уцнинг кичик кис- 
мида узининг максимуми атрофида юкорига чузилади, кейинэса 
унга (Олтула) тез тортнлади.

6 . Функция графиги а  о  ва х ----- о  да бурилиш нукталарига
эга эканлигини иккинчи хосила ёрдамида аниклаш осой.

а Ф  0 булганда / (а ) - ---- е tx ~u)1 - 0 зичлик графиги юко-
а  | 2 л

рида ясалган графикдан, агар а >  0 булса, а цадар унгга, агар а <  О 
булса, \а\ кадар чапга суриш билан хосил килинади.

а --=■ 0 ва а 1 параметрли нормал таксимот нормаланган нормал 
таксимот деб аталади. Унинг зичлиги

j (X)--- L . (30.2)
у 2 л

га тенг. Бу функциянинг кийматлари жадвалн тузнлган.
II. f(x) таксимот зичлиги ва F (х) таксимот функцияси ора 

сидаги богланишдан куйидагига эгамиз:

X

F (а) ---- \ е ' и - а)1-° dt. (30.3)
о  | 2 л J

— у:

Нормаланган нормал таксимот учун F (а) функция ушбу [куринишга
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F0 (л) -  —^  \ e~fi/2 dt = \ e 12/2 dt
t 2 л -  , 2  л . '

| e ‘ 2 dt --- 0,5 -b Ф  (.v)

» 2 j л и

У ш оу
Л'

Ф  (Л) \е~‘г/2 dt (30.4)
I 2 л J 
’ о

функция Лаплас функцияси деб аталади.
Куйидаги хоссаларни курсатиш осон (139-шакл):
1) бу функция бутун сон укида аникланган ва узлуксиз;
2) бу функция ток, демак, унинг графиги координаталар 

бслиига нисбатан симметрии;
3) функция бугун сон укида усувчи;
4) lim Ф  (л) 0,5; lim Ф  (.v) — 0,5.

•V-* —и *->-х

Ф  (л) функция кийматлари жадвали тузилган.
III. Асосий сонли характеристикалари.

эс п

М (А )  \ х / (.V) dx — ]—  \ хе <х~ а)2/2 <72 dx
о  , 2 л .

У- “ X

■- | (,v — и) а ^  I, х о ! ■ </, dx ■■ о dt \ ^

*—з: -а! (о /  г  а) е~1' 2 dt — I te "1 " dt --
о ) 2 л | 2 л .

dt - (О'О-5-fl I 2 л) ----- а.
\ 2 л • » 2-т

Шундай килиб,

Су игра

.И (А) а. (30.5)

D (А) ----—  \ (л- — а)~ е-(х~ы,г 2 °2 dx о-.
о I 2 л

Бнз бу ерда D(X)n\i хисоблаш и и келтирмасдан, уни муста- 
кил машк сифатида колдирдик.

а(Х)  - \/ D(X) булганлиги учун о ( Х ) = о , яъни X нормал тасо- 
дифнй микдорнинг уртача квадратик четланишн о иараметрга 
тенг.



IV. Нормал таксимланган Л' тасодифий микдорнинг [ос, [j ] 

интервалдаги кийматни кабул килиш эхтимоллигини ,\исоб- 
лаймиз:

(х — а)*

-— — /, а а / -  а , c/.v a d !
Р

t !(а—а):ст (Р - - а) а] j

Л/ - I £Гг‘ dt
) 2 л _

(а  - и) п

У о

(р. о) о ф а) Г) (х—а) л

- —  — \ 1Г ' dt —— I е_/" 2 d t ---i e~('!1 dt.
I 2.Л ■ | 2 д I 2 л ..

о • ' 0

1Л- кесил куйидагига эгамиз:

P (a <  X <  P) - (I* | - I - - Ф  | j, (30.7)
a ' o '

C\ ерда Ф (х ) — (30.4) формула билан аникланадиган Лаплас 
функцияси.

Y. Берйлган четланишнинг эхтимоллигини хисоблаш талаб 
килпнсин, яъни нормал таксимланган тасодифий микдорнинг 
математик кутилмасидан четлапиши абсолют киймати буйича 
бирор мусбат сондан кичиклиги эхтимоллигини хисоблаш лозим 
булсин.

(30.7) формуладан фойдаланамиз.

Р (  \Х -а\<Ь) Р (а Ь X <  а , 6) Ф  ( " * -- I —
О I

- ф  | " |S *' I ф I — I - Ф | - - i -  Ф 1- 1-
О (7 <7 *7

• а» I - )  - 2Ф  I - ).
а  1 о 1

Шундай килиб.

Р  ( jX  a |<<s) 2 Ф  (-
а

Л а/ деб оламиз. У холда (30.8) формуладан 

Р ( j X - о| <  at) 2 Ф  (/) 

ни хосил киламиз. X у су сан t 3 булганда

Я ( | X  -- а ! <  3 а) - 2 Ф  (3) ; 2 ■ 0,49865 0,9973



га эгамиз, яъни нормал таксимланган тасодифий микдор чет- 
ланишининг абсолют киймати буйича учланган уртача квадра
тик чстланишдан кичик булиш эхтимоллиги 0,9973 га тенг. Де- 
мак, четланиш абсолют кийматининг учланган уртача квадратик 
четланишдан ортиц булиш эхтимоллиги 0,0027 га тенг. Бундай 
ходисаларни кичик эхтимоллик ходисаларнинг мумкинмаслик 
принциппга асосан амалда мумкин булмаган ходисалар деб 
хисоблаш мумкин. Бошкача айтганда, агар тасодифий микдор 
нормал таксимланган булса, у холда битта синов натижасида 
унинг четланишининг абсолют киймати уртача квадратик чет- 
ланишнинг уч баробаридан ортик булмайди деб ишониш мум- 
ьнн. Бу тасдик «уч сигма» коидаси деб аталади.

У  з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у и с а в о . 1 . 1  а р

1. Текис таксимланган тасодифий мицдор таърифини айтиб беринг.

2. Текис таксимланган тасодифий микдорнинг асосий сонли характерис- 

тнкалари кийматларини курсатинг.

3. Текис таксимланган тасодифий микдорларга амалий мисоллар ке.'пи- 

ринг.

4. Кандай таксимот нормал таксимот деб аталади?

5. Курсаткичли таксимотнинг зичлик ва таксимот фуикцияларииинг гра- 

фикларини ясаиг.

6. Курсаткичли таксимотнинг асосий сонли характеристикаларн киймат- 

ларини курсатинг.

7. 14.282-—14.307, 14.361 — 14.377- масалаларни ечинг.

8. Ишончлнлик функцияси таърнфини айтиб беринг. Курсаткичли такси- 

мот.чинг ипюнчлил1 !:< функцияснии ёзинг.

9. Кандай таксимот нормал таксимот деб аталади?

10. Н ормал  таксимот зичлигииинг графигини ясаиг ва 6v зичликнинг асо- 

сий хоссаларини к^рсатнб беринг.
11. Нормал таксимланган тасодифий микдор асосий сонли характеристн- 

каларпиинг кийматларини курсатиб беринг.

12. Нормал  таксимланган тасодифий микдорнинг берилган интервалга ту-

1 пи;и эхтимоллигини уисоблаш учун формулани курсатинг.

13. Берилган четланиш эхтимоллигини уисоблаш учун формулани ёзинг.

14. «Уч сигма» коидасининг мохияти нимадан иборат?

31-§. Чебишев тенгсизлиги

Оммавий тасодифий ходисаларнинг тургунлик хоссаси инсо- 
ниятга жуда кадимдан маълум. У кайен сохада намоён булма
ем н, мазмунн куйидагича: хар бир айрнм ходисанинг аник 
хусусиятлари бундай ходисалар мажмуинннг уртача натижасига 
деярли таъсир этмайди; уртача натижадан хар бир айрнм хо- 
дисада буладиган тасодифий четланишлар узаро йу^отилади, 
силликланади. Айни шу уртача натижалар тургунлиги кенг маъ- 
нода тушуниладиган ушбу «катта сонлар конунп»нннг мазму- 
нини ташкил килади: катта сондаги тасодифий ходисаларда 
уларнинг уртача натижаси тасодифийлигини йукотади ва уни 
катта мукаррарлик билан башорат килиш мумкин.

Эхтимоллик назариясида «катта сонлар конунн» дейилганда 
тор маънода бир катор математик теоремалар тушуннлади ва
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уларнинг хар бирида катта сон-
______Г*~ь Т*~£ “1 | , даги тажрибалар уртача харак-

4  т х В  теристнкаларинпнг у ёки бу
шартларда бирор маълум узгар
мас микдорларга я^инлашиш 

1̂ 0-шакл. фактн белгиланади.

Катта сонлар конуни эхтимол
лик назариясининг амалиётга 

татбиклари учун назарий асос булади.
Ч е б и ш е в  т е н г е  и з л и  г и. Чекли дисперсияга эга бул

ган исталган X тасодифий лищдор учун хар бир е> 0  да

Р(\Х — т х \ >*-■) <  (31.1)

тенгеизлик уринли булади.
И с бот и. А' тасодифий микдор узлуксиз, \ (х) унинг таксимот 

зичлиги булсин. Сонлар укида АВ \тх— е. т  -- е] орали к ажрата- 

миз (140-никл). У \07д1

* X х
D(X) \ (х - mj- /' (л) dx \ | л” — т х |- / (х) dx >

У. Л

^  \ (х — mxf  f (х) dx,
I X ГП x I K

бу ерда интеграл остидаги | .v -гп\>г езув интегра ллаш АВ кес

манинг ташки кисми буйича бажарилишини билдиради. Интеграл ос
тидаги (.v — т х) ни f га алмаштириб, куйидагини хосил киламиз:

D (X)> \ ?- f (х) dx к- \ f (.v) dx t- Р{ | X — т к |> е),
| А' -т х  | )-■ | х /их | f-1

бу ердан эса узлуксиз тасодифий микдор учун Чебишев тенг- 
сизлиги келиб чикади.

Дискрет тасодифий мицдор учун исбот шунга ухшаш булади. 
Мис ол.  Математик кутилиши т х ва дисперсияси ст~ булган X 

тлсодифий микдор берилган булсин. X микдор узчнинг математик кути- 
лишидан камида 3 ох га четланиш эхтимоллигини юкоридан бахоланг. 

Ечиш.  Чебишев теигсизлигида ? 3 ах деб оламиз:

г, / ,> D(X) I
P ( X  — т у >  3 о ) <  —  —.

9

Бу мисолдан куриниб турибдики, Чебишев тенгсизлиги анча 
купол бахо берганлигн учун унинг амалиёт учуп ахамияти 
чекланган (нормал таксимот учун биз юкорида аннклаган 
эхтимоллик аслида 0,003 га тенг, яъни жуда кичик).

Чебишев тенгсизлиги бошкача шаклда — ^арама-^арши 
ходисага нисбатан хам ёзилиши мумкин: тасодифий микдорнинг 
математик кутилишидан четланишининг е> 0  дан кичик булиши 
эхтимоллиги
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Р (  \Х- я; ! <<? ) > I - М > .  (31.2)

32-§. Богликмас тасодифий микдорлар учун катта сонлар 
конуни. Чебишев теоремаси

Чебишев теоремасини куриб чи^ишдан олдин ушбу таъриф-
пн берамиз.

Т а 1» р п (j). Агар исталган е> 0  (хатто исталганча кичик) учун

I im Р  ( j Х п — a j <: р) 1 (32.1)

тенглик уринли булса, X ,, А'.,, . . , A'fi. . . . тасодифий микдорлар 

кетма- кетлиги а узгармас микдорга эхтимоллик буйича якинлашади 
дейилади, яъни 6 > 0  сон ни канчалик кичик килиб олин-ласин, шун
дай /V (е, t>) сон топи.тадики, кетма- кетликнинг барча п > N номерли 
хадлари учун

Р  (|Х/г — а\ < е ) >  1 — 6 (32.2)

те 11 гс из 1 и к ба жа р ила д и.
Чеби шевн инг уму млашган теоремаси .  Агар X,, А .2,

. . Х/Г . . . кетма- кстлик хар иккитаси богликмас булган тасо

дифий микдорлардан иборат булиб, уларнинг дисперсия гари текис 
чсгараланган, яъни шундай С сон мавжудки, D (А,) <  С, D (X.,) <  
<  С, . . ., D (Хп) <  С .........булса, у холда тасодифий микдорлар

у  Aj-.-A-. . -Ai , п 1,2____ (32.3)
п

М (А ,) • Л! < W.) . . .  М (А„) 
кетма- кетлиги ------------------------ сонга эхтимоллик

п
бСйича якинлашади, яъни

l im Р  I Л ’ А- • • • " v* a  111!  ;И {Х^  - • ■ • -
г. — х п п

<е.) !. (32.4)

Бошкача айтганда, теорема бундай даъво цилади: дисперсия- 
лари текис чегараланган етарлича катта сондаги богликмас 
тасодифий микдорлар учун бу тасодифий микдорлар урта ариф- 
метигининг улар математик кутилишлари урта арифметигидан 
четланишининг абсолют циймати истаганча кичик булишини 
амалда му^аррар ходиса деб хисоблаш мумкин.

И с б о т и. Богликмас тасодифий микдорлар йигиндисининг 
математик кутилиши ва диснерсиясини тоииш коидалари буйи
ча куйидагиларни хосил циламиз:

U  ( У  ) VI I А-'-- Iх--..-— I ; Д1(.у,) -. . М (Л„)

" \ п п

£ j (У  ) __ £) j А 1 А ~ А п j - ^  А I j  1-) (\>) . . .  D IЛ п)
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с с 
<с-----

п- п

Чебишев тенгсизшгиии Уп тасодифий микдорга татбик килиб,

Р  (! К , — .VI ()', )!<- к) >  1 — —
п £■'-

ни хосил киламиз. Бу ерда эхтимоллик ] дан катта була олмасш- 
гини хисобга олсак

А, А о . . .  А,? М (А,) М (А2) . . .  .VI (Хп) ; ..
im Р

булади. Теорема исбот килинди.

Чебишев умумлашган теоремасининг таърифида биз тасо
дифий микдорлар, умуман айтганда турли математик кутилишга 
эга деб тахмин кил дик. Амалда эса купинча, барча тасодифий 
микдорлар бир хил математик кутилишга ва текис чегаралан- 
ган диспсрсияларга эга булади. Агар бу микдорлардан хар 
бирининг математик кутилишини а билан белгиласак, у холда 
уларнинг математик кутилишларпнинг урта арифметиги хам, 
равшанки а га тенг булади. Энди биз хусусий Чебишев теоре- 
масини таърифлашимиз мумкин.

Ч е б и ше в  т е о р е м а с и  X v X,, . . ., Х п, . . .  хар иккитаси 

богликмас булган тасодифий микдорлар кетма-кетлиги булиб, бир
галикда чегараланган диспсрсияларга (исшаган i учун D ( Х ;) <  С) 

ва бир хил М (Х() - а математик кутилшиларга эга булсин. У 

холда а >  0 кандай булмасин

lim Р I : 1 (32.5)
’ ‘_ л ' ''

тенглик уринли.

Бу теорема махсус псботни талаб килмаслигн равшан.
(32.5) формуланинг мохияти куйидагича: теорема шартлари 

бажарилганда етарлича катта сондаги богликмас тасодифий 
микдорларнинг урта арифметиги тасодифий микдор характерини 
йукотади ва «деярли» нотасодифий микдор булиб колади, чунки 
у а га истаганча якин кийматларнн мукаррарлнкка якин эхти
моллик билан цабул цилади.

Пировардида бу хусусий Чебишев теоремасининг амалиёт 
учун фавкулодда мухимлигини таъкидлаб утамиз: у улчашлзр 
назариясида доимо ишлатиладиган урта арифметик киймат 
коидасига асос булади. Бунинг маъносини тушунтирайлик. Би
рор физик катталикнинг хакикий киймати а ни (масалан, би
рор деталнинг улчамини) топиш талаб килинаётган булсин. 
Бунинг учун бир катор бпр-бирига богликмас улчашлар утка- 
замиз. Хар кандай улчаш бирор хатолик билан булади. Шунинг 
учун хар бир мумкин булган киймат X/ ( i — улчаш номери)
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тасодифий микдордир. }\ар бир улчашда систематик хатолик- 
лар йуц деб фараз киламиз, яъни а ха^икий кийматдан у ёки 
бу томонга четланишлар тенг эхтимолликдир. Бу холда барча 
А; тасодифий микдорларнинг математик кутилиши бир хил ва 

а га тенг, яъни M (X f )=a. Нихоят, улчашлар бирор кафолатли 

аниклик билан утказилади, деб фараз киламиз. Бу барча улчаш
лар учун D (X j) ^ C  демакдир. Шупдап килиб, хусусий Чебишев 

т-оремаси шартлари бажарилади, шу сабабли агар улчашлар 
сони етарлича катта булса, у холда амалда мукаррарлик билан 
бундай тасдиклаш мумкин: улчаш натижаларининг урта ариф
метик киймати а хакиций цийматдан истаганча кам фарк 
кил а ли.

Я. Бернулли теоремаси катта сонлар ь^онунининг жуда мухим 
ва тарихан биринчи шаклидир. У ходисанинг нисбий частотаси 
билан унинг эхтимоллиги орасидаги богланишии аншутайди.

Б е р н у л л и  т е о р е м а с и .  Бир хил шароитлардаги бог
ликмас синовлар сони чексиз ортганида каралаётган Л ходи
санинг р * нисбий частотаси унинг хар бир айрим синовдаги 
эхтимоллиги р га эхтимоллик буйича яцинлашади, яъни

Сии частотаси.

Бошкача айтганда, етарлича катта п ларда кузатилган р * 
кии мат р эхтимолликнннг такрибий кийматини юкори даражада 
a h и клик билан беради, леб амалда ишониш мумкин.

Я с б от и. Ушбу тасодифий микдорларни киритамиз:
А', — каралаётган Л ходисанинг 1-синовда руй бериш сони;
Х2 — каралаётган Л ходисанинг 2- синовда руй бериш сони 

с а х. к. Бу тасодифий микдорларнинг хаммаси бир хил такси
мот конуиига эга булиб, у ушб\г катор куринишда булади:

бу ерда q ! р.
Уларнинг хар бирининг математик кутилиши р га тенг, диспер

сияси эса » pq га тенг (23- §, 2- мисол га к.). Сунгра

pq р {1 — р) (р- — р) 0,25 — (р - 0,5)'- <  0,25, 

яъил диснерсиялари чегараланган. Шу сабабли Чебишев теоремасига

33- §. Я. Бернулли теоремаси

lim Р (\ р¥ — р J <  *■■) (33.1)

б у ерда р* - - шу Л ходисанинг биринчи и та синовдаги нис-
п

lim Р
А, • А .

п
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X X .  X
р* =  —--—— — — —  эканини хисобга о.чсак, lim Р( \ р*—р\

t\ fl -*оо

< е ) = 1 -

Теорема исбот цилинди.
П у а с с о н  т е о р е м а с и. Богликмас синовлар утказилаёт- 

ган булсин ва А ходисанинг i- синовда руй бериш эхтимоллиги 
Pi га тенг булсин. У \олда синовлар сони чексиз ортганида 

А ходисанинг нисбий частотаси р х, р2, .. ., р„ эхтимолликлар- 

нинг урта арифметигига эхтимоллик буйича якинлашади, яъни 
ушбу тенглик уринли:

lim Р <  У

Бернулли теоремаси Чебишев хусусий теоремасидан ь̂ андай 
келтириб чи^арилган булса, Пуассон теоремаси Чебишев умум- 
лашган теоремасидан шундай келтириб чикарплади.

М а р к а з и й л и м и т  т е о р е м а .  Марказий лимит теоре- 
малар тасодифий микдорлар йигиндилари кетма-кетликлари- 
нинг цачон нормал таксимотга буйсунишини аницлаб берувчи 
теоремалардир. Улар бир-бирларидан йигиндини хосил к^илади- 
ган тасодифий микдорлар тацсимот ь^онунларига цуйиладиган 
шартлар билан фарц цилади.

Бу ерда биз марказий лимит теореманинг энг содда шаклини 
таърифлаймиз, у кушилувчилар бир хил таксимланган .\ол учун 
хосдир.

Теорема .  Агар X,, X.,, . . Хп — богликмас тасодифий мик

дорлар булиб, математик кутилиши т  ва дисперсияси о- булган 
бир хил таксимот конунига эга булса, у холда п чексиз ортганида

v / V

нинг таксимот конуни математик кутилиши О
I п о

дисперсияси 1 булган нормал таксимотга якинлашади.
Муавр— Лапласнинг локал теоремаси бу теореманинг хусу

сий холи эканини айтиб утамиз.
М и с о л .  Дар бири [0,4] кесмада текис таксимланган 75 та 

богликмас тасодифий микдорлар кушилмокда. Бу тасодифий 
микдорлар йигиндисининг зичлиги учун такрибий ифодани ёзинг 
ва йигиндп 120 дан 160 гача ораликда булиш эхтимоллигини 
топинг.

75

Е ч и in. X - V  Х кУ бунда X, лар [0,4] ораликда текис таксим- 

к 1
ланган тасодифий микдорлар. У холда

т  М(Хк) -  —  2. D(Xk) -  - .
.V к '  2  к /  12 3

Марказий лимит теореманинг шартлари бажарилмокда. Шу
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книг учун тасодифий микдор таксимот зичлиги f (х) такрибан 
нормал таксимот зичлигига тенг булади, яъни

( Х — гп

f (х) — е 
ах , 2 л

М { V  X; I -  V  м  (X.) 75-2 150.

D { V  X, ! 75 • -  100_ _  ■ I

( = 1

в-;т демак,

-- (х - 150)-

f / \ 1 200 / (л*) ~  =  е
10 j 2 л

Энди изланаётган эхтимолликни хисоблаймиз:

Р (120 <  А <  160) -  Ф  — ф  (— -

- Ф  (1) Ф  (3) -= 0,3413 -  0,49865 «  0,84.

У з-у з и н и т е к  ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Karra  сонлар коиуипнииг мохияти нимадан иборат?

2. Чебишев тенгсизлигини ёзинг.

Эхтимоллик буйича якинлашиш таърифини айтиб беринг.

4. Чебишев умумлашган теоремаеини айтиб беринг. Унп исботланг.

5. Чебишев хусусий теоремаеини айтиб беринг ва унинг амалиёт учун фав- 

кулодда мухимлиги нимадан иборатлнгини курсатиб беринг.

6. Бернулли теоремаеини айтиб беринг. Уни исботланг.

7. Пуассон  теоремаеини айтиб беринг.

8. /Марказий лимит теореманинг мазмунн нимадан иборат? X' ни и г энг сод- 

да шаклини айтиб беринг.

9. 14.542— 14.572- масалаларни ечинг.

34-§. Тасодифий аргументнинг функцияси

I. Эхтимоллнклар назарнясининг бир катор амалий масала- 
ларида X тасодифий микдор билан богланган

К =  , ,(Х )

тасодифий микдорни урганишга тугри келади, бу ерда у =  ц>(х) 
берилган функция. Масалан, автоматик системанинг чицишидаги 
сигнал бу система бирор параметри тасодифий цийматининг 
функцияси, квадратнинг юзи Y = Х 2 (бунда X — квадрат томо- 
нини улчаш натижасн)— тасодифий функция.

II. X  — дискрет тасодифий микдор булсин:
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Л'
(.V , V.,

! Ру Р2 Ри

У .\олда Y =  (f(X) тасодифий микдорнинг математик кутилиши 
ва дисперсияси ушбу формул ал ар билан аникланади:

т у М (У) v  ц (х-) pt, (34.

i 1

D (У) M  (У —- myf  V  (q (,v.) _  mJ- p .m (;

X узлуксиз тасодифий микдор булган холда эса Y =  q (X ) 
тасодифий микдорнинг математик кутилиши ва дисперсияси уш
бу формулалар билан аникланади:

т у = М (У) \ ц (х) / (.v) dx, (34.3)

а

D (Y ) f (<> (д) — myf  f(x) dx. (34.4)

III. Амалиётнииг купгина масалаларида, айницса, математик 
статистикада, тасодифий аргумент функциясининг математик 
кутилиши ва дисперсиясини топишнинг узи купинча етарли 
булмайди, унинг таксимот конунини ,\ам топиш зарур булади. 
X аргумент дискрет тасодифий микдор булган холни 22- § да 
куриб утган эдик.

Бу ерда бундай масала куйилади: таксимот зичлиги маълум 
ва / (д) га тенг булган X тасодифий микдор берилган; бошка У 
тасодифий микдор у билан Y — у (Х )  функционал боглани]и 
оркали богланган, бу ерда ц (Х )— шу X микдорнинг барча мум
кин булган кийматлари жойлашган бирор ]а, Ь[ ораликда уз

луксиз функция (а = — оо, Ь— -\-ос 
булиши истисно ^илинмайди). У 
тасодифий микдорнинг g(y) так
симот зичлигнни топиш талаб 
кил и на ди.

Бу масалани хал этишда ик
ки холни караймиз:

1) М о и о т о н ф у н к ц и я  
б у л г а н  х о л. Аввал ф(д) 
функция юкорида курсатилган 
ораликда монотон усувчи ва унга 
тескари х =  \\-(у) функция тегиш- 
ли ораликда монотон усувчи, 
узлуксиз ва дифференциалланув- 
чи функция булсин. Оу укда 
(у, у + \у) интервал ни оламиз ва 

141- шакл. уни х = \\ (у) функция ёрдамида
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Ox yi\i\a акслантирамиз: (а, х + Дх) интервал ни хосил киламиз 
(141- шакл).

(// <  У  <  у -- А у) ьа (.V <  X  <  .V - А а ) ходисалар эквивалент, 
яъни Р (у <  У <  у + А у) - Р  (д- <  X <  а  - - А а ) ва. демак.

а (,■!) - lim Р | 1 ,< К < " lim Р,х <  л <  * 4 Г1
Д у -»0 Л // Л х-,0 А и

Л у-,О

- lim ( ^  I  ̂ f (А) А.; / (а) • \|" (у).
Л Л- ->0 Л А- Ли
Л//-* о

А г -1 р / (а ) функция монотон камаювчи булса, у холда юкоридаги му- 
лохазалар каби

g (у) f '!'(//)•! 'Г (у) I
ни хосил киламиз. Иккала холи и бнрлаштирамиз:

g (У) f (4' (//)) I (//)!• (34.5)
1 JT Л i

I-мисол.  X тасодифий микдор j— —; ~\ интервалда текис так

симланган. Y sin X  тасодифий микдорнинг g (у) таксимот зичлиги- 
fur топинг.

Е ч и ш. X  тасодифий микдорнинг / (а) зичлигини топамиз. X  мик- 

интервалда текис таксимланган. шунинг учун бу ин-

тервалда

/' (х)
Я / 2 —  (— л 2) л

6v нптервалдан ташкарида эса / (а ) 0 . у - sin a  j --- —  шпер-
1 2 2 [

валда усувчн ва, демак, изланаётган зичликни топиш учун (34.5) фор
мулани кулланнш мумкин. ij: (у) — arcs in у булганлиги учун (//) —

1 » 1 — у~. Сунгра f (а ) -- 1/л булгани сабабли / (i|- (у)) - 1/л.
(34.5) формулага асосан */£] — 1, 1 | интервалда

g О/) 1 /л I 1 —у\

бу интервзлдан ташкарида g (у) - --- 0.

1 1 !

Текшириш: ( g (у) dy -  — \ - а̂ _ — -  — | —^  
J  Л.' 1 _ //2 я.» | г

2 . 11 2 л
— a resin у ------
л о л 2

о

2) Н о м о н о т о н  ф у н к ц и я б у л г а н х о л. Зичлиги / (а ) булган 
узлуксиз X  тасодифий микдор ва у — q (а ) функция X микдорнинг 
барча мумкин булган кийматлари жойлашган ]а, Ь[ ораликда диффе- 
ренциалланувчи ва булакли-узлуксиз булсин.

]а, a J ,  ]Aj , а 2[, . . ., ]а'^_[, Ь[ шу Ф (а ) функциянинг монотонлик ора-
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ликлари ва \|-, (у) функция <| (л) функцияга ]а, л*,[ ораликда тескари 

(функция, \|:2 (у) функция гр (л) функцияга ]л',, х2[ ораликда тескари 

функция булсин ва хоказо. У холда У" ф (Л) тасодифий микдор

нинг зичлиги

g (у) - / И', (У)) I (у) I -  / а 2 (у)) I $■> (у) ! — ■■• +

+ / ('Г,; (У)) I (у) I (34.6)

формула буйича хисобланиши мумкин. Бу даъвони биз исботсиз ка
бул киламиз.

2-ми с о л .  X  тасодифий микдор т х ва ох пара метрл и норма, j так

симланган. У ' Х~ тасодифий микдорнинг зичлигини топинг.

Ечиш.  Бу холда ф (л*) - .v2, а - — оо, b -- оо. у q (,v) --к2 
())\'нкция ]— о о ;  - о о | ораликда монотон эмас. Бирок л'£ ]— о о ,  Of 

ораликда камаяди ва \\\ (у) ; I у_ тескари функцияга эга, J0, г oof 

ораликда эса усади ва vj\2 (у) I у тескари функцияга эга. X  тасо
дифий микдорнинг зичлиги

_

/ (X) -±= <’
{ 2 л

куринишда эканлигини хисобга олиб ва (34.6) формула нн татбиц эти б, 
куйидагини хосил киламиз:

— ( - 1 У)'1 -  (1 У)2

1 2 
____  р

- 1 1 -_ i_ р 1
L р  С-

2~л 2 1 у I 2~л 2 \ У~

•”  • ! - е 1 (у >  0).
I 2 л у

35- §. Нормал таксимланган аргумент чизикли 
функциясининг хусусиятлари

X  тасодифий микдор

[х —тх ) 2

f i x ) - --- *
I - л

зичлик билан нормал таксимланган булсин, У тасодифий мик
дор эса у билан У =  аХ-\-Ь чизикли функционал богланиш билан 
богланган булсин. Y тасодифий микдорнинг таксимот конунини 
топиш талаб этилади. Ечимни ушбу жадвалда икки устунда 
жойлаштирамиз: чапдаги устунда масаланинг умумий ечимида 
кабул ^илинган функциялар, унгдаги устунда эса ^аралаётган 
масалага мос аник функциялар жойлаштирилган.
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/ м

(х—тх )2

1 2 0= 

е
о д- \ 2 л

у =  ч> W у — ах -4- Ь

х =  г}: (у) у —  ь
х —

а

Ф' (у)
1

а

1 (у) I
1

1 й 1

8 (у) =  /  №  Ш  W (у)\

/ у—Ь \* 

1 2 02 
/ \ *

Я (г/) -  ,  л—  е 
|а| ах у 2 л

g (у) ифодани алмаштирамиз:

[у—(атх + Ь )]2

g Су)

Бу эса

2сг о
х

|о| ох у 2 л

т  =  атх

ст =  | а | сг (35.1)

параметрли нормал цонуннинг узидир.
Шундай цилиб, нормал конунга буйсунадиган тасодифий 

аргументнинг чизикли функцияси хам (35.1) формулалар билан 
ани^ланадиган нормал цонунга буйсунади.

36- §. Богли^мас тасодифий миадорлар й ириндисининг

та^симоти

Илгари биз шу бобнинг 14- § ида иккита дискрет X  ва У та
содифий микдорнпнг

Z =  X  + 7

йигиндисини урганиб, унинг таксимот цонунини топган эдик. 
Агар X ва Y узлуксиз ва богликмас тасодифий микдорлар бу
либ, уларнинг зичликлари маълум ва мос равишда f {(x) ва 

/2(г/) га тенг булса, у ^олда Z=X-\-Y тасодифий ми^дорнинг 

g(z ) зичлик функцияси
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g (/) =  f /1 (*) /2 (z ~ x) dx ёки g (2) =  I' fL (,z — у) f, (y) dy
—  00 — x

формулаларнинг исталган биридан топилиши мумкин. Агарда 

X ва У тасодифий микдорларнинг мумкин булган кийматлари 

манфиймас булса, у холда " ( г )  ни ушбу форм улалар  орк^али 

топилади:

г  г

g (2) =  f /1 (х) /2 (2 — A') dx ёки g  (2) =  (* / х (г —- г/) /, (//) off/.

о о

Богликмас тасодифий мнкдорлар йиринднсининг таксимот зич- 

лигпни таксимот конунларп композицияси деб аталади.

Эхтимолликлар таксимот конунлари композицияси яна факат 
параметрлари билан фарклаиадиган уша конуннинг узи булса, 

бундай таксимот конуни тургун таксимот деб аталади. Н орм ал  

ко ну н тургунлнк хоссаспга эга эканлпгини курсатиш кийин эмас: 
нормал конунлар композицияси яна нормал таксимотга эга бу
лади (бу композпциянпнг математик кутилиши ва дисперсияси 

кушилувчиларнппг мос равпшда математик кутплишлари ва 
днсперсиялар йприндиларпга тенг). М асалан , А’ ва 1’ боглик- 

мас тасодифий мнкдорлар булиб, нормал таксимланган ^амда 

математик кутилишлари ва дисперсиялари мос равпшда a i =  2 , 

а : =  '3, D \ =  \, D2=  1,5 булса, у холда бу микдорларнинг компо- 
знцияси (яъни Z =  X-\-Y йигиидининг таксимот зичлигн) хам 

нормал таксимланган, бунда композициянинг математик кути- 
лпшп ва дисперсияси мос равпшда а =  2 + 3 =  5. D =  1 — 1,5 =  2.5 

булади.
М и  с о л: А' ва У богликмас тасодифий мнкдорлар курсат- 

кичли таксимот конунларига эга:

(О, —  эо <  .v <  ®, [0, —  с*  <  у <  О,

— — F ( \ — I - —
е ° , §  <  л* <  ©о: '- |— в 4 , ф <  у <  +  о о .

3 {4

Бу конунларпинг компознциясинн. яъни Z = X+Y  тасодифий 

микдорнинг таксимот конунини ёзинг.
Е ч и ш .  X  ва У тасодифий микдорларнинг мумкин булган кий-

матлари манфиймас. Ш у сабабли g (г) ^ \ fL (х) f , (2 —  х) dx =

= Г -1Г7-- Г  {г~т  dx = — <Гг'* 1 “ dx = <Г"‘ (1 -
3 3 4 12 J
О о

Шундай килиб,

О, —  оо <  2 <  О,
■(2)

е ( 1 — е 0 < 2 <  +  о о .

290



У  з-у з н н ii т е  к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Тасодифий аргументнинг функциясига дойр мисоллар келтиринг.

2. Тасодифий аргумент функциясининг математик кутилиши ва диспепсия- 
си кандай аиикланади?

3. Бит га тасодифий аргумент моиотон функциясининг таксимот шчлитн 
кандай топилади?

I. 15; I г I а тасодифий аргумент помонотон функциясининг га к ci i мот зпчлнги- 

ни ёзннг.

5. Н ормал  таксимланган аргумент чизикли функциясининг таксимот ко- 

нуни кандай?

6. Иккита богликмас тасодифий микдор йириндисининг таксимот зичли- 

гини ёзннг.

7. Таксимот конунннинг туррунлик таърифини айтиб беринг.

8. ]4.498— 14.511, 14.528— 14.536- масалаларнн ечинг.

37- §. Тасодифий микдорлар системаси хакида тушунча. 

Икки улчовли дискрет тасодифий микдор эхтимоллигининг 
таксимот конуни

Шу вактга кадар биз хар  бирн битта сон билан аникланади- 

ган тасодифий микдорларни ургандик. Бундай микдорлар бир 

улчовли деб аталади: нуксонли буюмлар сони, тсшик диаметри, 

спаряднинг учти узоклиги ва бошкалар.

Бир улчовли тасодифий микдорлардан ташкарн, мумкин 

булган кийматлари иккита, учта, . . ., п та сонлар билан аникла- 

1! м ли га и тасодифий микдорлар хам урганилади. Бундай микдор

лар мос равишда икки, уч, . . . , / /  улчовли тасодифий микдорлар 

деб аталади.

Икки улчовли тасодифий микдор (.V, У) оркали белгила- 

нади. .V ва )' микдорларнпнг хар  бири ташкил этувчилар (ком- 

ионентл a j)) деб аталади. Бу иккала тасодифий микдор бир вакт- 

да каралганида иккита тасодифий микдор системасини хосил 

килади. Шунга ухшаш, уч улчовли (.V, }’, Z) тасодифий 

микдор учта А’, У . Z тасодифий микдор системасини аник- 

лайди.
J- мп с о  л. Станокда пулат куймалар пггампалапади. Агар 

назорат килпнаднган улчамлар унинг ovi'in .V ва эни У б\лса, 

холда икки улчовли (X, У) тасодифий микдорга, агар бунга 

кушимча Z  баландлигн хам назорат  килинса, у холда уч улчоз- 

ли (.V, У, Z) тасодифий микдорга эга буламиз.

Икки улчовли (А, У) тасодифий микдорин геометрик нух- 

тан назардаи текисликдагп М( X, У ) тасодифий нукта сифатида, 

яъни коордннагалари тасодифий нукта сифатида талкин этил 

мум кин.

Икки улчовли дискрет тасодифий микдорнинг таксимот кону

ни деб, бу микдорнинг барча  мумкин булган кийматлари за

улариинг эхтимоллари р{; - Р{\ лу, У у), i - I, 2, ^

• !, 2........... т  руйхатигс! afrnг ла д!i . '1 аксимот конуни одатда жадвал

шак.in.та бери.шдн.
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(X  =  xt, Y =  у ) i =  1, 2 / =1 ,  2, . . . , m ходисалар 

ĵ ap иккитаси биргаликда булмаган ходисаларнинг тула гурухини ^о- 
сил к^лгани учун

Икки улчовли дискрет тасодифий мицдорнинг таксимот 
1>;онунини билган холда уни ташкил этувчиларининг хар бири- 
нинг таксимот конунини топиш мумкин. ^ацицатан,

( X = Xl; Y = yi), (X =  Y =  у2), . . . , ( Х = * г; Y =  ут) 

^одисалар биргаликда булмаганлиги учун кушиш теоремасига кура 

р(хг) =  Р (Х  =  х ,) =  Р (Х  =  .V,; Y =  у,) +

+ Р ( Х = х „  К =  </.)+ . . .  + Р (Х  =  ^ ;  r  =  </J.

р (х2), р(х3), . . . , р (хп) эхтимолликларни хам шунга ухшаш хисоб- 

лаймиз.
У ташкил этувчининг таксимот конуни хам шунга ухшаш 

топилади.
М и с о л. Ушбу жадвал билан берилган икки улчовли (X, Y) 

тасодифий микдорнинг X  ташкил этувчисининг таксимот крну- 
нини топинг:

А'
1 4 7 8

0 0 ,10 0,05 0 ,10 0 ,15

—  1 0,07 0 ,1 2 0,10 0,05

4 0 ,05 0 ,03  j 0 ,07 0 ,10

Ю^орида айтилганларга асосан X  тасодифий микдорнинг тац- 
симот ^онуни бундай булади:

X.
i

1 4 7 8

Pi
0,22 0 ,20 0,27 0,31

Текшириш: 0,22 + 0,20 + 0,27 +  0,31 =  1.
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38-§. Иккита тасодифий микдор системасининг таксимот
функцияси

Т а ъ р  и ф. Икки улчовли (X, У) тасодифий микдорнинг так
симот функцияси деб, у хар бир (х, у) сонлар жуфти учун X 
тасодифий микдор х дан кичик кийматни ва бунда У тасодифий 
микдор у дан кичик кийматни кабул килиш эхтимоллигига 
айтилади, яъни

F(x, у ) = Р ( Х < х ,  У с у )  (38.1)

Геометрик нукта и назардан, F (х, у) функция хар бир {х, у) 
нукта учун (X, У) тасодифий микдорнинг учи шу (х, у) нуктада 
булган пастки чаи квадрантга тушишини билдиради (142- шакл).

Fix, у) таксимот функциясининг асосий хоссаларини келти- 
рамиз.

1- х о с с а. О t^F  (х, * / ,)< !.
Бу хосса Fix, у) функция хар бир (х, у) нукта учун бирор 

э^тимолликни ифодалаши, эхтимоллик эса 0 ва 1 орасида були- 
шидан келиб чикади.

2-х о с с a. F [х, у) функция аргументларнинг хар бири буйи
ча камаймайдиган функция, яъни

F (х-2, y )> F { x j, у), агар х2> х 1 булса,

Fix, у2) >  F (х, ух), агар у2 >  ух булса.

Бу хосса геометрик нуктаи назардан жуда аён. Хакикатан, х 
ортнши билан (квадрант чегарасининг унгга сурплиши билан) 
ёки у нинг ортиши билан (квадрант чегарасининг юкорига сури- 
лиши билан) (X, У) тасодифий нуктанинг бундай квадрантга 
тушиш эхтимоллиги, яъни Р(Х<Сх; У <у ) =  F (х,у) эхтимоллик 
камаймайди.

3- х о с с а. Ушбу тенгликлар уринли:

F (— оо, у) — О, F (х, — оо) =  О, F (— оо, — ос) =  0.

Хакикатан хам, F (— оо, у) =  Р (Х  <  — оо, У <  у) =  0, чунки 
(X  < — оо) мумкин булмаган ходиса булганлиги сабабли (X <  — оо, 
У <  у) ходиса хам мумкин булмаган ходиса.

Крлган икки тенглик хам шунга ухшаш исботланади.
4- х о с с а. Ушбу тенглик уринли:

F (-{- оо; -{- оо) =  1.

Хакикатан, (X <  -f оо, У <  + оо) му- 
i^appap ходиса, шунинг учун

F ( t  о о ; 4-оо) =  Я (Х < - г о о ;
У <  -j- оо) - I .

5-х ос  с а. Ушбу тенгликлар уринли:

F(x: + оо) =  Fx (.г), F (+ оо; у) =  F2 (у),

бу ерда Fi (х) икки улчовли тасодифий 142. шакл.
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П>
: 
О

{ У

143- шакл.

мпкдор Л' ташкил этувчисининг так
си мот функцияси, F2(y) эса Y ташкил 
этувчисининг таксимот функцияси.

Хакикатан хам, У <  -f~ оо мукаррар 
ходиса. Шунииг учун

F (х, — оо) =  Р (Х  <  х; Y <  — оо) -

=  P (X < x )  =  F1(x).

Юкорпдаги тенгликларнинг иккин- 
чиси хам шунга ухшаш исботланади.

6- х о с с а. (А', Y) тасодифий мик- 
дориииг х =  а, x =  b, у =  с, y =  d тутри 
чизиклар билан чегараланган тугри 

л) т у ш и ш  эхтимоллигит\ртбурчакка (143- ша

Р (а <  А’ <  b\ c < Y  < d )  =  F (b, d) —- F (a, d)

— F (b, с) — F (а, с )

формула оркали хисобланиши мумкин.

(38.2)

39-§. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг 

таксимот зичлиги

Таксимот функцияси F(x, у) булган (X, У) икки улчовли 
узлуксиз тасодифий микдорни карайлик.

Т а ъ р и ф. Ушбу

г / • c~F ( л . I-' г /

Да, у) ■--= — ——  =  F (х, у)
ох оу

тенглик билан аниклападиган fix. у) функция икки улчовли узлук- 
из (A, Y) тасодифий микдор биргаликдаги таксимотининг зичлиги 
кн (A, Y) система таксимотининг зич.шк функцияси деб аталади.

Бунда F (.v, у) функция иккинчи тартибли аралаш F" (х, у) ^оси- 

лага эга ва бу хосила бутуи Оху текисликда, чекли сондаги эгри 
чишкларни истисио этганда, узлуксиз деб фараз килинади.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб,

,. F [X-- А -Г, и -- а и) — F (X. U -  Д и) — F (.х -  Д л\ и) -  F (х, и) 
t (л. у) =  hm --------- ----- ---------;---- --------------1-----1— —

Ах -+о Д х Д  у
Д1/-0

зканини исботлаш кийин эмас. Шунинг учун (38.2) га асосан

; , ч г Р (-V <  X <  -V— А Д-, IJ<Y <  //-{— Д IJ) /oQ , ч
Д а, //) =  lim —-------- -— . (39.1)

Ax-t-0 АХ-Л у

Шундай килиб, Да*, у) функция хар бир (х, у) нуктада сон
жихатидан (X, У) тасодифий нуктанинг элементар тугри турт- 
бурчакка тушиш эхтимоллигининг унинг юзига нисбатини бу



тугри туртбурчак (х, у) нуктага 
тортилгандаги лнмитнга тенг (144- 
шакл).

(39.1) формуладан куйидагинн хо
сил киламиз: (.V, Y) тасодифий нукта- 
н I in г учи (.V, ;/) нуктада ва томонла- 
ри Ах, А у булган элеменгар тугри 
туртбурчакка тушит эхтимоллнги 
бундай ёзнлнши мумкин:

Р  (х X  <  X — A .v; I) <  V <С у ~г & у) — 144- шакл.

=  (/(.v, y) + t)bx-\y, (39.2)

бу ерда А л' -> 0 ва А г/ — 0 да г -> 0.
Шунинг учун (A, Y) нуктанинг Оху текисликдаги бирор D  сохага 

тушиш эхтимоллиги ушбу тенглик билан ифодаланади:

Р  ((X , Y )£D ) =  \ \ / (х, у) dxdy. (39.3)
D

f38.2) формуладан фойдаланиб ва F (х, у) функция хар бир 
(х, у) нуктада (X, Y) тасодифий нуктанинг учи (х, у) нуктада 
булган пастки чап квадрантга тушиш э^тимоллигини беришини 
хисобга олиб, F(x, у) таксимот функциясини (f(x, у) таксимот 
зичлиги оркали бундай ифодалашимиз мумкин:

* ^
г (х, у) =-- \ j f(u, v)dudv. (39.4)

Энди иккита тасодифий микдор системаси таксимот зичли- 
гининг асосий хоссаларини келтирамиз.

1 - х о с с а .  Таксимот зичлиги манфиймас функция, яъни

f(x, г/)> 0.

Бу (39.2) формуладан айнан куриннб турибди, чунки Ах>0, 
А//>0, г—>0, тенгликнинг чап томони эса манфиймас.

2-х о  с с а. Таксимот зичлигидан олинган икки карралп ин
теграл бир га тенг:

\ | f (х, у) dx dy — 1.

Хакнкатан, (39.4) формулага асосан, куйидагига эгамиз:
лс _L по

i | / (х, у) dxdy -— F (~  оо; — оо) ----- 1.

Мисол.  х2 ~ у2 <  4 доирада таксимот зичлиги fix, у) =  С (2 —

•— У  x2Jr У'1 ) формула билан берилган; доирадан ташкарида fix, у) =  
=  0. а) С узгармасни топинг; б) (A, Y) тасодифий нуктанинг марка- 
зи координаталар бошида булган радиуси бирга тенг дойра ичига 
тушиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. г) Таксимот зичлигининг иккинчи хоссасидан фойдаланамиз:



| fc (2  — V x 2 + y2 ) dxdy =  1. 
х*±У'<Л

Бундан

С

\ \ (2 — , x2 — if-) dx dy 

Х'~У'г C 4

Kjt o  координаталарга утиб, куйидагинт хостил клламлз:

1 ч
С 2 л. :2

I d ф (2 —  р) р d р

о о

8 л

Шундай килиб,

—  (2 —  У  А'2 т  У~ )> х 2 -г у 2 <  4,

!(х ,У ) =  И "  ,v2+ i/2> 4 .

б) Тасодифий нуктаньнг айтилган доирага (D соха) ту шиш э.\ти- 
моллигини (38.3) формула буйича топамиз:

Р ((X, Y) е D) =  —  \ 1(2 -  У х 2 + </2 ) iv  rfi/.
8 Я J J

Kj t 6 координаталарга утиб, изланаётган эхтимолликни топамиз:

2Я 1

P =  - l j d c f j ( 2  — р) р d р =  -1

0 о

(X, Y) системанинг таксимот зичлигини билган з̂ олда ташкил этув- 
чиларнинг таксимот зичлигини топиш мумкин, чунончи:

-f-oo

fi (х) =  f f (х, у) dy, f2 (у) =  f f{x, у) dx,

бу ерда f1{x) — тасодифий X  микдорнинг таксимот зичлиги, f2(y) эса 
тасодифий Y микдорнинг таксимот зичлиги. 

куйидагига эгамиз:

х +х>
Fi(x) =  F(x, +  оо) =  j* j  f(u, v)dudv ,

—  ОС --ОО

бундан

+ °=
f l {x) =  F\(x) =  ] f(x, v)dv.

—  00

Иккинчи тенглик ,\ам шунга ухшаш топилади.



У  з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тасодифий микдорлар системаси таърифини айтиб беринг. Мисоллар 

келтиринг.

2. Икки улчовли дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конунини ёзинг. 

Ташкил этувчиларнинг таксимот конунлари кандай ёзиладн?

3. Икки улчовли тасодифий микдорнинг таксимот функцияси таърифини 

айтинг. У  геометрик нуктаи назардан нимани англатади?

4. Таксимот функциясннинг асосий хоссаларини айтиб беринг. Уларни ис- 

ботланг.

5. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг таксимот зичлиги кан

дай таърифланади?

6. Икки \лчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг берилган соха  га тушиш 

эхтимоллигини хисоблаш формуласини ёзинг.

7. Таксимот функцияси зичлик функцияси оркали кандай ифодаланади?

8. Икки улчовли тасодифий микдор таксимот зичлигинпнг асосий х о с с а 

ларини айтиб беринг.

9. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор ташкил этувчиларидан хар  

бирннинг зичлик таксимоти кандай аникланади?

10. 14.378— 14.382, 14.389— 14.399, 14.404— 14.413- масалаларни ечинг.

40-§. Икки улчовли тасодифий микдор ташкил этувчиларининг 
шартли таксимотлари

a) (.Y, У) таксимот копуна маълум булган икки улчовли дискрет 
тасодифий микдор булсин:

Айтайлик, синов натижасида X  тасодифий микдор xt кийматии 

^абул килган булсин; бунда У тасодифий микдор узининг мумкин 
булган yv уз, . . . , ут ^ийматларидан исталган бирини бирор эхти

моллик билан кабул цилиши мумкин. Бу эхтимоллик, умуман айт- 
ганда, р (у) =  Р [У = у )  (бунда / = 1 , 2 , . . . ,  т) эхтимолликдан 

фар к килади.
Купайтирнш теоремасига кура:

р (л-., у) =  Р {X =  х У  =  у) =  Р {X =  л-.) Р [У =  у. IX  =  Xi) =

=  Р (*,■) Р (у i !

бунда р (л'г-, у) — шу X =  xt ва У =  у,• ходисаларнннг биргаликда 

руй бериш эхтимоллиги, р (у-\Х;) эса У =  у. ходксанинг X  — х{ хо- 

диса кузатилгандаги шартли эхтимоллиги. Бу форму ладан куйидаги- 
ни хосил киламиз:

297



Ушбу

P (У^д  =  -
P(xi ’ У;)

p(xi у

У Ui Иг Угп

Р №  =  xi , ; P4Ji'4] РЦ/2\xi ) I • •: ■ | Р (Уm\xi )

Жадвал Y ташкил этувчининг X =  .V- даги шартли таксимоти

део аталади.
Шартли эхтимолликлар йигиндиси бирга тенглигини айтиб утамиз:

р (xi> Ui) , p (xi . Уг) ,
P(y iU i)  +  Р (//2'Л') "Г • • • +  Р  (^/т |А--) 

, Р (*/ > i/m)

Р (Ч ) 

Р (ч )

Р (Х[

Р (xi ) Р (-v; )

Шунга ухшаш, X  микдорнинг тайинланган У =  г/у(/=1, 2, . . . .  rrj 

^ийматдаги шартли таксимот конунларини карашимиз мумкин:

Р (х[ , IJj )

P (xi\y) =
Р(У; )

1-мисол.  Икки улчовли (X, У”) тасодифий микдор берйлган:

.Y
1 4 7 ■S

0 0,10 0,05 0, 10 0 ,15

—  1 0,07 0,12 0 .10 0 ,06

4 0,05 0 ,03  | 0 ,07 0,10

X  ташкил этувчининг Y ташкил этувчи Y — 4 киймат кабул килди 
деган шартдаги шартли таксимот конунини топинг.

Ечиш.  р (у3) =  р {хь у3) -  р (х2, у3) -  р (х3, у3) — р (-V4, //3) =

=  0,05 + 0,03 -г 0,07 + 0,10 =  0.25.

/ I ч р ( .V i ,  г/.,) 0 .05  Q

0,12,
Р(Уз)

Р(*3|</3) = —  №|) -0,28,

Р  ( а 41 i/з) "

Р(Уз) Р  ,25

Р{Х2 , Уз) 0,03

Р (Уа) 0.25

Р(х3> Уз) 0,07

Р(Уз) 0.25

Р(Х 4- Уз) 0,10

Р(Уз) 0,25

■0,12-г 0,28 -Ь 0,40

298



Ж ав  о б и.

X ! * 4 * 1 3

P(X\Y =  4) | 0.20 0 ,12 0,28 I 0 ,40
1

б) (X, У) икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор булсин. Ушбу 

f(x/y) =  lim ? « < * < * - A * ly < r < » 4 - a » ) ,
Ах->0 А X

формула билан аникланадиган [ (х\у) функцияни X  ташкил этувчи- 
нниг берилган У ----- у кийматдаги шартли зичлиги деб аталади. Унинг 
суратида X  тасодифий микдорнинг У микдор ]у, у +  А у [ ораликдан 
киймат кабул килди деган шартда ]х, х & х[ ораликда к я й мат ка
бул килиш эхтимоллиги турибди.

Купайтириш теоремаси га асосан:

f(x\y) -  lim
ах ->о А х
&у-*0

j j m  Р  ('.V <  X  С  х А .V. у <  Y <  у —  А у ) _

Дх-сО А х-Р in <  Y  <  и — А //)
Д г/—• О

_  jjm Р (х <  X  <  х - Да; ;■ <  Г <  // - - А у) ________ 1_________ [ (х, у)

Ах-,о \ х А у Р (у с  Y <  ц — А?/) /2 (г/)
Ду-vO ду- -

Шундай килиб

fixVI) -  (40.1)
Г 2 (у)

Шунга ухшаш,

f(tl'x) ---- (402)
h (X)

ни хосил киламиз. Бу икки формуладан

fix, у) ---- / о (у) f (х\у),

fix. у) =  f x ix) f (у\х) (40,3)
ууносабагларнп хосил киламиз.

Шартли зичлик шартспз таксимот зичлигпнинг барча хос- 
саларига эга, хусусан,

ЭС

f(x\y)> 0, f f{x\y)dx=\\

— У2

f{y\x)>0, \ f (у\х) dy =  1.
°  со

Бу хоссаларнинг туррилигини текшириб куришни укувчига тав- 
сня циламиз.



41-§. Безлик ва богликмас тасодифий микдорлар

Тасодифий микдорларнинг богликлик ва богликмаслик ту- 
шунчалари эхтимоллик назарнясининг энг мухим тушунчалари- 
дан биридир.

Узлуксиз тасодифий микдорлар учун У кнкг А’ га боглик- 
маслик шарти исталган у да

fiy\x) -  f-2(y) (41-0

куринишда ёзилиши мумкин. Агарда У тасодифий микдор X 
тасодифий микдорга боглик булса, у холда

Тасодифий микдорнинг богликлиги ёки борлнкмаслиги доимо 
узаролигини, яъни агар У микдор А га боглик бул мае а, у холда 
А микдор У микдорга борлпкмаслигинн (40.3) формулалардан 
фопдаланиб курсатамиз.

Хакпкатан, }' мпцдор А га боглик булмасин. У холла (41.1) 
тенг лик урпнлн. Иккинчи томокдак, (40.3) формулаларга асо- 
сан

/о (;/) / (х\у) =  h (*) / (у'х)> 

бундан, (41.1) ни эътиборга олсак,

f{x\y) =/i(.v),

ана шуни исботлаш талаб килинган эди.
Тасодифий микдорлар богликмаслигининг содда аломатини 

келтирамиз, у ушбу теорема шаклида ифодаланадн.
Т е о р е м а .  А ва У тасодифий микдорлар богликмас булиши 

учун (А, У) системанинг таксимот зичлиги ташкил этувчи тасо
дифий микдорлар зичликларининг купайтмасига тенг булиши 
зарур ва етарлидир:

fix, У) =  fi (.v) • /2 (у). (41.2)

И с бот  и. З а р у р  лиги.  X  ва У богликмас тасодифий микдор
лар булсин. У холда

fix, у) =  Ш-1(у\х) =  ? Л х )- ш .

Етарлилиги  f(x, у) ^  fl (х) /2 (//) булсин. У хелда (40.1) ва
(40.2) тенгликлардан фойдаланиб куйидагини хосил киламиз:

/, М  =  '777* -  / Ш :  /* (У) =  т у ”  =  f Ш -  
!г(У) f l W

Теорема исбот килииди.
Н а т и ж а. Агар f (х, у) таксимот зичлигини бири фацат 

х га боглик, иккинчиси эса факат у га борли^ иккита функция
нинг купайтмаси куринишида ифодалаш мумкин булса, у х;олда 
X ва У тасодифий микдорлар богликмасдир.

И с б о т  и. / (х, у) =  а  {х) ■ р (у) булсин. У холда
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-f- ЭС -j- 00
/  (x, у) dx dy  =  \ f a  (x) p (y) dx dy

— X —X 
—{— ~C - L  X

=  \ a ( x ) d x  ■ \ P (y )d y  -  1 ;

f i (X) =  | i (л'> V) d 'J -  \ «  M  P (*■') dy  =  a  (x) \ (3 (y) dy,
—  00 — X  — oC

J 20 ~ J- 00 —f"~ X

h  (y) =  1’ /  (*> y ) dx =  j* a  (*) P (y) dx =  P (,y) \ a  (x) dx.
—  00 — X  ___X

“Г oo -\-zc

Бундан /, (x) • /2 (//) -  a  (x) ( p (г/) Ж/ • p (у) \ a  (x) dx =
—  X  — X

=  a (*)' P (У) \ a  (x) dx ■ \ p (y) dy  =  a  (x) • P (г/) =  f  (x, //).
X  X

Шундай килиб, биз f  (x, у) =  f x(x) - f2{y) ни хосил килдик, бу 
эса X ва Y  тасодифий микдорларнинг борликмаслигини англатади, 
ана шуни исботлаш керак эди.

2 - ми с о л. Икки улчовли (X, Y) тасодифий микдор ушбу

/ (*, у)
л 2 (1 +  +  у~ +  х2//2) 

таксим от  зичлиги билан берилган . X  ва У тасодиф ий м и кдо р 
л ар н и н г  борлиц ёки борликм аслигини аникланг.

Е ч и ш .  Б у  таксим от  зичлигини уш бу куп ай тм а  куриниш ида 
и ф о д ал а ш  мумкин:

/(*, У) =  V ---- 7 ----- Л - л =  f i ( x) 'h(y)-Л  (1 +  А'-) Я(  1 - j-  II-)

У холда  н ати ж ага  асосан X  ва У м и к дорлар  борликмас.
3-м п с о л. И кки улчовли д искрет  (X, У) тасодиф ий микдор 

берилган :

9 4
1

1 0, 03 0 , 07 0 , 10

3 0,20 0, 10 0 , 50

X  ва У тасодифий м и кдорларн и н г  борликмаслигини курсатинг.
Е ч и ш .  Х  = 2, Х  = 4, Х-^-Б ^о д и сал ар н и н г  э^ ти м о лл и к л ар и н и  

топамиз:

Р ( Х  =  2 |Y  =  1) =  Р(Х  =  2; 0 =  ----------^ --------- ----  0,15,
1 Р ( К = 1 )  0 , 0 3 +  0 , 0 7 +  0 ,1 0

301



Р  (X =  4!У =  1) =  Р ( Х ~ 4: Y ~ ]) = ----------M I ----- --- =  0,35,
Р ( У =  1) 0 , 0 3 - Ь  0 , 0 7 - Ь  0 , 1 0

Р ( Х  =  5jY  =  1 ) =  Р(Х =  5; = ----------° ^ ° ---------- = 0 , 5 0 .
1 ' P { Y =  1) 0 , 0 3  — 0 , 0 7 — 0 , 1 0

Олинган натижаларни ушбу жадвалга ёзамиз:

V * 5

р (X — -Vj ) 0 ,23 0 ,17
1

0 ,6 0

Р  (X -  .Y; | К =  1) 0 ,1 5 0 .3 5 0 ,5 0

Жадвалдан куриниб турибдики, Р ( Х  =  .v-) Ф P i X  =  .v-| Y  =  1).

Б у  эса  X  ва Y  т асодиф ий  м н к до р л ар  боглик деб хулоса чика- 
риш  учун етарли ди р .

42- §. Корреляция моменти ва корреляция коэффициенти

Т а ъ  р и ф. X  ва У тасодифий микдорларнинг корреляция 
моменти (ёки коварисщияси)  деб, куйидаги сонга айтилади;

К ху  ' М  ((Х  ~  т х)  ( У  “  т  г ) )  ■ ( 4 2  • 1 )

Дискрет X  ва У тасодифий мнкдорлар учун бу формула уш 
бу куринишни олади:

К х а =  1  (x i ~  m J  (У1 ~  т )  P i  г

X  ва Y узлуксиз тасодифий мнкдорлар учун формула бундай
"Г  эс ~ э О

булади; К ху=  \ \ (х — тх)(у  — ту) f{x,  y ) d x d y .
оо X)

Корреляция моменти ифодаси математик кутилиш хоссалари 
асосида бундай алмаштирилиши мумкин:

М  ((X  — т х) (Y — т.У) =  -И (X • У — т х-У —  т у X  +  тх ■ т у) =

=  М  (X Y ) — М  (тхУ) — .11 (туХ)  -  М  (тх • ту) =  М  (X ■ У) —

— т х И (У7) — ту ■ .И (.V) - V/ (Х У ) — .VI (X) .VI (I7) —

— М (Y) • .VI (X) -г  .И i.Y) • Д1 (У) - • М (ХУ) -  .И (X) М  (У).

Шундай килиб,

А ' ^ =  .VI (ХУ) - М ( Х ) - М ( У ) .  (42.2)

/С нинг маъноси ва вази ф асн н н  о й д и н лаш ти р ам и з .  А\-у кор
р ел яц и я  моменти X ва У тасодифий м н кдо р л ар  орасидаги  б о гл а -  
шпинц тавсифлашини ку р сатам и з .  Ш у м а к с а д д а  уш бу теорем ан и  
исботлаймиз.



Т е о р е м а. Б о р л и ц м а с  тасодифий м и к д о р л а р  у ч у н  к о р р е л я 
ц и я  моменти но л га  тенг.

И с б о т  и. Б огл и к м ас  тасодифий м и кдорлар  учун M ( X Y )  — 
^ M ( X ) . M ( Y )  эканлигини хисобга олади ган  булсак , теорема- 

нинг исботи (42.2) ф о р м у л а д а н  д ар х о л  келиб  чикади.
К Х!/ микдор X  ва Y м и к дорларн и  и ф о д ал ай д и ган  улчов 

б и р л и к л а р и га  боглик;, шу са б а б л и  унинг узи б оглани ш  курсат- 
кичи б ула  олм айди. Ш у м уносабат  би лан  к о р р ел яц и я  моменти- 
нинг бу м и кдорлар  у р тач а  кв а д р а ти к  ч етл ан и ш л ар и  куп айтм а-  
сига нисбатидан  иборат  булган улчам сиз м ик дордан  ф ой дала-  
нилади:

К ....
r Xff = -----—  ■ (42.3)
' 7 °Х - ау

Б у  иисбат корреляц и я  коэфф ициенти  дсб атал ад и .
К орреляц и я  коэфф ициенти  абсолю т ки йм ати  буйича бирдан  

ортнк булм аслигини, яъни

— 1 < г  < 1  (42.4)ху  4 7

ии исботсиз келтирам из.
К о рреляц и я  коэфф ициенти  т а ъ р и ф и д ан  ва олдинги теоре- 

м адан  уш бу теорем а келиб чикади.
Т е о р е м а .  А г а р  X  ва Y тасодифий м и к д о р л а р  б о г л и к м а с  

б улс а ,  у  %олда у л а р н и н г  к о р р е л я ц и я  коэффициенти н о л г а  тенг.
Бирок бунга теск ари  хулоса килиш  мумкин эм аслигин и  айтиб 

утамиз:  м икдорлар  ^атто  ф ункц ионал  б о глан ган  булса  хам, 
лекин у ларнин г к о р р ел яц и я  коэфф ициенти  нолга тенг булиш и 
мумкин. М асал ан ,  X  микдор та^си м оти  о р д и н а т а л ар  уки га  нис- 
батаи  симметрии: ж о й л а ш г а и  булсин, д ем ак ,  М ( Х ) — 0. Сунгра  
> =  А- булсин. У холла  А” нинг си м м етрнкли ги га  асосан,

М  (YX)  -  М  {X 3) =  0 =  М  ( Х ) - М  (Y )
\

за, демак, Y  микдор А' шшг функцияси булишига карамасдан,
К.,., — 0 хамда rvn 0./.J - XI!

Т а ъ р и  ф. К о р р ел я ц и я  моменти (ва, д ем ак , ко р р ел яц и я  
коэфф ициенти  хам ) нолга тенг тасодиф ий  м и к дорлар  ко р р е л я -  
ц и я л а н м а г а н  м и к д о р л а р  деб  аталад и .

Сунгги тео р ем ад ан  кури надики , тасодиф ий  м и к д орларн и н г  
богл и км асл и ги д ан  уларн и н г  к о р р е л я ц и ял а н м а га н л и ги  келиб  
чикади , ундан  кейин келти ри лган  м исолдан  эса тескар и  тасдик- 
нинг, ум ум ан  айтганда, турри эм асли ги  келиб чикади.

П и р о в ар д и д а  яна  бир теорема ни кел тирам из, у тасодиф ий  
м и к до р л ар  орасидаги  борланиш ни т а в си ф л а ш д а  ко р р ел яц и я  
коэффициентинннг ах ам ияти ни  яна  хам  б атаф си л  ойдинлаш - 
тириб беради ,

Т е о р е м а .  Агар Y  тасодифий микдор X  тасодифий микдорнинг  
чизикли функцияси , яъ н и  У  =  а Х  +  b булса, у  холда агар а >  0 
булса, гху -■■= 1, агарда а <  0 бу л са , у  холда г — — 1 булади.
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И с б о т н. Куйидагига эгамиз: К  =  М  ((X — тх) (У — т  )) =
=  М  ((X —  тх) (аХ  +  Ъ — атх — Ь)) =  а.И ((X — тх)2) =  aD (X);

D  (Y) =  D (аХ -г  b) =  a- D (X) — а2 оу =  'а' • ох .

Б у натижаларни (42.3) формулага куйиб, куйндагини оламиз:

г — Кху — а '°х — Л  ; а >  0 да’
а* рг/ ja| о~ . cl с  0 да.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки улчовли дискрет тасодифий микдор ташкил этувчиларининг шарт

ли таксимотлари кандай топилади? Мисол келтиринг.
2. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор ташкил этувчиларининг 

шартли таксимотлари ^андай топилади?
3. 1\андай тасодифий микдорлар боглик, кандай тасодифий микдорлар 

богликмас деб аталади?
4. Узлуксиз тасодифий микдорлар богликмаслигининг зарурий ва етарли- 

лик шартини ва ундан келиб чи^адиган натижани айтиб беринг.
5. Корреляция моменти таърифини айтиб беринг. Корреляция коэффици

енти деб нимага айтилади?
6. Богликмас тасодифий микдорлар учун корреляция коэффициенти ни

мага тенг?
7. Корреляция коэффициенти кайси чегараларда узгариши мумкинлигини 

курсатинг. Чизикли боглик; тасодифий микдорлар учун корреляция коэффи
циенти нимага тенг?

8. Кандай тасодифий микдорлар корреляцияланмаган деб аталади? Та- 
соднфий микдорларнинг корреляцияланмаганлиги билан богли^маслиги ораси- 
да кандай богланиш борлигини курсатинг.

9. 14.389— 14.403, 14.416— 14.422-масалаларни ечинг.

43-§ . М арков занжирлари. Утиш эхтимолликлари

26- § да бо гл и км ас  син овлар  кетм а-кетлиги , хусусан Б е р н у л 
ли схемаси ва поли н ом и ал  схема к а р а л г а н  эди.

Энди богли ^  син овлар  к етм а -к е тл и к л а р и  билан  тан и ш ам и з .  
Е х, Е 2, . . . , E k, . . . идишлар туплами берилган ва хар бир идиш-

га Е х, Е 2, , Е к, . . . белгили шарлар солинган булсин. /-идиш-
дан E k белгили шарнн олиш эхтимоллигн p jk булсин.

Биринчи синовда битта идиш танланади. Е { идишни танланиш эх-
тимоллиги Pi га тенг. Биринчи танланган идишдан шар тасодифий
олинадн, агар бу шар Е.  белгили булса, у холда кейингн ш?р Е }
идишдан олинади ва хоказо.

Равшанки, (Ek E ki . . . E k ) идишлар кетма- кетлигининг пайдо

булиш эхтимоллигн

Р  « £ » .  E k ) ; =  рк  р„А  р к л  . . .  р„п_ х „П. (43.1)

Бу идиш моделини умумлаштирамиз. Синовнинг мумкин булган на- 
тижалари туплами Е х, Е 2, . . .  , E k, . . .  ни карайлик. Синов бошида
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Ej ,  E 2, . . . , E k, . . . натижаларнинг эхтимолликлари мос равишда p it 
р2, , рк, . . . булсин.

Т а ъ  р и ф. Б и р  жи н сли  М а р к о в  зан жи ри  деб, хар  бир нав- 
б атдаги  синовнинг н атп ж аси  ф а к а т  ундан олдинги синовнинг 
н ати ж аси гаги н а  боглик булган  син овлар  кетм а-кетлигига  ай ти 
лади .

Шундай килиб, хар бир синовлар жуфти (El , E k) га pih шартли 
эхтимоллик мос келади, яъни бирор синовда Е к натижанинг олдин
ги синовда Е-  натижа руй берди деган шартда руй беришининг шарт
ли э^тимоллиги р[к га тенг.

У холда  иккита, учта, туртта  ва хоказо  синовлар  мос нати- 
ж а л а р  кстм а-кетли клари н и н г  эх ти м о л л и к лар и  уш бу ф о р м у л а л а р  
билан берилади:

1-м  и с о л .  Т асодифий кучиш лар . Тугри ч и зи ^ да  и к к а л а  то- 
монга чексиз давом  этади ган  бутун н у к тал ар  кетм а-кетли-  
ги ...— 2, 1, 0, 1, 2,. . .  д а  кучишни к ар ай ли к .  Бир к а д а м д а  за р р а  
ф а ^ а т  куш ни бутун нукта га кучиши мумкин булсин. Б ун дай  
тасодиф ий  кучиш М ар к о в  з а н ж и р и  булади , ш у б и лан  бирга  
бунда к Ф  i +  1 булса, pik =  0.

Агар Е х, Е 2, . . . , Е к, . . . натижалар туплами тула гурух хосил 
килса, у холда биринчи синовда E k нинг руй бериш эхтимоллиги 
ушбу шартни каноатлантиради:

Агар бирор синовда E i натижа руй берган булса, у холда кейин- 
ги синовда Е х, Е 2, . . . натижаларнинг иста л ган бири руй бериши 
мумкин, демак, р й +  p i2 +  . . . +  p ik +  . . . =  1, p ik >  0, исталган
i Да.

Мумкин булган Е к натижалар одатда системанинг мумкин булган 
холатлари деб аталади. Агар п- синов натижасида Е к руй берган бул
са, у холда п- кадам Е к холатга келтирди деб айтилади, p ik эхтимол
лик E t дан Е к га утиш эхтимоллиги дейилади.

Исталган натижалар кетма- кетлигининг эхтимоллигини (43.2) фор
мула буйича хисоблаш учун эхтимолликларнинг бошлангич таксимоти 
Pl ларни ва E j холатдан Е к холатга утиш эхтимолликлари pjk ларни 
билиш лозим.

P i(E v E k)} =  Pi Pik’
P { ( E it E r  E k)} =  p i p i j p !k,

P { ( E ,, £ ,  E k, E r) } = p i p i l pj k pbr,

(43.2)

2 ^  pk =  1, рк >  0 барча k  лар учун. (43.3)
k
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p ik эхтимолликлар утиш эхтимолликлари деб аталади ва ушбу 
утиш эхтимолликлари матрицасини хосил килади:

/Рп Pl2 ■ ■ Pik • • - \

р  - Р-21 Pi 2 •

U / i Pl2 ' • ■ Pik ' • /

(43.4)

Утиш эх ти м о л л и к лар и  м атр и ц аси  к в а д р а т  м атр и ц ад и р .  Бу  
м атри ц ан и н г  э л ем ен тл ар и  м ан ф и й м ас  ^ а м д а  хар  бир сатр д аги  
э л е м е н т л ар  йигиндиси (43.3) ш ар тга  асосан 1 га тенг.

Э лем ен тл ар и  бу ш ар т л а р н и  ц а н о ат л а н т и р а д и га н  м атр и ц а  
с тохастик  м атри ц а  деб  а тал ад и .  И ст ага н  стохастик  м атри ца  
утиш  м атри ц аси  булиб х изм ат  килиш и мумкин.

2 - м и с о л. С истем а иккита  холат: Е х ва Е 2 д ан  ф а ^ а т  бит- 
тасини олиши мумкин булсин. Е х ^ о л а тд а н  Е 2 ^ о л а т га  утиш  
эхти м олли ги  р  га тенг, Е 2 холатдан  эса Е х ^ о л а т га  утиш  эхти- 
м оллиги  q га тенг, у  холда  утиш эх ти м о л л и к л а р и  м атри ц аси

ку р и н и ш д а  булади, чунки хар бир сатр д аги  эл ем ен тл ар  йигин- 
диси 1 га тенг булиш и керак .

М а зк у р  схема уш бу тасодиф ий  к у чи ш лар  м одели  ор к ал и  
а м а л г а  ош ирилиш и мумкин.

З а р р а  бирор тугри чизик б уй лаб  у зг а р м а с  тезли к  билан  ха- 
р а к а т л а н а д и ,  бирок х а р а к а т  й ун али ш и ту сатд ан  узгар и ш и  м у м 
кин, шу билан  бирга  агар  з а р р а  унгга  томон ^ а р а к а т л а н а ё т г а н  
булса. у холда х а р а к а т  йун али ш и нин г узгар и ш  эхтим оллиги  
вактни нг  хар бир м ом ентида  у зга р м а с  ва р  га тенг. А гар  з а р р а  
чап га  томон х а р а к а т л а н а ё т г а н  булса, у ^о л д а  х а р а к а т  йунали- 
ш ининг узгар и ш  эхтим оллиги  вактни нг  хар бир м ом ентида  q га 
тенг. Ш ун га  мувофиц, ^ а р а к а т  й ун али ш и нин г  с а к л а н и ш  э^ти- 
м о л л и кл ар и  унг томон х а р а к а т д а  1— р га, чап га  томон х а р а к а т -  
д а  эса  1— q га тенг.

3 - м и с о л .  Ютилишли тасодифий кучиш. Е 0, Е {, , E N, . . . 
системанинг барча мумкин булган холатлари булсин. Е 0 ва Е х  хо- 
латлардан ташкари исталган E L холатдан ё E iM холатга р эхтимол
лик билан, ёки £ •_ ,  холатга \ —  р  — q эхтимоллик билан утиш 
мумкин.

Агар к ф  i ±  1 булса, система Е,- холатдан Е к холатга ута ол- 
майди.

Агар система Е 0 ёки E N холатга тушган булса, у доимо узгар- 
май крлади.

Бу холда утиш эхтимолликлари матрицаси цуйидагича булади:
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/1 о о о . . .  о о 0\
/ q О р  0 . . . О 0 о\
, 0 q 0 р . . .  О О ОI
! ...................................! (4 3.5)
\ О О О 0 . . .  q О Р

0 0 0 0 . . .  0 0 11

Б у н дай  схема зар р ан н и г  [О, N] кесманинг н у к тал ар и  буйича 
кучиш модели оркали  а м а л га  ош ирилади, бунда з а р р а  исталган  
ички иуктадан  битта к а д а м д а  ф а к а т  кушни н у к та л а р г а  кучиши 
мумкин, кесманинг о хн рларн д а  эса зар р аи и н г  ю тилиши юз ба- 
радн. Агар зарранн иг  х ар ак ати  берилган  k с [О,  А1 нуктада  
б ош ланса , у холда бош лаигич  эхти м олли к  таксим оти  уш бу кури- 
ниш да булади:

рк - 1; Р; 0, i ф  к.

Агар бошлаигич холат тасодифий танланса, у холда бошлангич 

эхтимоллик таксимоти рк --- — —- формула билан берилади.

44-§ .  Лимит эхтимолликлар ^акидаги теорема. 
Стационар холатлар

Pi j эхтимолликлар системанинг битта кадамда Е-  холатдан Е ; х о 
лат га утиш эхтимоллигини белгилайди. Системанинг E i холатдан 
Е.  холатга роса п та кадамда утиш эхтимоллигини р (") оркали бел- 
гилаймиз. У холда p(-V эхтимоллик системанинг бошлаишч холатн 
E l булган шартида д-кадамда Е.  холатга т у ш  тшинянг шартли эх- 
тимолидир.

Эхтимолликларни к у ш и т  теоремасига асосан р\у  эхтимоллик Е , 
дан Е.  га олиб борадиган барча п  та кадамли йуллар эхтимоллик
лари йигиндисига^тенг. Чунончи

P'i'i г ;  Р/г
p'ij = Pi 1 Pil +  PilPy ~  • • • -  PikPki -  P:„ p..., =

A’

= 1  PikPki-
k=\

Математик индукция усули буйича ушбу умумнт фэрмулзни исбот 
килшп мумкин:

А'
>М/ Г 1} V  р.. (44. ; )

I л-= I
А на шу математик индукция усулидан я на бир марта ройдзланиб,



эканлигини исботлаш мумкин. Бу тенглихни бундай талкин этиш 
мумкин: агар система биринчи п та кадамдан сунг ордлик; Е к холат
га эришган булса, у холда Е к холатдан кейинги Е.  холатга утиш 
эхтимоллиги E k холатга ь^андай эришилганлигига боглик эмас.

Ушбу матрица хам стохастик матрица булади:
П {п> П {п) п [п) \Р\\ У 12 ■ • • У\ .  V \

Р(п) =  I .............................. • (44-3)
p'xi р<& • • • Р %  I

(44.1), (44.2) ва (44.3) генгликларни матрица шаклида ёзиб, цуйида- 
гини оламиз:

Р{\) =  Р,
Р(2)  =  Р - Р  =  Р-

Шундай килиб,

P i n  -  1) =  P - P f' = P n+l,

Р{п +  т) =  Р"'Р': =  Р п+т.

Р(п) =  Р .  (44.4)

1 -т е о р е м а .  Агар бирор п0 дан бошлаб Р п° матрицанинг
(пс
iiбарча р {П:о) элементлари мусбат булса, у  хогда уш бу  лимитлар

мавжуд:
lim р(р) — и

и —'ОС ч  (44.5)

(44.5) сонлар лимит эхтимолликлар  деб аталади.
2 - т е  о р е м а .  uk ли мит  эхтимолликлар у ш б у  тенгламалар  

системасини каноатлантиради;

у Uu =

и

_ _ _  lk
k=\

'k  =  2  U i P ik ' k  =  1’yV- (44-6)
1=1

Э с л а т м а .  (44.6) тенгламалар матрица шаклида ушбу куриниш- 
га эга:

U =  U -P ,  бу ерда U =  (ult и2, . . . , uN), (44.7)

Т а ъ р и ф .  и {, и2, . . .  , uN эхтимолликлар тацсимоти стационар  
таксимот  деб аталади.



5 - м и  со  л. pN бошлангич эхтимоллик таксимоти булсин, 
яъни р; — нолинчи сиьовда Е-  натижанинг эхтимоллиги. У холда 
системанинг л-кадамда Е к холатга утишининг шартсиз эхтимоллиги 
тула эхтимоллик фсрмуласига кура

(4 4 -8)

га тенг.
Жараён тайкнланган Е : холатдан бешланади деб хисоблаймиз, 

у холда р; =  1; рк — 0, k — i. У холда (44.8) форм у лага асосан 
р[п) =  р-к). п сртиши билан бсшлангич таксимотнинг таъсири сусайиб 
боришини сезиш мумкин. Хакикатан хам, 1-теоремадан ушбу лимит- 
ларнинг мавжудлиги келиб чикади:

Jim р (р  ■■= lim р $  =  ик.
Ц-+ЭС. >'-* сс '

Бкрср шартларда бошлангич таксимотдан катъи назар Е к холатнинг 
эхтимоллиги ик га интиладн.

Иккинчи томсндан, агар бошлангич таксимот стационар, яъни 
рк =  ик, k = \ ,  N  булса, у холда (44.8) дан

Р[1) =  “к ьа р ^  =  иk
булиши келиб чикади.

Стационар жараённинг физик маъносини аиглаб олиш учун бир 
хил турдаги тасодифий кучадиган N  та заррачани тасаввур этайлик. 
л-кадамда [Ек хслатда буладиган заррачалар уртача сони N ■ р’к ] га 
тенг. Лимит тесремага кура л - >  оо да

N p {p ~ > N u k.

Агар вактни  дискрет  ва 0,1,2, . . .  , п, . . . ки й м атлар н н  каб у л  
ки лади  деб хисобласак , у холда  узок вакт  ути ш ]1 билан зар р а-  
л а р  туплам и м увозан ат  холатга  келади , яъни хар бир ал о х и д а  
з а р р а  доимо кучиб турса-да  ва бу якк а  тарти бдаги  ж а р а ё н  учун 
лим ит  теорема хеч кан дай  н а ти ж а  берм аса-да ,  лекин хар бир 
дискрет  вакт  моменти t да  Е к х о л атл ар н и н г  хар бирида б у л 
ган з а р р а л а р  сони а м а л д а  у зга р м а с  булади  ва такр и б ан  Nuk  
га тенг.

6- м и с о л. Ю тилиш ли тасодиф ий кучишни кар ай м и з .  Утиш 
э^ ти м о лл ар и  м атрицаси  уш бу куриниш да булади  (3- м и с о л ) :

/ 1 0  0 0 . . .  0 0  0;
/ q 0 р  0 . . .  0 0 0 ,

р =  \ 0 q 0 р  . . . 0 0 0 '■
! | . (44.9)

0 0 0 0 . . .  q 0 р 
.0 0 0 0 . . .  0 0 1,
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Лимит теореманинг кулланилиш шарти >  0 ни текшириш жуда 
кийин. Бирок бу каралаётган мисолда стационар эхтимолликларни 
топиш учун (44.6) тенгламаларни ошкор куринишда ёзиш мумкин.
(44.7) формулага асосан U =  U P ,  бу ерда Р — (44.9) матрица. 
Ушбу тенгламалар системасини хосил киламиз :

их =  Uy — qu2,
11--) — Cf ’ ti rj,

u3 — pu2 -f- qu

«А- =  PUд-1 "Г Uy .

' S  ti, =  1 булганлиги учун бу система U  — (и,, 0, 0, . . . ,  «»,) ечим-jmd
fe =  !

га эга: и, ва u v лар и, 4- и х =  1 шартдан танланади. Шундай ки
либ, ютилишли тасодифий кучиш албатта стационар холатга эга бу
лади .

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Бир жинсли Марков занжири таърифнни айтиб беринг.
2. Утиш эхтнмолликлари матрицаси нимага тенг?
3. Бир жинсли Марков занжнрига мисол келтиринг.
4. Стохастик матрица кандай аникланади?
5. холатдан п та кадамда Е ,  холатга утиш шартли эхтимоллигини 

хисоблаш учун формулани келтиринг.
6. Лимит эхтимолликларнинг мавжудлиги хакидаги теоремани айтиб бе-

ринг
". Кандай таксимот стационар таксимот деб аталади?
8. Лимит эхтимолликларни хисоблаш хацидаги теоремани айтиб беринг.
9. Бир жинсли Марков занжиринннг бир холатдан иккинчи холатга бир 

кадамда утиш эхтнмолликлари матрицаси

0 .2  0 ,3  0 ,5 \
Р  0 ,3  0 '2  0 ,5

0 ,5  0 ,3  0 , 2 ;

булса, уни бир холатдан 2 - холатга 4 кадамда утиш эхтнмолликлари матрица- 
сини топинг.

45-§. Бош туплам. Танланма ва уни хосил килиш усуллари

М ат ем а т и к  статистика  — статистик м аъ л у м о тл ар н и  туплаш , 
гу р у х л ар га  а ж р а т и ш  (агар  улар  ж у д а  куп б у л с а ) ,  уларн и  
тах ли л  килиш  усуллари ни  иш лаб  чикиш ва ш улар  асосида ху- 
л о с а л а р  ч и кари ш дан  иборатдир. У ёки бу ходи саларн и  (ж а-  
р а ё н л ар н и )  м атем ати к  статистика  усу л л ар и  билан  урганиш  
ф ан ва техника илгари  суради ган  ж у д а  куп м а с а л а л а р н и  хал 
эти ш да  m v x h m  омил булиб х и зм ат  килади .
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Бирор алом ати га  кура  текш ириш  лозим  булган бир ж и нслн  
о бъ ектларн и н г  катта  бир гурухини кар ай м и з .  М асал ан ,  м а ъ 
лум турдаги  м ахсулот  стан д а р т л и к к а  текш ириляпти . Р ав ш ан к и , 
н азо р ат  учун шу турдаги  м ахсулотнинг х ам м аси ни  ёппасига 
текш ириш  куп х о л л а р д а  м аксад га  мувоф ик эмас, чунки т е к 
шириш н ати ж аси д а  махсулот  исроф булиши ёки ярокси злан и - 
ши мумкин. Б ош ка  бир мисол сиф ати да  ахолининг сони, у л а р 
нинг ёши буйича таксим лани ш и, миллий таркиби  тугрисида 
м аъ л у м о тл ар н и  т а л а б  килувчи иж тимоий-иктпсодий тадбир- 
ларни  р еж ал аш ти р и ш н и  олиш мумкин. Бу  м аъ л у м о тл ар н и  йигиш 
учун хар 10 йилда а холи руйхатга  олинади, яъни ял пи текшн- 
риш уткази лад и , колган в а ^ т л а р д а  эса зарур  маълум отни 
йигиш учун тан л ан м а  суровлар  утк ази л ад и . Т екш нриш нинг 
бундай  усули танланма усул  дейилади .

Т екш ири лаётган  а л о м а т  буйича ур гап и л ад и ган  барча объ- 
ек тл ар  туплам и бош туплам дей илади . Бош  туплам  даги объ- 
ектл ар  сони унинг %ажми дей илади . Бош  туплам нинг х аж м и  
чекли ёки чексиз булиши мумкин.

Танланма туплам ёки танланма деб  текш ириш  учун олин- 
ган о б ъ ектлар  туп лам и га  айтилади . Т ан л а н м а д аги  о б ъ ектлар  
сони унинг %ажми дей илади .

А гар  тан л ан м а  туплам  бош туплам нин г д еярли  барча хусу- 
сиятлари ни  узида с а к л аса ,  у холда  бундай тан л ан м а  рспрезен-  
татив ( ваколатли) танланма дейилади .

К а тта  сонлар конунидан та н л а н м а  репрезентатив  булиши 
учун у тасодифий булиш лиги келиб чикади. А гар  тан л ан м а  
репрезентатив  булм аса, у холда  т а н л а н м а  устида чикари лган  
хулосани бош туплам га  татбик; килиш  нотугри хулосага  олиб 
келиш и мумкин.

Т а н л а н м а л а р  тузилиш ига  кура  иккига  булинади: такрорий 
ва нотакрорий т а н л а н м а л ар .  Агар тан л ан ган  объект  кузатиш  ут- 
к азн л ган дан  сунг бош ту п лам га  кай тар и лса ,  т ан л ан м а  так
рорий танланма дей илади . Б ун да  хар  бир тан лан ган  о б ъ ект  
кейинги т а н л а ш д а  такр о р  иш тирок этиш и мумкин.

А гар кузатиш  учун тан л ан ган  объект  бош туп лам га  кай- 
т ар и л м аса ,  т ан л ан м а  нотакрорий танланма дейилади .

Т ан л аш  усуллари га  кура та н л а н м а  тасодифий, механик, т и 
пик ва серияли т а н л а н м а л а р г а  булинади.

Бош  туп лам дан  об ъ ектлар  т а в а к к а л и г а  би тталаб  олпнади- 
гаи тан л ан м а  тасодифий танланма дейилади . Тасодифий тан- 
л аи м ан и  куйндагича хосил килиш мумкин: агар  бош туплам  
х аж м и  чекли булса, унга кирувчи о б ъ ектлар  ном ерлаб  чики- 
лади . Сунгра ном ерлар  ёзилган  к а р т о ч к а л а р  ях ш и л аб  а р а л а ш -  
тирилади , кейин т а в а к к а л и г а  би тталаб , п га карточ ка  олинади. 
Б ош  туплам нин г тан л ан ган  номерли х ад л ар н  тасодифий ian- 
л ан м ан и  таш ки л  этади.

Н ом ерлан ган  п  та карточканн  тан л аш  учун. шунингдек, та- 
содифий сонлар  ж а д в а л и д а г и  кетм а-кет  келади ган  п та с ом дан  
хам ф ой далан и ш  мумкин.



Б ош  ту п лам даги  о б ъ ек тлар  м еханик р ави ш да  бир нечта 
гурухга  булиниб, сунгра хар бир гурухдан би ттад ан  объект  
олиш  оркали  хосил килинган  та н л а н м а  м е х а н и к  танланма  де- 
йилади.

М ехан и к  та н л а н м а  купинча репрезентатив  булм айди. М а- 
салан , технологик ж а р а ё н н и н г  узига хоелигн туф ай ли  хар бир 
унинчи деталь  энг сиф атси з  булса, у холда бош ту п л ам д ан  
олинган  10% ли м еханик  т а н л а н м а  м азкур  п ар ти яд аги  яоо^- 
сиз д ета л л а р н и н г  аник проиорциясини нотугри акс этти- 
ради.

Бош  туп лам даги  о б ъ ектл ар  н ам у н азн й  узаро  кеси ш м ай дн ган  
«сер и ял ар » га  а ж р а т и л г а н  булиб, хар бир серпядан  тасодиф ий 
т а н л а н м а  олинган булса, бундай т а н л а н м а  н а м у н а в и й  танланма  
д ей иладн .

М а с а л ан ,  пахта  т о залаш  за зо д п га  100 та б р и гад ад ан  пахта  
к елтирилади . Агар келтирилган  пахтанинг сифатини текш ириш  
учун хар бир бригадан и н г  м ахсулоти дан  т а в а к к а л и г а  5% дан  
олинса, бпз нам ун азн й  т а н л а н м а га  эга буламиз.

Бош  туплам даги  о б ъ ектл ар  у заро  кеси ш м айднган  «серия- 
л а р » г а  а ж р а т и л г а н  булиб, т а н л а н м а  бир нечта сериялар -  
д ан  и борат  булса, ундай  та н л а н м а  с е р и ял и  танланма  дейи- 
лади .

М асал ан ,  ю корида  келти ри лган  мисолда 5% бригада  тан- 
л а б  олиниб, уларнин г  ялпи м ахсулоти  текш ирилса , бунда се 
рияли  т а н л а н м а га  эга булам из.

46- §. М атематик статистиканинг асосий м асалалари

А йтайлик , бош туплам нин г  X  белгисини урганиш  т а л а б  ^и- 
л и н аётган  булсин. Б у  X  белги тасодиф ий мицдор сиф ати да  
талки н  килинади. Агар мицдорий белги ур ган и л аётган  булса, 
X  тасодиф ий м икдорнинг ки йм ати  белги ^и йм ати  билан  бир 
хил булади , агар  си ф ат  белгиси у р ган и л аётган  булса, X  т а с о 
диф ий  м икдорнинг ^и йм ати  0 ва 1 ки й м атлар н н  цабул  к>илиши 
мумкин, м асалан :

1, агар «сифатли» булса,
0, агар «сифатсиз» булса,

Фараз ь^илайлик, X  бел гили бош тупламнинг таксимот функция
си F(x) булсин. У холда п  улчовли { Х {, Х 2, . . . , Х п) тасодифий 
вектор п  хажмли танланма булиб, унда X i тасодифлй микдорлар 
(купинча) узаро богликмас ва бир хил F(x) та^симотга эгадир. Тан- 
ланманинг тажрибада кузатилган ^ийматини (х,, л'2, . . . , х п) билан 
белгилаймиз.

Энди математик статистиканинг асосий масалалари билан тани- 
шиб чикамиз.

1. (л',, х 9, . . . , хп) танланманинг кузатилган цийматидан фой-
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даланиб, X  белгили бош тупламнинг номаълум таксимот функция- 
сини бахолаш.

М атем ати к  статистиканин г уш бу м асалан и  ечиш билан шу- 
гуллан увчи булими нопараметрик б а х о л а ш  н а з а р и яс и  деб а т а 
лади .

2. Ф ар аз  килайлик, X  белгили бош туплам нин г таксим от  
ф ункцияси  k  та н ом аълум  п а р ам етр га  боглик булган аник ку- 
риниш даги  функция булсин. (л'ь х 2, . . . , х п ) т ан л ан м ан и н г  ку- 
за тн л га н  ки йм атидан  ф ойдаланп б, k  та ноъм алум  п ар ам етр лар -  
ки б ахолаш  м атем ати к  статистиканинг н авб атд аги  м асаласи ди р .

М атем ати к  стати сти када  бу м асалан и  ечиш билан ш угулла-  
нувчи булим параметрик б а х о л а ш  на з а р и яс и  дейилади .

3. Ф а р а з  килайлик, баъ зи  м у л о х а за л а р г а  асосланиб  X  бел- 
гили бош туплам нинг таксим от  ф ункциясини F (х)  деб хисоб
л аш  мумкин булсин. шу F (х) функция х а к и к а т а н  хам X  б ел 
гили бош туплам нинг таксим от  ф ункциясим и ёки йукми деган 
савол  статистик гипотеза  хисобланади .

У ёки бу гипотезани текш ириш  учун тан л ан м ан и н г  куза- 
тилган  ( х и х-2 , . . .  , х п ) ки й м атидан  ф о й д ал ан и л ади . Агар олин- 
ган м аъ л у м о тл ар  х ак и к а та н  хам  н азари й  ж и х а тд а н  кутилган  
м а ъ л у м о тл а р  билан мос келса, у в а ктд а  уша гипотезани кабул  
килиш  учун асос булади, акс холда  гипотезани каб у л  килиш га  
асос булмайди.

М а тем а ти к  статистиканинг бу м ас а л а н и  ечиш билан  шу- 
гуллан увчи  булими статистик гипотезалар н а з а р и яс и  дейилади .

47- §. Вариацион катор. Эмпирик таксимот функцияси

Фараз килайлик, X  белгили бош тупламнинг таксимот функцияси 
F(x) булиб, х2, . . . , хп) тупламдан олинган танланманинг куза- 
тилган к;иймати булсин. Кузатилган хг- кийматлар варианталар дейи
лади. Усиб бориш тартибида ёзилган варианталар кетма-кетлиги

^  х*2\ ^  • • • <  х *п

вариацион ^атор дейилади.
Агар танланмада х { варианта я , марта, х0 варианта п 2 марта, 

Л  . , xk варианта nk марта (бу ерда +  nk =  п) куза

тилган булса, у холда п , , п 2, . . .  , n k сонлар частоталар , W  t =  —  (/ =
п

=  1, 2, . . . , сонлар нисбий частоталар  дейилади.
Т ан л ан м ан и н г  статистик ёки  э м п и р и к  таксимоти деб  в а р и 

ан тал ар ,  у л а р г а  мос часто талар  ёки нисбий ч асто талар  руйха- 
тига айтилади:

x i Х\
I 1 
1 А2 j • • • ч x i * 1x2 j . . . Xk

n i П\ ! П !| Я2 | . . . Ч
еки

W t W {
i

W  2 j . . . Wk
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1 - м и с о л .  Танланма частоталарининг эмпирик так,симоти берйлган:

—  1 0 1 2

n i 5 3 7 5

Нисбий частоталар эмпирик та^симотини топинг. 
Е ч и ш .  п =  п,  — п 0 4- Пп ~  п .  — 5 т  3 -  7 -  5 20 .

W,  =  — =  0,25; W 2 =  —  =  0,15; №3 =  —  =  0,35; №4 = — = 0 ,2 5 .
1 o n  2  2 0  2 0  2 0

U7.

— 1 о 1

0,25 0,15 0,35 0,25

Шу билан бирга
0,25 -г  0,15 +  0,35 -г  0,25 =  1.

Т а ъ р и ф. Варианталарнинг х сондан кичик булган кийматлари
нисбий частотаси

П ( х )  =  —п

эмпирик  таксимот функцияси  дейилади, бу ерда п  — танланманинг 
хажми, п — х  дан кичик булган варианталар сони.

2- м и с о л. Куйидаги эмпирик таксимот берйлган:

W;

— 1 о 1

0,25 0,15 0,35 0,25

К М  =

Эмпирик таксимот функциясини тузинг ва унинг графигини чизинг. 
Е ч и ш :

0, агар х <  — 1 булса,
0,25, агар — 1 < х < 0 ,  булса,
0,25 -f- 0 ,1 5 = 0 ,4 ,  агар 0 <  х <  1 булса,
0,25 +  0,15 - f  0 ,35 =  0,75, агар 1 <  х <  2 булса,
0,25 -г  0,15 - f  0,35 +  0,25 =  1, агар х >  2 булса. 

Топилган кийматлар асосида графикни ясаймиз (145-шакл). 
Эмпирик таксимот функцияси X  белгили бош тупламнинг номаъ- 

лум F(x) таксимот функциясининг такрибий киймати сифатида кара- 
лиши мумкин.

Хакикатан хам, Бернулли теоремасига кура 
lim  (Р  (| f  * (х) —  F (x )  \ <  е) =  1
П—>Х;

экани келиб чикади.
Эмпирик таксимот функцияси, таксимот функциясининг барча 

хоссалари га эга:
1 . 0  <  F:  ( х )  <  I .
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, Fn (X)

<

- О. 75 ■ --- ---------

0.25

-2 -? О 1 г X

145- шакл.

2. F* (.х) моноюн камаймайдиган функция.
3. Агар х х энг кичик варианта ва x k энг катта варианта булса,

у холда
I 0, агар .V <  хл булса,

\ l ,  агар х  >  Xk булса
булади.

48- §. Полигон ва гистограмма

Частоталар полигона  деб кесмалари (х*, n f  (х*, п 2), . . . , 
(х*, nk) нукталарии туташгирувчи синик чизикка айтилади. Частота
лар полигонини ясаш учуй абсциссалар укига х"- ларнн, ордн- 
наталар уцига эса уларга мос п [ частогаларни куямиз. Су игра (xj, 
п ■) нукталарии кетма-кет тутащгцриЗ, ч ас го га л ар пэлигошши ^о:ил 
киламиз.

Нисбий часто'палар полигона  деб кесмалари (х*, \ГХ), (х*, W 2),
. . . , (xjc, W k) нукталарии туташгирувчи сииик чизикка айтилади. 
Нисбий частоталар полигонини ясаш учун абсциссалар укига х*- лар
нн, ординаталар укига эса мос равишда W L нисбий частоталарни к у я 
миз. Сунгра (х*, W ■ ) нукталарии кетма-кет туташтириб, нисбий час
тоталар полигонини хосил киламиз.

1-м и с о  л. Ушбу эмпирик таксимотпннг нисбий частоталар по- 
лигонини ясанг:

1 | 
--2 ! 0 

!
1 | о 1 1

Wi 0,1 0,3 0,2 0,4

Е ч и ш .  Бэрилганларга асосланиб полигоннн хосил киламиз 
(!46- шакл).

Кузатишлар сони катта булганда ёки X  узлуксиз белги булган-
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о

146- шакл.

да гистограмма ясаш максадга мувофикдпр. Бунинг учун X  белги- 
нинг кузатиладиган кийматлари тушадиган сралиц бир хил h узун- 
ликдагн А,- интервалларга булинади ва хар бир интервал учун п- — 
А/ интервалга тушган варианталар сени тспилади.

Частоталар гистограммаси  деб '.сослари h узунликдаги интер

вал лардан, балаидликлари эса 'ч , i =  \ , k  дан иберат булган туг-
h

ри туртбурчаклардан тузилган погонасимон шаклга айтилади.
Нисбий частоталар гистограммаси  деб ассслари h узунликдаги

интерваллардан, бал-’ндликлари зса — L =  , i =  1, k  дан иборат
h п!г

булган тугри туртбурчаклардан тузилган псгснасимон шаклга ай
тилади.

2 - м и с о л .  Ушбу танланманинг частоталар ва нисбий частспалар 
гистограммасини ясанг:

A i ( -2 0 ;  - 1 5 ) (— 15; — 10) ( - 5 ;  C) (0; 5) (5;  10) (1 0 ;  15)

>4 2
1

8 17 24 26 13 10

-щ о о

|
7 ,08  j 0 ,17

I
0 ,2 4 0 ,2 6 0,13 0,1

Е ч и ш .  h  = 5

д; (— 20; - 1 5 )  ' (— 15; — 10) 

i
(— 10;— 5) ( - 5 ;  n) (0;  5) (5 ;  10) (10; 15)

гц_

h
0 .4

i
! ] ,6
1i

3 ,4 4 ,8 5 ,2 2 ,6 2

I I
h

0 ,004 j 0 ,0 1 6
|

0,034 0 ,048 0 ,052 0 ,026 0 ,020

Берйлган танланмалар асосида частота ларнинг (1 4 7 -шакл) ва нис
бий частоталарнинг (148- шакл) гистограммасини хосил киламиз.
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147- шакл.

w••
h

1

0,05

20 5 -!0 -5 о 5 ;о л

148- шакл.

Таърифга кура нисбий частоталар гистограммасииинг юзи

k k k k

эканини курамиз.
Р а в ш ан к и ,  агар  нисбий ч ас т о т а л а р  гистограм м асии инг учла- 

рини силли^  чизиц билан  туташ ти риб  чи^сак , бу чизик; тацри- 
бан X  белгинииг такси м о т  ф ункц иясига  мос келувчи такси м от  
зичлигининг графигини акс  эттириш ини курам из.

А гар  т а н л а н м а  х аж м и н и  орттириб, и н тер в ал л ар  узунлиги 
h  ни нолга интилтирсак , такси м от  зичлигининг граф и ги га  борган 
сари  яц и н лаш ам и з .



У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

]. Бош туплам нима?
2. Танланмага таърпф беринг.
3. Танланманинг кандай турларини биласнз?
4. Вариацион каторга мисол келтиринг.
5. Эмпирик таксимот функциясига таърнф беринг.
6. Эмпирик таксимот функциясининг графигн кандай куринишга эга?
7. Полигон ва гистограмма кандай ясаладн?
8. 35.1 — 15.21-масалаларни ечинг.

49-§ . Таксимот функцияси парамет.рларининг нуктавий
бахолари

Фараз килайлик, X белгили бош тупламнинг таксимот функция- 
си F  (_y, В) булиб, 0 — номаълум параметр булсин. Х ь  Х 2, . . . , Х„ 
шу бош тупламдан олинган танланма булиб, ,y15 х 2, . . . , х п тан
ланманинг кузатилган киймати булсин.

Т а ъ р и ф .  Танланманинг ихтиёрий L { X U Х 2, . . . , Х г)  фуикцня- 
си статистика  дейилади.

К у ни да куп учрайдигаи статпстикаларга мисоллар келтирамиз.

— 1
1 - м и с о л .  А = —  > А,- — танланманинг урта киймати.

п '
i= 1 II

— J —
2 - м и с о л .  S~ ■—  Л  .(Л"-— А)2—тенгламанинг дисперсияси.

Г = 1
Нуктавий бахолашда номаълум 0 параметр учун шундан 

L  (Xj, Хо, . . . , Х п) статистика кидириладики, L ( x u х 2, . . . , х. ) 
ни 0 параметр учуп такрибий киймат деб олинади. Бу холда 
L (X , ,  Х 2, . . . , X  ) статистика 0 параметрнинг бахоси  дейилади.

П
3- м и с о л .  X =  —  х .  — танланманинг урта киймати X  бел-

/2 м Л
/■=1

гили бош туплам математик кутилиши а =  М  (X) нинг бахоси сифа
тида каралиши мумкин. Бу холда а нинг такрибий киймати сифатида

I V !х  — —  у  X; олинади.
;z

50- §. Бахоларнинг асослилиги ва силжимаганлиги тугрисида
тушунчалар

L(Xj, Х 2, . . ., А„) статистика номаълум 0 параметрнинг бахоси бул- 
сип. Бундан маълу.мки, номаълум параметр учуп купгипа бахолар 
мавжуд экан. Бу бахолардан кайси бирн 0 парамегрга якинрок экапини 
билиш у ч у п  бахоларнинг айрим талабларни капоатлантиришп тек- 
ширилипш лозим.

] - т а ъ р и ф .  Агар M L ( X ]............... X J  ^  0 шар г бажарилса,
L ( X x, . . . ,  А ,) бахо 0 параметр учун силжимаган бахо дейилади.
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Силжимаган бахр систематик хатолардан холи булишга кафолат 
беради.

П

1 - т е о р е м а .  X = ' - ^ ' V ^ X / бахо X  белгили бош туплам матема-
п J ^ d

1=1
тик кутилишипинг силжимаган бахосидир.

И с б о т  и. М ( Х )  = а  булсин. Х ъ Х 2, . . . , Х п лар узаро боглик
мас ва бир хил таксимланганлиги учун М  ( X j  =  М  (Х2) =  . . . =  
=  М  ( Х п) =  а булади.

М ат ем а т и к  кутилиш нинг х о ссалари дан  ф ой далан и б , куйи- 
даги га  эга булам из:

и п п
М (Х )  =  М [ —  V x / j  =  - 1-  мУх,  -  —  V М  (X.) =  —  • па а ,

\ II /г*** -1 J ц  ft ^внмв ^
/ - I  /-1 /=■!

н
— — ] 

демак, М ( Х ) - а, яъни X =  —  % X- бахо а - М(Х)  учун силжи-
п

Т= 1
маган бахр булади.

С и л ж и м аган  бахр бах р л ан аётган  п арам етр  учун хар доим 
хам  яхши я к и н л аш и ш л ар  б ераверм айди . Ш унинг учун бахрга, 
шунингдек, асослилик ва с а м а р а л и л и к  т а л а б л а р и  хам куйи- 
лади .

2 - т а ъ р и ф  Агар L ( X U X.,, . . . , X,,) 0 параметр учун бахо 
булса ва хар кандай е >  0 учун

lim Р ( \ Ц Х х, . . . , Х п) — 0 j <  е) -  1 (50 ,1)
у

тенглик бажарилса, L ( X x, X 2 , . . , Х п) бахо 0 параметр учун асосли 
бахо  дейилади.

2 - т е о р е м а .  L { X x, . . . , Х ;г) бахо 0 параметрнинг асосли ба-  
хоси булиши учун

M ( L ( X x, . . . , , X J )  =  0, (50.2)

3im D ( L ( X x, . . . , Х ;г) ) -  0 (50.3)
П - -*■ оо

булиши етарлидир

Теоремашшг исботи Чебишев теоремасидан келиб чикади.

П
3- т е о р е м а. X =  —  X L бахо а — М  (X) учун  асосли бахо

i=i
булади.

И с б о т и .  Юкорида 1 - теоремада М  (X) =  а булишини курсатгаи 
эдик. Шундай килиб, (50.2) шарт бажарилади. Сунгра, дисперсиянинг 
хоссаларидан фойдаланиб,
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1 -  w ; II tJ <

1 п 1/ п2 \ jiU 7
/•=1 1=1 

=  4  V d  (A',.) =  4  , n D  (X)  =  ^
Л2 П.2 11

1 = 1

ни хосил киламиз.

Бу  ер дан l im D (X )  =  Iim — =  О
Я—» эс —► оо ^

П

экани келнб чикади, яъни Х = — 'N ^X,- бахо а =  М ( Х ) учун асос-
п лш J

1=1
ли баходир.

3- т а ъ р и ф .  Агар
lim А1 (L (Хх, . . . , Х В)) =  0

ос

уринли булса, L  (Х ь . . . , X J  ба>р 9 параметрнинг асимптотик сил- 
жимаган ба.\оси дейилади.

П
4 - т е о р е м а .  S -  =  —— (А’ -— Л )2 бахо X  белгили  бош т у п -

" 0
ламнинг  дисперсияси учун  асимптотик силжимаган ба\осидир.

И с б о т и .  Х ъ  Х 2 , . . . , Х п тасодифий мнкдорлар узаро эркли 
ва бир хил таксимланган, яъни

М  (Х;) =  a, D  (Xf) =  о2, i = l ,  n j  .

булгани учун хамда математик кутилиш ва дисперсиянинг хоссалари- 
дан

П
М  ( S 2) =  М  V ( X ;  — Х > ' |  =  а 2 — —  =  о 2 • —  (50.4)

\  п ■— i  1 11 п
1=1

эканини, яъни S 2 а 2 дисперсия учун асимптотик силжимаган ба>р 

lim М (S2) =  lim -— -1 а 2 =  а 2
П.—> оо Л—► ^

булишини курамиз.
4 - т а ъ р и ф .  0 параметрнинг иккита силжимаган Ь х {Хъ . . . , Х п )

ва L 2{X 1 , . . . , Х п) бахолари берйлган булиб,

D ( L X (Xj, . . .  , X n) ) < D ( L 2(X v  . . . ,  X n))

тенгсизлик бажарилса, L1 (X1, . . . , Х„) бахо L 2( X V . . Х п) бато
га нисбатан самаралироц ба.\о дейилади.

Б ер й лган  п  ^ а ж м л и  т а н л а н м а д а  энг кичик дисперсияга  эга  
булган  бахр с а м а р а л и  ба%о дейилади .



51-§. Танланманинг тузатилган дисперсияси
П

Олдинги параграфнинг 4- теоремасида S 2 =  —  — А')2 бахо
t = i

бош туплам дисперсияси учун асимптотик силжимаган бахо экани 
курсатилган эди.

У ерда

М  (52) =  —  а 2
п

ф о р м у ла  исботлан ган  эди.
Б ош  туп лам  дисперсияси  учун с и л ж и м аган  бахони хосил 

^ и л и ш да  тузати лган  т а н л а н м а  д и сперсиядан  ф ой далан и лади г
П

S ' 2 =  — —  V (X ,—  X f .  ( 5 1 .1 )
п — 1

1—1
Х ^и к атан  хам

M ( S 2) = М  ( ~  ■ —  V ( X , . - X ) M  =
\ п  — 1 п 1

i= 1

=  М  ( - Z — S ~ A =  ——  •M ( S 2) =  - а 2 =  а 2
\  п — 1 /  п — 1 п— I п

булади. Шунинг учун S 2 бахо о2 параметр учун силжимаган бахо 
булади. Худди S 2 бахо каби S 2 бахонинг хам а 2 учун асосли бахс 
эканини курсатиш мумкин.

У з-у  з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Нуктавий батога таъриф беринг.
2. К андай  бахо  силжимаган бахо  дейилади.
3. С илж им аган  бахога мисол келтиринг.
4. Асосли батога  таъриф беринг.
5. Асимптотик силж имаган бахога  таъриф беринг.
6. Асосли бахога  мисол келтиринг.
7. Танланманинг тузатилган дисперсияси цандай аникланади?
8. 15.24— 1 5 .5 4 -масалаларни ечинг.

52- §. М атематик кутилиш ва дисперсия учун ишончли 
интерваллар ^акида  тушунча

1. Ишончли интервал тушунчаси, Н у ц тази й  бахо тегиш ли 
парам етрн и н г  т ан л ан м а  м а ъ л у м о тл а р и га  кура  сонли киймати- 
ни беради, лекин у м азку р  ба.\онинг аншулиги ва иш ончлилиги 
тугрисида фикр ю ритиш га нмкон бермайди . Ш унинг учун бахо- 
нинг иш ончлилиги туш унчасини киритиш  м аънога  эгадир.

(Xj, Хо, . . . , Х п) X  белгили бош ту там н и н г  танланмаси булиб, 
унинг таксимоти бирорта 0 параметрга боглик; булсин.

21—2640 321



Z ( X 1, X 2, . . ., X n) 0 параметр учун бахо булсин.
Т а ъ р и ф .  Агар исталган а  >  0 учун шундай б >  0 топиш мум

кин булсаки, унинг учун

булса, у  холда ] Z — б, Z 4- 6[ тасодифий интервал 0 параметрнинг  
1 — а  ишончлилик даражали ииюнчли интервала  дейилади

] Z  —  б, Z  4- 6[ ишончли интервал, шунингдек, ишончли ба^о деб 
^ам аталади. 6 сон бахонинг аниклиги дейилади.

] Z  —  б, Z 4 - б [ишончли интервал 0 параметрни' 1 — а  эхтимол 
билан коплайди деб айтилади.

Б ер и лган  а  учун б к а н ч а л и к  кичик булса, Z ба^о  ш унчали к  
ани^рок; булади, а  к а н ч а л и к  кичик булса, бу бахонинг ишонч- 
лилиги  ш унчали к  катта  булади.

2. М атематик кутилиш а учун ишончли интервал. X  белги- 
си н орм ал  такс и м л а н га н  бош туплам ни  кар ай м и з ,  бу та^си-  
мотнинг о2 дисперсияси м аъ лум  булсин.

Б у  таксимотнинг м а тем ати к  кутилиш и а учун ишончли ин- 
тер вал н и  топамиз.

нормал таксимланган, шу билан бир га, X учун параметрлар цуйида- 
гича:

Нормал таксимланган тасодифий микдорнинг берилган интер- 
в а л га  тушиш  эхтим оли куйидаги ф о р м у ла  билан и ф о д ал а н а д и :

Р ( \ Х  —  а | <  б) =  2Ф (б/сг).

Бу формулани X тасодифий микдор учун куллаб, топамиз:

P ( |Z ( X lf X.2f . . . , Х п) — 0 I <  б) =  1 — а  (52.1)

П
X  белги нормал таксимланган булгани учун X =  —  X- хам

п мшш4
i=i

Af(X) =  a; D(X) =  —
п

\ I 1 п
t о

(52.2)

<5 у п деймиз, у холда 6 =  — булиб, (52.2) формулаа

Р ( \ Х  — а \ <  —rz r )  =  2 Ф (/)

еки

(52.3)

куринишга келади.
Шундай килиб, ишончли интервал

(52.4)
у  п  у  пУ п
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дан иборат булади. Бу ердан X  

тервал а параметрни 1 — а  =  2Ф (f) эхтимол билан

to х  
у  п ’ У п

тасодифий 

t о

ин-

аникликда

доплати келиб чикади.
Хосил килинган ф о р м у л а л а р  т а н л а н м а  х а ж м и  ортиш и би

лан  б а^ о л а ш  аниклиги ош иш ини ку рсатади . Б у н да  агар  1— а  
иш ончлилик  орттирилса , н а т и ж а д а  t п ар ам етр  ортади  ва д е 
мак, б а^ о л аш  аниклиги к ам аяд и .

М  и с о л. Н о р м ал  т а к си м л ан ган  бош т у п л ам дан  олинган  т а н 
л а н м а  берйлган , бунда а =  1.

i Х L i xi i xi i xi

1 — 1,90 9 0 ,4 0 17 0 ,98 25 — 0 ,3 2
2 1,37 10 0 ,6 9 18 — 1,38 26 — 0 ,4 2
3 — 0,89 11 - 0 , 9 0 39 1,48 27 0 ,7 7
4 — 0,13 12 0 ,1 5 20 - 0 , 6 5 28 0 ,0 8
5 0 ,1 5 33 0 ,9 0 21 1 ,10 29 0 ,1 7
6 — 0,79 14 0 ,82 22 0 ,3 0 30 0 ,8 7
7 — 0,96 15 1,53 23 — 0,1 3
8 1,55 16 — 0 ,3 4 24 — 1,90

М а тем а ти к  кутилиш  учун а  =  0,04 иш ончлилик д а р а ж а л и  
ишончли ин тервални  топинг.

Е ч и ш .  X  =  0,087 ни топамиз. 1 — а  =  2 Ф (i) тенгликдан Ф(0 =  
=  0,48 ни хосил к^иламиз. Ж адвал буйича: t =  2,06. Шунингдек, 
п =  30, а = \ ,  у холда

6 =  -Ш= =  2 ’0и  =  0,376.
Г п ) 30

Ш ундай  хилиб, ишончли ин тервал  ] — 0,289; 0,463 [ дан  ибо-1 
рат. Б у  — парам етрн и н г  х аки кий  ^и йм ати  0,96 эхтим ол  билан  
хосил килинган  и н тер вал д а  ётишини билдиради.

А гар бош туплам  норм ал  такси м отга  эга б улм аса  (52.3) 
ф о р м у ла  тугри булм ай  колади , биро^ /1->оо да  м а р к а зи й  лим и т

П
— 1

теоремага кура X  =  — у  ' А • тасодифий микдор таксимоти л  ■ нинг
п JSKU

1=1
дисперсиялари чегараланган ва а 2 га тенг булса, нормал таксимотга 
интилади. Б у  — п катта булганда (52.4) ишончли интервал а матема
тик кутилиш учун ишончли интервалнинг я^инлашиши булиб хиз- 
мат килиши мумкинлигини билдиради.

Агар о2 н ом аъ лум  булса, п катта  булганда  (52.3) ф орм ула-  
л а р д а  а 2 ни унинг ба.\оси S 2 билан ал м аш ти р и ш  мумкин ва 
ишончли интервални нг яки н л аш и ш и  сиф ати да

п̂—1,« *-* х~{-
У п У  П
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интервални караш мумкин, бу ерда tn_ l a Стъюдент таксимотининг 
жадвалидан олинади.

53-§. Н азарий тацсимотни танлаш

Т ак си м о т  ^онуни н ом аъ лум  булган  А белгили бош т у п л а м 
нинг етарли ча  катта  п  .хажмли т ан л ан м аси  берилган  булсин.

Б и з X  белги билан  бир хил такси м л ан ган  узар о  б о гли км ас  
к о м п он ен тларга  эга булган  тасодиф ий  вектор си ф ати да  к а р а л а -  
ётган (Х|_, Х ъ  . . . , Х п) т а н л а н м а  н азари й  тацсимотнинг м а т е м а 
тик  кутилиш и ва дисперсияси  учун б ахолар  олиш га  имкон бе- 
риш ини курсатган  эдик. Умумий м у л о ^ а з а л а р д а н  ф ой далан и б , 
н азар и й  таксим отнинг куриниш и тугрисида фикр пайдо ^или- 
ш имиз керак .

М а р к а зи й  лим и т  теорем а  А белгининг норм ал  такси м отга  
буйсуниши учун зар у р  б у лад и ган  ш ар тл ар н и  т а ъ р и ф л а ш г а  и м 
кон я р атад и ,  у холда  бу конунни топнш м а саласи  иккита  а  ва 
а  парам етрн и  ан и к л аш  билан  ечилади. Б у  п а р а м е т р л а р  учун 
тан л ан м ан и н г  урта  кийм атини ва тан л ан м ан и н г  ту зати лган  дис- 
персиясини кабул  килиш  мумкин.

А гар  X  белги ф а к а т  мусбат  бутун сон ки й м атлар н и  каб у л  
ки лса , тан л ан м ан и н г  урта  кийм ати  ва т ан л ан м ан и н г  т у за т и л 
ган дисперсияси бир-биридан  унча ф а р к  ки л м аса ,  X  т асо д и 
фий микдор П уассон  конуни буйича т а к си м л ан ган  деб  ф а р а з  
килиш  мумкин, у битта а  п арам етр  билан  ан и клан ад и . Б у  
хо л да  К учун тан л ан м ан и н г  урта  кийм ати  X  ни олиш керак .

Б елги  узлуксиз булган  холда  гистограм м ани  ясаш  керак . 
М аъ л у м ки , у такси м от  зичлиги эгри чизиги тугри сида  туш ун 
ча беради. Б а ъ з а н  ги стограм м а  н азар и й  такси м о т  м аъ лум  б у л 
ган кон унларнин г бирортаси  билан  бир хил булади  деб ф а р а з  
к и л и ш га  имкон беради.

54- §. Эмпирик таксимотларни текислаш

А' белгисинннг таксим оти  н ом аъ лум  булган бирор бош туп- 
л а м д а н  п х а ж м л и  т а н л а н м а  а ж р а т а м и з .  А тасодиф ий  микдор 
бирор F (х) конун буйича т а к си м л ан ган  дейиш га асос бор деб 
ф а р а з  ки лам и з. ___

m i назарий частота  деб X  =  x iy i =  1, k  ходисанинг

Pi =  Р ( Х  =  *i)

эх ти м о л л и к  билан  п  та  эрк ли  си н овлард а  руй бериш сонининг 
м а т е м а т и к  кутили ш и га  айтилади .

Э ркли  синовлар  ( т а ж р и б а л а р )  схем асига  кура  тасодиф ий 
X = x i ходисанинг п  та  эркли  си н о влар д а  руй бериш сони би- 
ном и ал  к онУн буйича такси м л ан ган ,  унинг м а те м а ти к  ку ти л и 
ши эса  куй идаги га  тенг:

324



nij, m 2> . . m k частоталар назарий  ёки текис ловчи частоталар  
дейилади.

X  белги узлуксиз булган ^олда  белгининг к и й м атлар и  у з г а 
риш  ин тервали  у зар о  кеси ш м айднган

[« ] ,  Pi],  [ п 2- Р2] . • • • , ta t> М »  • ■ • - К »

ишервалларга булинади. Мос холда

p. =  P ( * i < X < $ i)

деб  белгилаймиз. Т ан л ан м а  олди нгидагидек  чекли ва п ^ а ж м -  
га  эга булгани учун н азари й  ч асто талар н и

т . п р . =  n (F (Pt.) — F ( a f

каби хисоблаймиз.
1-м  и с о  л. Бош  туплам нин г X  белгиси норм ал  т а к с и м л а н 

ган деб ф а р а з  ки лиш га  асос булсин. Текисловчи m i ч ас то та 
л а р н и  топиш т а л а б  к^илинади.

Е ч и ш .  Т аъ р и ф га  кура

m i = n p i = P ( a i < X < ? $ i).

Н о р м ал  такси м от  учун тасодиф ий  м икдорнинг берилган  ин- 
т е р в ал га  тушиш  эхтимоли

P f -

m t- =  M  (X) =  npL.

Р ( а / < Х < Р / ) = Ф — Ф

формула билан хисобланади, а  ва а  микдорлар номаълум булгани 
учун уларни мос равишда X  ва 5  бахолар билан алмаштирамиз- 
Натижада узил-кесил куйидагига эга буламиз:

( п ; —Х
Ф {— ) - ф {± 1 Г

Н а за р и й  частота  m i л ар н и  топиш учун н орм ал  такримот- 
нинг зичлиги ф орм уласи дан  ф о й д ал ан и ш  мумкин.

(х — а)2
1 “  2 а 2

/(*) =  - е
а )  2 л

у холда

Р ( а { <  X  <  р.) =  h f{x t) ,  

бу ерда Xj — i- интервалнинг у рта нуктаси. У холда
(х[ — а)2

/(* < )  =  — Л = -  «__ -  е
а  | 2  л

2а*
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бу ерда а  на с  ларни мос равишда уларнинг танланма бахо лари 
X  ва 5 2 билан алмаштириб, куйидагига эга буламиз:

П 1ц
"Ч =  — Ф Ы

бу ерда

Ф (и) - ' - 2
V 2л г 2 S

2 - м и  с о л. Мингта хотин-кизнинг буйи га кура таксимоти бе
ри л ган:

Буйи (см) Хотин кизлар сони | Буйи (см) Хотин-к,излар сони

134— 137 1 155— 158 186
137— 140 4 158— 161 121
140— 143 16 161 — 164 53
143— 146 53 164— 167 17
146— 149 121 167— 170 о
149— 152 193 170— 173 1
152— 155 229 Жами 1000

Т а^си м отни нг  н азар и й  конунини танланг , унинг п а р а м е т р 
л ар и н и  топинг ва ч асто тал ар н и н г  н азар и й  ^аторин и  хисобланг.

Е ч и ш .  Т а^си м отн и н г  гистограм м асин и  ясайм из  (149- 
ш а к л ) .

Белгининг ки йм ати  учун и н тер вал л ар н и н г  у р т а л а р и н и  олиб, 
тан л а н м а н и н г  у р тача  кийм атини  хисоблайм из:

Х =  153,5; S 2 =  28,1; 5  =  5,3.

149- шакл.

Б ер й л ган  белги н орм ал  крнун буйича та к с и м л а н га н  деб  н а 
зар и й  ч асто тал ар н и  ^и соблайм и з:
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X ■1 п-1 х  • —X ДГ1 - X
Ф (и,-)

nh[
т . = -----  ф (и ■)

l s  11 1 S

135,5 1 — 18 — 3.4 0,0012 1
138,5 4 — 15 —2 ,8 3 0,0073 4
141,5 16 — 12 —2 ,2 6 0,0310 17
144,5 53 - 9 —  1 ,7 0 .0940 53
147.5 121 —  6 — 1, 13 0,2107 119
150,5 193 —  3 - 0 , 5 7 0 ,3410 193
153,5 229 0 0 0,3989 226
156,5 186 3 0 ,5 7 0.3410 193
159,5 121 6 1, 13 0,2107 1 19
162,5 53 9 1 -7 0,0940 53
165,5 17 12 2 ,2 6 0,0310 17

' 168,5 5 15 2 ,8 3 0,0073 4
171,5 1 18 3 ,4 0,0012 1

Э м пирик ч асто талар  полигонини ва н азари й  н орм ал  эгри 
чизикни ясайм из (1 5 0 - ш а к л ) .

^ а р а л г а н  мисолда эм пирик ва н азар и й  ч астоталарн и н г  бир 
хил эм аслигини курам из.

Бу  бир хил булм асл и к л ар н и н г  кайсп бирини му^им, кайси- 
лар и н и  мухим эм ас  деб хисоблаш  керак?

Бун да  мос кел м асл и к  кузатиш  н а ти ж ал ар и н и н г  тасодифий- 
лиги ёки назари й  таксим отиинг танланиш и билан тушунтири- 
лади м и ?  Н а за р и й  такси м от  конуни тугри тан л ан ган л и ги н и  кан
дай текш ириш  мумкин?

Б у  сав о л лар га  куйида ж а в о б  бериш га х а р а к а т  ки лам и з.

55- §. М атематик статистикада фойдаланиладиган 
таксимотлар

1. Озодлик даражалари к булган у2 таксимот.
Т а ъ р и ф .  Агар k та узаро богликмас нормаланган X  тасодифий 

микдорлар нормал таксимот га эга булса, у холда уларнинг квадрат-
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к
лари йигиндиси %2 =  V  Х \  нинг та^симоти озодлик даражалари k 

булган х2 таксимот дейилади. %2 таксимот нинг зичлиги:

О, х <  0 да

х А 1
2 2

? х~ , х  >  0 да,
, 2*/2 Г (/с/2)

ОО

бу ерда Г (х) =  | t K~ l е ~ 1 dt  — гамма- функция, 
в

h —>■ оо да х2 тацсимот математик кутилиши k ва дисперсияси 2k 
булган асимптотик нормалдир. У' =  — %2 тасодифий микдорнинг та^-

симоти k — ос да математик кутилиши ва дисперсияси — булган асим-
k

птотик нормалдир. F  =  У 2 у; нинг таксимоти k  ос да математик 
кутилиши v 2k— 1 ва дисперсияси 1 булган асимптотик нормалдир. 
X2 гацсимотнинг озодлик даражалари k  <  30 булса, унинг ^иймат- 
лари жадвалдан юпилади, агар озодлик даражалари k >  30 булса, 
уни нормал ^онун билан етарлича аникликда алмаштириш мумкин.

2. Стъюдент таксимоти. X — н о р м ал ан ган  норм ал  такрим - 
л а н г а н  тасодиф ий микдор, Y эса  озодли к  д а р а ж а л а р и  k  булган 
X2 т акси м отга  эга  тасодиф ий  микдор. Агар X  ва Y бо гл и км ас  
булса, у холда

Т =  Х

Vi
тасодиф ий  микдор t- т акси м от  ( ёки k о зодли к  д а р а ж а л и  С т ъ ю 
ден т  таксим оти) га эга  д ей илади . t т ак си м о т  k -^ o o  д а  асим пто
тик норм алдир . t- тацсим отнин г зичлиги:

_k±]

1 +  f
V  л к Г (k/2) \ к

3. Фишер таксимоти, А гар X  ва У — б о гл и км ас  тасодиф ий  
м и ^ д о р л а р  булиб, улар  k  1 ва к 2 о зодлик  д а р а ж а л и  %2 конун б у 
йича такси м л ан ган  булса, у холда

f  ~  ха?!
Yik.2

тасоди ф и й  микдор F т аксим отга  (ёки k\  ва к 2 о зодли к  д а р а ж а 
ли Ф иш ер та^си м оти га)  эга  дей илади . F тацсим отнинг зичлиги:
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Г (Ы-) Г (£*/=)

z =  log У F таксимот (kb k2) озодлик даражали z- таксимот дейи- 
лади.

56- §. Дисперсия учун ишончли интервал

А йтайлик, (Х ь Х 2, . . .  , Х п ) X  белгили бош туп л ам дан  олин- 
ган тан л ан м а  булиб, ном аълум  о2 дисперсияли  норм ал та^си- 
мотга эга булсин.

Ушбу

тасодиф ий микдор (п— 1) озодлик д а р а ж а л и  х2 таксим отга  эга 
эканини, шу билан бирга  бу таксим от  X  тасодиф ий микдорнинг 
м атем ати к  кутилиш ига боглик булм аслигини исботлаш  мумкин.

Энди х2 таксимотнинг ж а д в а л л а р и  буйича берилган  а  ва 
о зод ли к  д а р а ж а л а р и  сони п — 1 буйича ш ундай  .г' ва х "  ларн и  
топам изки:

P [ f  < х ' \  =  р ( 3 > х")  =  ^  (5 6 -1 )

У холда

Р  ^х'  <  <  х" j =  1 — а. (56.2)

Сунгра куйидагига эга буламиз:
I ' nSS гг , n  I nS- tlS2 \Р  1х <  -----<  л: ) --■= Р  I ------ - <  а 2 <  — — I =
' а 2 ! \  х ’ х ;

=  Р [s | /  ^  < а < 5  | 7  ] = 1 — а- (56.3)

(56.3) дан а параметр j s  |  S  |  ~  \ ишончли интервалга

эга булиши келиб чикади, бу ерда х  ва х '  лар (56. Г) тенгликлардан 
аникланади.

У з-у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишончлилик интервалига таъриф беринг.
2. Назарий таксимот цандай танланади?
3. Назарий частоталар кандай ^исобланади?
4. Математик кутилиш учун ишончли интервални курсатинг.



5. Дисперсия учун ишончли интервални курсатинг.
6. Назарий нормал эгри чизик кандай ясалади?
7. 15.151 — 15.205- масалаларни ечинг.

57-§. Гипотезаларни статистик текшириш

Купинча X  белгили бош туплам нин г  н ом аълум  такси м от  кр- 
нунини билиш к ерак  булади. Агар таксим от  цонуни бирор та- 
йин F (х) куриниш га эга деб тахмин килиш га  асос булса, у 
холда  куйидаги гипотеза плгари сурилади : А' белгили бош туп- 
л а м  аниь^ F (х)  куриниш ли таксим от  конунига эга.

А гар  таксим от  конунининг куриниш и м аълум , ам м о унда 
н о м аъ л у м  парам етр  булса, ном аълум  Q п ар ам етр  тайин 0О 
к и й м атга  тенг деган  гипотезами куйиш мумкин. Ш ун дай  килиб, 
бу гипотезада  ran  таксим отнин г ном аълум  п ар ам етр и  х а с и д а  
боради.

Статистик гипотеза деб н ом аъ лум  таксим отнинг куриниш и 
хаки даги  ёки м аъ лум  таксим отнинг ном аълум  п а р а м е т р л а р и  
хаки даги  гипотезага  айтилади . Н о л и н ч и  (асосий) гипотеза  деб  
илгари сурилган / / 0 гипотезага , конкурент ( зи д )  гипотеза деб  
эса нолинчи гипотезага  зид булган Я . гипотезага  айтилади .

Асосий гипотеза тугри ёки нотугри булиши мумкин.
Статистик критерий  дсб  нолинчи (асосий) гипотезани к аб у л  

килиш  ёки кабул  к и л м асл и к  х аки даги  кои дага  айтилади .
Б у  коида куй идаги дан  иборат. Бунинг учун кан дай д и р  

Z  (Xj, . . . ,  Х п ) статистика олиниб, унинг (аник ёки так р и б и й )  
таксим оти  асосий гипотеза уринли булганда  топилади. С унгра 
статистиканинг к и й м атл ар  сохаси пккига  аж р а т и л а д и .  А гар 
статистиканин г кузати л ган  Z ( x b . . .  , х п ) кийм ати  бу со халар -  
нинг биринчисига тушса, Н 0 гипотеза цабул килинади, агар  ик- 
кинчисига тушса Н 0 гипотеза кабул  кил инмайди. Биринчи 
соха гипотезанинг ц а б у л  к^илиниш сохаси,  иккинчиси эса критик  
с о \ а  дейилади .

Z ( А ь 1 > МХ Л) статистиканин г кабул  килиш и мумкин булган 
барч а  ки й м атлар и  бирор ин тервалга  тегишли булади. Ш у са- 
б абли  критик соха ва гипотезанинг кабул  килиниш  сохаси хам 
и н тер вал л ар  булади . У ларнн  нуц талар  а ж р а т и б  туради . Бу  
н у к та л а р  критик нукталар  д ей и л ади  ва Z кр билан белгила- 
кади.

К р итик  сохалар  куй идаги ча  булиши мумкин:
а) унг том онлам а критик соха:

Z  >  Z Kp;
б) чап томонлама критик соха:

Z  <  Z Kp;

в) икки томонлама критик соха:

I Z  | >  Z K0.

330



Z (Xj, X 2, . . ., X n) статистиканинг критик сохага тушиш эхтимоли 
а  унинг ани клили к  даражаси  дейилади .

Гипотезани статистик текш ириш  н ати ж аси да  икки хил ха- 
тога йул куйиш мумкин.

Биринчи тур хато шуки, бунда тугри гипотеза  р ад  этилади .
И ккинчи хато шуки, бунда нотугри гипотеза каб у л  ^или- 

нади.
Критерийнинг  цуввати  деб кон курент гипотеза уринли бу- 

лиш  ш арти да  Z критерийнинг критик сохага  туш иш  эхтимоли- 
га айтилади . Критерийнинг ^уввати  канча  катта  булса, икки н
чи тур хатога  йул куйиш эхтимоли ш унча кичик булади.

58-§. Пирсоннинг мувофиклик критерийси ва унинг
кулланилиши

( Х ь Х 2, . . .  , Х п ) т а н л а н м а  берйлган  булиб, унинг асосида 
бош туплам нинг F ( х )  таксим от  функциясини а н и к л аш  кер ак  
булсин.

М увоф икли к  критерийси деб  такси м от  функциясининг у м у 
мий куриниши ^ а^ и д аги  Я 0 гипотезани каб у л  к^илиш ёки р ад  
этиш га  имкон берадиган  критерийга айтилади.

М увоф икли к  к ри тери й лари дан  бири — Пирсон критерийсини 
^уриш  учун X  белги ^и й м атлари н и н г  узгариш  со^асини Аь А2 

. . . , X k и н тер в ал л ар га  буламиз.
р^ — тасодифий микдор X нинг At- интервалга тушишининг наза

рий эхтимоли булсин: p t =  Р  (X £ Аг-). Бу эхтимол Я 0 гипотезадан
келиб чиккан холда хисобланади, яъни X тасодифий микдор F {х) 
таксимот функциясига эга деб фараз килинади.

n i — хажми п булган (Х (, Х 0, . . ., Х п) танланмада X белгининг 
A i интервалга тушган цийматларининг сони булсин. Бунда

Pi + Р2 +  • • • + Pk =  1,

П\ +  П2 +  ' • • +  , l k =  П-

Мазкур холда п- ,\одисанинг, агар унинг эхтимоли p-L га тенг 
булса, п  та синовдаги частотасини билдиради. п-1 математик кутилиши 
np i ва дисперсияси n p i qi =  npt (1 — p L) булган биномиал цонун буйи
ча таксимланган.

Агар тан лан м ан и н г  ^ а ж м и  етар л и ча  катта  ( п > 30) булса, 
та^сим отни  такр и б ан  н орм ал  такси м от  деб  олиш мумкин.

Ушбу

S, =  i =
Vnp t

тасодиф ий м ш у ю р л ар н и  карай м и з.
Бу  тасодифий м н кдорлар  асим птотик н орм ал  такси м лан ган  

ва у заро  куйидаги м уносабат  билан богланган :
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У  Е. rj:=  V J i c a  =0.
1 лт/л \ ti

i= 1 r=l
Куйидаги теоремани исбот килиш мумкин:
Т е о р е м а .  Агар Н 0 гипотеза тугри булса ва пp t >  5 булса, у  

к
холда  72 =  V  с? тасодифий микдор ( k — 1) озодлик даражали  %2

1 = 1
таксимот буй ича  тацсимлапгандир.

п —̂ о о  да у2 таксимот асимптотик нормалдир.
Энди Пирсоннинг м увоф и кли к  критерийсини куй идаги ча  

т а ъ р и ф л а ш  мумкин.
Бгрилган а  аниклилик дарзжаеи ва у2 таксимот учун жадваллар- 

дан ха нинг

Р  (Х2 >  ха) =  а
б у лад и ган  критик к и й м атлар и  топилади . Т а н л а н м а  м аъ л у м о т-  
л а р и г а  кура %2 критерийнинг кузати л ган  кийм ати  хис° б л а н а -  
ди, агар  у ки й м ат  каб у л  килиш  сохасига тушса, яъни  %2< * а 
булса, H q гипотеза каб у л  к и ли н аДи ва бош туплам  F (х)  т а к 
симот ф ункциясига  эга  деб хисобланади , агар  %2> х а булса , у 
холда  # 0 гипотеза р а д  этилади .

А гар  /1 > 3 0  булса, х а критик ки й м ат  норм ал  такси м о тдан  
ф о й д ал ан и б  топилади.

Э с л а т м а. А гар н азар и й  ч асто талар н и  х ис° б л а ш д а  а  ва 
а 2 урнига  уларнин г А" ва S 2 б ах о л ар и д ан  фсйдаланиладиган бул
са, у холда

k
2 =  V  (п ~ npi)2

Л nPi
i= 1

статистика  такр и б ан  (k — 3) озодли к  д а р а ж а л и  х2 такси м от  
буйича такси м лан ад и .

59- §. Колмогоров критерийси

X  белгили бош туплам ва хажми п га тенг булган ( X lt Х 2, . . ., 
Х п) танланма берилган булсин.

F*n эмпирик таксимот функцияси булсин.
Н 0 гипотеза бош туплам  F (х) такси м от  ф у нкц иясига  эга 

д еган  гипотезадан  иборат.
К уйидаги  статистикани  к арай ли к :

Dn =  шах | F {x) —  F*n (*);•
л:

А. Н. Колмогоров исталган узлуксиз F (х) функция учун 

lim  Р  I D n <  —^  ) =  К  (л)
/г__>сс )  II
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тенглик уринли булишини и:бот килди, бу ерда 

К  (А) =  . "V ( _ 1  )к е- '2к2Х\лвакД
k— —ос

Колмогоров критерийси куйидагичл татбик ^илинади:
К  (А) учун жадваллардан берилган а  а никл или к даражасига мос 

шундай Яа топиладики, унинг учун К  (Ла) =  1— а  булади. Сунгра 
танланма маълумотларига курд D n нинг киймати топилади.

К
Агар D n <  —— булса, Н 0 гипотеза кабул килинади.

1 п
Ха

Агар D n >  —— булса, F  (х) — бош тупламнинг таксимот функ-
V п

цияси деган гипотеза рад этилади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Критерий тушунчасига таъриф беринг.
2. Гипотезаларни текшириш нимадан иборат?
3. Гипотезаларни статистик текширишда кандай хатоларга йул ь^уйиш 

мумкин?
4. Пирсоннинг мувофи^лпк критерийси нимадан иборат?
5. Колмогоров критерийси цаидай таърифланади?
6. 15.296 — 15.311-масалаларни ечииг.

60- §. Функционал ва статистик богланишлар

34- § да тасодифий м и к до р л ар  орасидаги  ф ункц ионал  бог- 
л ан и ш  к ар ал ган  эди.

А м ал д а  тасодифий м и к дорлар  орасидаги  катъий ф ункц ио
нал богланиш  ж у д а  к ам д ан -к ам  х о л л ар д а  кузатн лади , чунки 
тасодиф ий м и кдорларни нг  ки й м атлар и  купгина тасодифий 
о м и л л а р га  боглшуцпр.

X  ва Y тасодифий м и к до р л ар га  таъсир этади ган  тасодифий 
ом и л л ар  ичида умумий ом и ллар  булган холлар  тез-тез учраб  
туради.

X  — тасодифий омиллар: г,, г.,, . . ., zk, и {, . . ., ип ларнинг функ
цияси, У  эса г,, г.„ . . ., zk, v {, . . ., vm тасодифий омнлларнинг функ
цияси булсин, яъни

X - - = f  (z„ z2, . . ., zk, щ, . . и )

у --=ё (^1. *2..........zk, v {, . . ,  vm).

Б ун дай  холда  X ва Y тасодиф ий м и к до р л ар  статистик ( ё к и  
стохастик) o o f л а н г а н  дейилади .

С татистик боглани ш да  тасодифий м и к д о р л ар д ан  бирининг 
у згариш и бош ^а тасодиф ий микдор таксим от  цонунининг узга-  
риш ига олиб келади. Т асодифий м и к дорлар  орасидаги  статистик 
б о гл ан и ш л ар  корреляци я  н азар и яси  у суллари  ёр дам и да  урга-
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нилади. К о р р ел яц и я  н азари яси н и н г  икки та  асосий м асал аси  
бор.

1. К орреляцион  б оглани ш  ш аклини  аншулаш.
2. К орреляцион  боглани ш н инг зичлигини (кучини) аниь^- 

лаш .
Хусусан, Аг тасодиф ий  микдорнинг уртача  к и й м атлар и  та^- 

симотини бош ка У тасодиф ий  микдор к и й м атлар и га  б огли ^  
р а в и ш д а  урганиш  алохи да  ки зикиш  уйротади.

61-§. Регрессия чизицлари

И кк и  улчовли (A, Y) тасодиф ий  мицдорни к а р ай м и з .  Бир 
тасодиф ий  м икдорнинг бош ка тасодиф ий м икдорнинг уз г а Ри- 
шига таъсирини текш ириш  учун А тасодиф ий микдор тацсимо- 
тининг ш артли  ^он у н и ятл ар и  У тасодиф ий м икдорнинг тайин- 
л ан ган  ^ и й м а т л а р и д а  ва аксинча, ^ а р а л а д и .

(X , У) дискрет тасодифий микдор ушбу таксимот жадвали орка- 
ли берйлган булсин:

х

У
Х\_ X 2 • • • хп 2  р <‘ г  V  

1 =  1

Ух Р (*1 . У i) Р (х2> У у) ■ ■ ■ Р (х„, У1) г  Ы

У-2 Р ( * i ,  lh) Р (хг, У г) ■ ■ ■ Р (Хп, у 2) Р Ы

Ут О (Xlt tjm) р (Х2, у ;п) . ■ Р (хп, Ут) Р (Ут)

т
у  Р (xit Ун) 
k=l

Р (Xi) Р (х2) . . . Р (хп)

Ягона X  = x-L ^ийматга мос р { у х\ь',)■ ■■ ■• Р  (Ут Xj) шартли эхти-
моллар У нинг X  =  x t даги шартли таксимоти  дейилади.

р  (yt \ Xi) =  Р  (Y  =  у ^ Х  =  Xi) =  f j f h l s l  (61.1)
Р \x i)

ва
т

^  Р (-V/, y k) =  р (xt). (61.2)
k = \

Шартли та^симотнинг энг му у им характеристикалари тайинланган 
X:, i =  1, п  да шартли математик кутилиш М  ( У ^ )  ва шартли дис
персия а 2 (У \Х{) дир.
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У холда
т

М  {Y\xt) =  V  у к р (yk\ Xj), i = \ ,  п, 
k=\

a 2 (YlXj) =  М  ((Y — M  ( Y U j W ' x j .  

а 2 (Y\Xj) ни я на Y  нинг X га кол дик дисперсияси деб хам атала

ди. Xj узгариши билан М  (Y\xt) хам узгаради, яъни у  (х) =  М  (К| х) 
функцияни караш мумкин, бу ерда X аргумент л-,, . . х киймат- 
ларни кабул килиши мумкин.

Бу функция Y  [{Инг X  буйича регрессия функцияси  дейилади.
(61.1) ва (61.2) формулалардан фойдаланиЗ, топамиз:

т

У ,  Ук Р (X. IJk)

у  w  =  (61,3)

S  Р (х’ Уд) к= 1
X  нинг У' га регрессияси хам худди шундай аникланади:

П
У  X. Р {X. , у)

7  (у) =  М  (Aj у) b i ----------------- . (61.4)

2  р (xi , у \ 
i=i

Узлуксиз таксимотлар булган холда (40.1) ва (40.2) формулалар
дан фойдаланиб, куйидагини лоси л киламиз:

— ^ОС

у  (а') =  М  (У] х) =  \ ур (у\ х) dy  =
сс

ОС

| у р (х, у) dy

=  — --------------------- ; (61.5)
СО

j Р (х, у) dy
оо

ос

| хр (х, у) dx

7  (у) =  М  [Х\у) =  = £ ----------------  . (61 ,6)
ОС

I р (х, у) dx
—  ОО

62-§. Регрессиянинг асосий хоссаси

Т е о р е м а .  Агар (X ,  Y ) — тасодифий вектор булиб ,  M Y 2 <  оо 
булса, у  холда А =  М  ((У — и (х))2| X)  шартли уртача квадратик  
четланши хакикий узлуксиз  и (х) функциялар  синфидаги энг ки~
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чик кийма тин и и (х)  =  у  (х) булганда кабул  килади ва б у  энг к и 
чик циймат  о2 (У[х) га тенг.

Исбот ушбу айниятдан келиб чикади:

Шундай килиб, А минимум га и (х) =  у  (х) да зришади ва у
о2 (У|х) га тенг.

Агар у  (х) ва х (у) регрессия функциялари чизшуш булса, у холда 
X  ва У тасодифий микдорлар чизикли корреляцияланган  дейилади.

X  ва  У тасодиф ий м и к до р л ар  чизикли ксрреляциялакган- 
ми-йукми деган м а с а л а  ва яна  ум ум ийроц у ( х )  ёки х  (у)  рег
рессия ф ункциясининг кайси ф у н кц и ял ар  синфига тегиш лили- 
ги к а м д ан -кам  х о л л а р д а  ан и ^  курсати ли ш и  мумкин.

Хусусан, куйидаги  теорем ан и  исбот цилиш мумкин:
Т е о р е м а .  Агар [X, Y)  — з и ч л и к  ф у н к ц и я с и

дан иборат икки улчоели нормал таксимотга эга тасодифий микдор  
булса, у  холда у  (х) регрессия функцияси  чизикли фун кц ия  бу
лади:

d lt а2 — X ва Уг тасодифий микдорларнинг математик кутилишлари, 
о 1У о2 — уртача квадратик огишлар, р —  корреляция коэффициенти.

Назарий текшириш мумкин булмаган холларда танланма усуллар
дан ва регресснянинг эмпирик чизипши ясашдан фойдаланиш керак.

63-§. Чизикли регрессия танланма тенгламасининг 
параметрларини энг кичик квадратлар усули 

буйича топиш

X  ва Y  белгили икки улчовли бош тупламцан п  хажмли танлан
ма оламнз.

(Х{, y k) жуфтларнинг кузатилган кийматларини тегишли частота- 
лари билан ушбу корреляцион жадвалга жойлаштирамиз:

М  [(У — и (r))2| X] =  М  [{{Y —  y  (х)) +

+  (У W  — и W))2/^ J  =  м  [((У — У (х))2 +

+  2 (У — у  (х)) {у (х) — и (х)) +  (у (х) — и (х))2)!Х] 

=  о2 (У)х) 4- М  [(у (х) — и (х))2|Х].

f (х , У)

-------Q (х,  у)
2

е

У (х) =  а2 +  р ^  { х — а х).

Бу ерда

Q  (х , Ту) = (х_ — «х)2 0  (А' —  а х) (у — а,)
2 р ------------ ---------

CTj а2
j



Ч  у

X
У\ Уг • Ут 2

/
У (х)

*1 п 11 «12 ■ • п 1 т пх У ( * i)

Х2

А- у

п 21 «22 • • п 2т л* . У (х2)

X/ Пп п 12 п 1т пч У (Х[)

ПУ! ПУ2 ' • ПУт

X (У j ) X М х Ы 7

Жадвалдаги маълумотлар буйича Оху  текисликда (х-, у,)  коор- 
динатали нукталарни белгилаб тяркоклик диаграммасини тузиш мум
кин (151-шакл).

Бу диаграммами хар бир нукдасида n ik масса жойлашган (xL, y k) 
нукталар туплами деб талкин зтиш мумкин.

У холда

У (*/)
Уь пik

ik

ни X  =  xi вертикал тугри чизикда жойлашган ва у к ординатага эга 
булган nik массаларнинг маркази сифатида талкин этиш мумкин. Бар

ча (х;, у  (х;)) нукталарни туташтириб, Y  нинг X  га регрессиясининг 
эмпирик чизипши хосил киламиз.

X  нинг Y  га регрессиясининг эмпирик ч и з и р и  хам худди шундай 
ясалади, бунда унинг хар бир ну к/гаси у  =  у к горизонтал тугри чи
зик л арда ётиб, x i абсциссага эга булади.

Ш у т а р з д а  регрессия чизпри- 
нинг умумий куриннш и хаки да  
тасаввур  хосил килиб, регресси я
нинг эм пи рик  функцияси тенгла- 
м асини энг кичик к в а д р а тл а р  
усули билан  топиш мумкин.

М асал ан ,  куйидаги тар к о кл и к  
д и а гр а м м а л а р п н и  ку р ай л и к  (152- 
ш а к л ).

Бу  ерда  а) холда ,  равш ан -  
ки, регрессия чизири п арабола ,
б) холда турри чизик,  в ) холда  
эса ко р р ел я ц и я  а ф ти да н м а в ж у д  
эм ас  деб ф а р а з  цилиш мумкин. 151-шакл.
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н

о )
д)

152- шакл.

б)

Y нинг X  га регрессия ф ункцияси чизикли ф ункция , яъни

у  (л) =  ах  +  b

деб ф а р а з  килиш га  асос булсин.
а ва b коэф ф иц нентларни  энг кичик к в а д р а тл а р  усули бу

йича топамиз.
Ордината буйича (xt , y R), t =  1 ,m; k = \ ,/ координат али нуцталар- 

нинг тугри чизикдаги мос нукталардан четланиш квадратларннинг йи- 
гиндисини караймиз:

А (а, Ь) =  У  (axL - f  b —  y tf (63.2)
t=i

А {а, Ь) ни икки узгарувчи нин г функцияси  сиф ати да  ц араб , 
а ва b учун ш ундай к н й м атлар  топамизки, \ (а ,  Ь) нинг цийма- 
ти энг кичик булсин.

Бир неча узгарувчи ли  функция учун экстрем ум  м а в ж у д  бу- 
л иш ини нг  зарурий  ш ар т л а р и  унинг барча  у згар у вчи лар  буйича 
хусусий хосилаларини нг  нолга тенг були ш и дан  иборатдир . Б у  
ш артн и  Л га ку л л ай м и з:

(63.3)

(63.4)

Х ар  и к кал а  тен гл ам ан и  2п  га булиб ва а хамда b га 
эга  хадларни гурухлаб , куй и даги га  эга булам и з:

I

V
1=1

+  Ъ

V
f=l

У1 пх .

Ч 1Л
+ ь

(63.5)
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Бизга маълумки
т т

У , п V
г = 1 _  1 1=1

п
— X,

2 l  Ус nxi _  ^  *? «*; _
J-=l =  у,  — --------  =  х2, (63.6)

п п
I

V//Ь /7£

У - . » ,  " , - - v

f/fe Пtfe

(63.8)

П - - *1 „ <- н  n
i=i i=i *l

m Z 5  xt «/',,

(63-7)
t=l fc=I

У холда (63.5) тенгламалар ушбу куринишга келади:

|  ах +  b _ у ,__
[ ах2 +  Ьх =  ху.

Хрсил булган системани ечиб, куйидаги ни хосил ^иламиз:

у  — у  =  9у,х (х — х), (63.9)

бу ерда =  Н —- 1 1 — у  нинг х  га регрессия коэффициента, ах—
° х

танланма уртача квадратик четланиши.
(63.9) т ен гл ам а  Y нинг X  га регрессияси тугри чизигининг 

танланма тенгламаси  дейилади .
X  нинг У га регрессияси тугри чизигининг т а н л а н м а  тен г

л ам аси н и  худди ш унга у хш аш  куйидаги  кури ниш да хосил ки- 
лиш  мумкин:

X — х  =  рх/у (у —  у ) , (63.10)

бу ерда рх ,у =  ху _.,л у , оу — танланма уртача квадратик четланиши.
°у _  _

К у рам изки , т а н л а н м а  регрессия тугри чи зи к л ар и  (х, у)  ко- 
о р д и н атали  нуктадан , яъни м а с с ал а р  м а р к а зи д а н  утади  ва рег
рессия ко эф ф иц иентлари  бир хил иш орага  эга, бинобарин, т а н 
л ан м а  регрессия тугри чизик лари н и н г  б урчак  коэф ф и ц и ен т
лар и  бир хилдир.

И лгари , корреляц и я  коэфф ициентига  таъ р и ф  бери лган  эди, 
ш ундан ф ой д алан и б  та н л а н м а  кор р ел яц и я  коэфф ициенти ту- 
шунчасини киритам из:



Танланма корреляция коэффициента гт корреляция коэффициента
М (XY) — M (X) М (Y)

ху

нинг бахоси булишини исбот килиш мумкин. 
гт ни (6-3.9) ва (63.10) га куйиб,

fV — Г

ва

У, х

р ' =  f X;  IJ 1

(63.11)

(63.12)

л ар н и  топамиз.
У х олда  т ан л ан м а  регрессия тугри чи зи клари н и н г  (63.11) ва

(63.12) т е н гл ам ал ар и н и  куйидаги симметрии ш а к л д а  ёзиш  
мумкин:

ва

У У

(63.13)

(63.14)

М  и с о л. Тугри ту р тб у р чак  п ли тк ал ар н и н г  у зу н л и к л а р и  
х ( с м )  ва м ассал ар и  у ( к г )  буйича таксим оти  куйидаги  ж а д в а л -  
д а  берйлган :

1 б 8
1

10 1 12 14 пх

30 2 17 9 3 31
35 — 10 17 9 — 36
40 — 3 24 16 13 56
45 — — 6 24 12 42
50 — — 2 11 22 35

ПУ 2 30 58 63 47 200

Р егрессия  тугри чизик лари нин г  т а н л а н м а  те н гл ам а л а р и н и  
ту з  инг.

Е ч и ш .  Агар ф о р м у л а л а р д а  узгар у вчи лар н и  ^ у й и д аги ча  
ал м а ш т и р с а к ,  барча  коэф ф и ц и ен тларн и н г  ^и соблан и ш и  анча  
с о д д а л а ш а д и :

х i — Ct у i — Со 
И; =  — -------- V: =  ---------- ---------

К  fh
Ci ва С2 — мос р ав и ш д а  х  ва у  у згар у вчи лар н и н г  вариацион 

^ аторн и н г  тахм и н ан  у р таси д а  ж о й л аш га н  ^ийматлари;
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h x ва  h 2 — мос р ав и ш да  х  ва у  у згар у вчи лар н и н г  цушни к^ий- 
м а тл а р и  орасидаги  м асофа.

С[ =  40, h i = 5 ;  С2 = 1 0 ,  / i 2 =  2 деб олам из, н а т и ж ад а  куйидаги  
ж а д в а л г а  эга буламиз:

и ---- _о
-■ 0 1 2 пи

' — 2 2 17 9 3 31
' — 1 — 10 17 9 — 35 !

0 — 3 24 16 13 56
1 — — 6 24 12 42 !

: 2 —■ — 2 11 22 35 I

nv 2 30 58 63 47 2 0 0 = я

Жадвал ёрдамида куйидагиларни лиеоблаймиз:

— 2 и - п и -  2-31 — 1-36-1- 0 - 5 6 +  l-42-j-  2-35

200

— 2 - 2 — 1 - 3 0 +  0 -58  +  1-63 +  2 -4 7

U =
п

— 2  vtij 
и = --------

=  0,07;

1,71, и2 =

200

—  2  С

0,62;

- 3 , 1 6 .

а ц =  I и2 —  (и)2 = 1 , 3 ,

o v =  1 v2 — (v)2 =  1,67.

V  n u v uv йириндини .хиссблаш учун ушбу хисоблаш жадзалини ту
замиз:

—2 — 1 0 1 2 У = ^ п иь и-V

—2
I - 4

2
- 4 |

1-17
17

— 34;

1 о

=18 1 9

! 3
3

- 6 1
— — 18 36

— 1 —
1-10

10
-10)

| 0
17

— 17|

!9
9

= Л
— — 1 1

0 — 3
о 1

! 0
24

о 1

|_1б

1 16 о 1
13

0 1
1-4

J2
12!

39 0

1 — —
! о 

6 '
6 1

i -
2TJ ^

48 48

2 — —
L0-о 1 !! 14 4

22
441

55 110

U — 2  U>iuz' —4 44 56 195

v -U 8 44 0 3. | 112 195
1
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Корреляцион жадвал хар бир катагининг юкоридаги унг бурчаги- 
га v n uv купайтмани ёзамиз. Катакнинг куйи чап бурчагига u n av ку- 
пайтмани ёзамиз.

Барча катакларвинг юкоридаги унг бурчагида ва куйидаги чап 
бурчагида жойлашган сонларни кушиб, V =  ^ v n uv ва U = ^ ^ u n av 
кийматларнн хосил киламиз. Барча иУ ва vU  купайтмаларни хисоб
лаб), натижаларни кушимча сатр ва устунга ёзамиз, бунда V V «  =  V ( / y  
купайтма назорат учун хизмат килади. У холда 

v  n uv UV =  V  У и =  V  Ui).

Ушбу формула буйича танланма корреляция коэффициентини хи- 
соблаймиз:

_  £  пигМУ- tiTi~v _  195 -  200-0,07-0.062 _  Q ^  

п Ъа Ъ 0 ~  200-1,3.1 ,67 _  ’

Энди регрессия тугри чизикларининг тенгламаларини тузамиз: 

~УХ— У =  гт ~  {х —  х),

^ X / \ху —  х: =  ГТ —  (у — У). 
оу

х  ва у  лар учун х  =  u h l 4- C v у  =  v h 2 4- С2 формулаларни осон- 
гина хосил килиш мумкин. Шунинг учун

7 - 0 , 0 7 - 5  -г 40 =  40,35, 

7 =  0 ,62 -2  +  10 =  11,24,

=  Н1°и =  6 '5 ’

~°у =  =  3>34-
У холда Y  нинг X  га танланма регрессия тугри чизиги тенгламаси

— 11,24 = 0 , 4 3  —  { х —  40,35)
6,5

ёки

~ух =  0,22* 4- 2,32

куринишда, X  нинг Y  га танланма регрессия тугри чизиги тенглама
си эса

~ху =  0,84у +  30,94

куринишда булади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай богланишлар функционал богланишлар дейилади?
2. 1\андай богланишлар статистик богланишлар дейилади?
3. Регрессия тугри чизиги кандай топилади?



4. Регрессиянинг асосий хоссаларини таърифланг.
5. Энг кичик квадратлар усулини басн килинг.
6 .  Танланма регрессия турри ч и з и р и  коэффициентлари кандай ани^лана-

ди?
7. 15.322— 15.349- масалаларни ечинг.

64- §. Танланма корреляция коэффициентининг богланиш 
зичлигига таъсири

Т ан л ан м а  корреляци я  коэф ф иц иента  куйидаги  тенглик би
лан  ан и клан ад и :

п.  . x i ijj —  n x y

бу ерда (xt , у )  — белгиларнинг кузатилган кийматлари, и,-.— (х^ у. )  

жуфтнинг частстаси, п — танланма хажми, gx, оу — танланма \фтача

квадратик четланишлари, х, у  — тлнланманинг урта киймати.
(64.1), шунингдек, (63.11) ва (63.12) ларни  эътиборга  олиб, 

уш буни ^осил циламиз:

г т =  ± V p y , x  Р х ' у  <64-2)
Т е о р е м а ,  г. =  ±  1 шарт нин г  б а ж а ри ли ш и уртача к в а д р а 

тик регрессия  тугри чизиц,лари устма-уст тушиши у ч у н  з а р у р  
ва  етарлидир.

Исботи (63.13) ва (63.14) тен гл ам а л а р н и  к а р а ш д а н  келиб  
чицади.

Бу тенгликдан  г, коэффициент ± 1  га к а н ч ал и к  якин булса ,  
X  ва У уртаси да  чизикли богланиш  м авж у д л и ги д ан  д а л о л а т  
беради.

А гар  гт =  0 булса, А” ва У орасидаги  чизикли боглани ш  йуi\- 
лиги х а с и д а  ф а р аз  килиш га  асос булади.

Ю кори да  агар  А ва У л ар  б о гли км ас  булса, у холда г =  О, 
агар  а =  +  1 булса, А ва У чизикли боглик булиш и исбот к и 
линган  эди.

Т а н л а н м а  корреляци я  коэф ф иц иента  гт корреляци я  к о э ф ф и 
циента  г нинг асосли бахоси булса-да , ко рреляц и я  ко эф ф и ц и 
ентининг нолдан ф ар к л и  булиши бош туплам  корреляц и я  ко 
эф ф ициентининг нолдан ф ар к л и  булишини билдирм айди . Б у н 
дай  холда та н л а н м а  корреляц и я  коэфф ициентининг кийм атли - 
лиги хаки даги  гипотезани текш ириб куриш  керак .

Агар корреляци я  коэфф ициентининг нолга тенглиги х а к и д а 
ги гипотеза рад  этилса , у холда А ва У м н кдорлар  корреля-  
ц и ялан ган  ва т ан л ан м а  к орреляц и я  коэффициенти А ва У 
орасидаги  богланиш  улчови булиб х и зм ат  килади.

Б и р га  якин булган j г, | А ва У л а р  зич богланиш ини бил- 
дирса, 0 га якин булган | г, | А ва У л а р  ё ж у д а  буш б о гл а 
нишини, ё бундай богланиш нинг йуклигини билдиради.
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65- §. Нормал таксимланган тасодифий микдорларнинг  
корреляцияси

Айтайлик, икки улчовли (X, Y)  бош туплам нормал та^симлан- 
ган булсин. Бу тупламдан п хажмли танланма оламиз ва танланма 
корреляция коэффициенти гт ни хисоблаймиз. Бу холда гт коэффици- 
ентни (г ог) параметрли (бу ерда гху— назарий корреляция коэф-

1_г~ \
фициенти, o r = __y- ~ L  нормал таксимланган деб хисоблаш мумкин.

V  п !
Назарий корреляция коэффициенти г учун ишончлилик даража- 

си q%  булган ишончли интервал куйидаги куринишга эга:

Г __/ 1 Гт <г г <Г г -Г- / 1 — ГтLq ш у-.—  ' Ху  ^  ' т  ■ Lq
Уп * У п

бу ерда tq нормал тацсимот жадвалидан топилади.
гт нолдан фар^ли булиб чи^син. г1 нинг кийматлилиги ха^идаги 

гипотезани текширамиз.
Нолинчи гипотеза куйидагича булсин:

Н 0 ; г ху  —  О '

У холда конкурент гипотеза Н х: г ф  0 булади. Агар нолинчи ги
потеза рад этилса, яъни конкурент гипотеза кабул цилинган булса, 
бу танланма корреляция коэффициенти кийматлилигини X  ва Y  ора- 
сидаги чизикли богланиш зичлигини ифодалаши мумкинлигини бил
диради.

Агар нолинчи гипотеза кабул килинса, у холда X  ва Y  чизикли 
богланиш билан богланмаган.

Агар Н 0 : г =  0 гипотеза уринли булса,

J  _  Г л  п — 2

тасодифий микдор озодлик даражаси п —  2 булган Стъюдент так;- 
симоги билан та:\симлангандир.

Берилган а  аниклик даражаси ва озодлик даражалари сони k  =  
=  п  — 2 буйича Стъюдент таксимоти критик нуцталари жадвали 
ёрдамида икки томонли критик со \а  учун ta {a,k)  критик ну^та то
пилади.

Агар | T \ < t  булса, нолинчи гипотезани рад этишга а :о :  йу^.
Агар \Т\ >  t булса, нолннчл гипотеза рад этилади.
М и с о л .  63- § даги мисолда топилган танланма гт корреляция 

коэффициентининг з  =  0,05 аниклик даражасида кийматлилиги ш тек- 
ширинг.

Е ч и ш .  6 3 -§  даги мисолда топилган гт корреляция коэффици
ента 0,43 га тенг.

Критерийнинг танланма кийматиии топамиз:
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Берилган а  =  0,05 ани^лик даражаси ва k  =  198 буйича / =  
1,96 критик ну^тани топамиз. Т  >> ta булгани учун нолинчи гипо

теза рад этилади.
Демак, бош тупламнинг корреляция коэффициенти г Ф  0 экан.

66-§ . Чизикли булмаган корреляция

Тасодифий м и кдорлар  орасида  чизикли булм аган  корреля-  
цион бо гл ан и ш л ар  ^ам  м а в ж у д  булиш и мумкин.

И кки та  тасодиф ий м икдор ораси да  чизикли б улм аган  кор- 
реляцион богланиш  м а в ж у д  булганда  чизикли б улм аган  рег
рессия тенглам аси  регрессия тугри ч и зи ^ лари  тенглам асин и  
и зл а га н д е к  изланади .

И кки  улчовли (X , Y) бош туп л ам дан  п  х а ж м л и  т а н л а н м а  
олинган  булсин. ^ а р  бир x i учун ш артли  у р тача  у ( л арни  ^и- 
соблай м и з (1 5 3 -ш а к л ) .

(х -, у  {) нукталар тахминан парабола да жойлашган деб фараз к>и- 
ламиз. У нинг X га параболик уртача квадратик тенгламасини

у  (х) =  ах2 +  Ьх +  с
кури ниш да излаймиз.

а, Ь, с коэф ф иц иентларни  топиш учун энг кичик к в а д р а тл а р  
усулидан  ф ой далан ам и з .

А (а, Ь, с) = 2  (ах1 +  l)Xi +  с ~  y i f nxi (66 -1)
i

А дА дА дА булсин. Д нинг экстрс*мумини топиш учун —  -----ва —  ларни нол-
da ’ дЬ дс

га тенглаймиз. Гурухлашлардаи сунг куйидагиларни хосил киламиз:

« 2 * *  +  6 2 А’>' "*• +  с 2 ,!*-= 2 ^ /1*-’ г . i ‘"Т* 1 I

2  % +  ь 2  х '‘ +  0 2  х ‘ n* t=  2  х ‘ у ‘ пч  
i i i i 

я2  x ‘ %  +  b 2  x ‘ %  +  f  2  x ‘ ”‘ i =  2  x i~y i n*i

Хрсил цилинган бу системани 
ечиб, Д (а, Ь, с) четл ан и ш л ар  
к ва д р а тл а р и н и н г  йигиидисига энг 
кичик цийм ат б ерад и ган  а, Ь, с 
коэф ф иц иентларни  топамиз.

X  ва У орасидаги богланиш ма- —

салан, у  — —  ёки у  — а х л -\-Ьх2 +
х  153- шакл.
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- f  cx  +  d функциялар op ка л и ифодаланади дейишга асос булган хол- 
ларда хам худди шундай йул тутилади.

67- §. Корреляцион богланиш туррисида тушунча
Ч и зи кли  корреляци он  борланиш нннг зичлигини б а^ о л аш  

учун корреляци я  к о э ф ф и ц и е н т  г дан  ф о й д ал ан и л ади .
Ч изи кли  б улм аган  боглани ш  зичлигини б а^ о л аш  учун уш бу 

янги х ар ак те р и с ти к а л а р н и  киритам из:
ч\ — У нинг X  га корреляцион муносабати ва цху— X  нинг У

га корреляцион муносабати.
Бу  курсаткичлар регрессиянинг у(х)  ва х  (у) эгри чизиклари ат- 

рофида та^симланишнинг зичлигини ифодалайди.
Тзърифга кура

- 2  _  М(у(х)  — М(Х))* /с 'т  i \
V ~ — ;-------- ----------- - (6/.1)

^2 _  М {х (у) — М (У))2 /Д7 ON
1ху  -----------------о---------------- • \ P l - 4 )

° х

Куйидаги айниятни исбот килиш мумкин:

о 1 = о 1 х +  М ( м ( х ) - М ( у ) ) \

бу ерда о2— У нинг дисперсияси, о2,̂  =  М  (У — у ( Х ) ) 2 шартли* д и с  
персияларнинг уртачаси. У холда (67.1) ва (67.2) ифодалар [куйида
ги куринишга келади:

(67.3)

=  1 -  (67.4)

(67.3) ва (67.4) тенгликлардан корреляцион муносабат куйидаги 
тенгсизликларни каноатлантириши келиб чи^ади:

0 <  г|е д <  1, 

о <  1.

° у/х 0 булганда ва факат шундагина r)2x =  1 булади, яъни бу
тун таксимот У нинг X  га регрессия эгри чизигида тупланган, ва 
шундай килиб, X  ва У орасида функционал богланиш мавжуд.

Сунгра, сг х =  о-у булганда, яъни М  (У — у ( л))2 =  М  (V— М(У))2, 

яъни у ( х )  =  М  (У) =  const булганда ва факат шундагина \уих =  О, 
яъни У нинг X  га регрессия чизиш таксимот марказидан утувчи 
горизонтал турри чизикдак иборатдир. Бу холда А' ва У ксрреляция- 
ланмаган дейилади.

г] корреляцион муносабатнинг хоссалари хам худди шундай
тек шири лади.
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'Пху ва Vyx курсаткичлар узаро содда муносабат билан борланма- 
г а н .

Агар у]ху =  r\yX =  1 булса, у холда У нинг X  га борланишини 
ифодаловчи функция тескариланувчи, ва демак, монотондир. Доимо
I г хУ\ <  Х х  эканини исботлаш мумкин. Агар rj —► 0 булса, у холда
о ~yjX —> 0, яъни шартли дисперсия нолга интилади, демак, Y  нинг X  
билан борланиши зичлашиб бориб, т) =  1 да функционал борланиш- 
га утади.

К орреляцион  м уносабатнинг корреляц и я  коэфф ициентига  
нисбатан  аф залли ги  ш ундан  иборатки, корреляци он  м уносабат  
Хар кан дай , шу ж у м л а д ан ,  чизикли борланиш нинг зичлигини 
бахолайди.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Танланма корреляция коэффициенти нимани ифодалайди?
2. Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини айтиб беринг.
3. Нормал таксимланган тасодифий микдор корреляцияси хаки даги теоре

мани баён дилинг.
4. Чизикли булмаган корреляция тушунчасини таърифланг.
5. Корреляцион муносабат ^андай аникланади?
6. Корреляцион муносабат нимани ифодалайди?
7. 15.267— 15.273- масалаларни ечинг.

68 -§ .  Регрессия параметрларини танланма буйича аницлаш

Р е г р е с с и я  м а с а л а с и н и н г  к у й и л и ш p i . Y  тасодифий мик;- 
дор k та x v  х 2, . . . , xk узгарувчиларга боглик булсин. х ъ х 2, . . ,,xk 
узгарувчилар, умуман айтганда, тасодифий микдорлар булмай, ку- 
затишларнинг хар бир сериясида олдиндан режалаштирилган аник; 
^ийматларни кабул килишлари мумкин.

Y  тасодифий микдор x v  х2, . . .  , xk ларга борлик булмаган а 2 
дисперсия билан нормал таксимланган деб фараз к^илинади.

Y  тасодифий микдорнинг математик кутилиши х 1У л'2, . . . , x k 
узгарувчиларга чизикли борлиц, яъни

М  (У) — У =  сс +  Pi х 1 +  . . . +  Pft xk (68.1)

деб фараз ^илинади.
Бундай холда x i узгарувчилар Y  ни фа кат уртача аницлайди деб

айтилади.
1 - м и с о л .  Техникада купинча

Y  — a  -j- Р 1 1 -j~ p., t2 P& t -f- z (/)

куринищдаги тасодифий микдорлар учрайди, бу ерда t — ва^т, z(t)  
эса математик кутилиши а =  0 ва уртача квадратик четланиши а  
булган нормал гакримотга эга тасодифий функция. У холда x ~ t l ,

г =  1, k  деб (68.1) турдаги тасодифий ми^дорни хосил киламиз.



2 - м и с о л .  Куприна физик масалалар ушбу куринишдаги тасоди
фий микдорлар ни урганишга олиб келади:

Y  =  а  +  Pj cos (k xt +  ф:) +  . . . +  Р; cos (kjt +  ф;) +  z (/),

бу ерда t ва z(t)  лар 1- мисолнинг шартларини каноатлантиради, 
k  ф; — маълум сонлар.

х i — cos (kj t -f- ф£) деб, (68.1) турдаги тасодифий микдорни хо- 

сил киламиз. Регрессия масаласи п  та ( у {, х 1(-, x2i, . .. , x ki), i =  \ , п  
богликмас синоЕлар сериялари ёрдамида (68.1) муносабатга кирувчи 
номаълум а ,  Р1( . . . , Рд, параметрларни бахолашдан иборатдир'.

А гар  п ар ам етр л ар н и  б ах р л аш  м асаласи  хал  этилса, Х\, х 2, 
. . .  , х k номаълумлар узгариши билан У тасодиф ий м и к до р 
нинг тавсифини бирор иш ончлилик  билан  олди ндан  айтиб  бе- 
риш  имкони пайдо булади.

Масалан, M ( Y )  м а тем ати к  кутилиш  учун ишончли и н тервал-  
ни курсатиш  мумкин булади.

Д а с т л а б  битта ом илга  боглиц булган хрлни царай м и з .
Y тасодиф ий микдор х  аргум ентга  «уртача»  ч изикли  бор- 

лик булсин, яъни

M (Y \x )  =  a  +  $ x .  (68.2)

х  =  x lf х2, . . . , хп деб п  та эскли кузатишлар утказамиз, на
тижада кузатилган п  та у 2, . . . , у п кийматларнн хосил циламиз.

Чизиклиликдан оришлар Ьи д2, . . .  , 6 хатоликлар билан берилади 
деб хисоблаб,

y L =  М  (У\х{ ) =  а  +  Р x t +  6- (68.3)
каби ёза оламиз

Улчаш хатоликлари бг- =  у [ — а  — p.\'t- ушбу шартларга буйсунади 
деб, фараз киламиз:

1) Mbj =  0, i =  1, п,
2) D  — М  6? =  о 2, i — 1, п (А га боглик эмас),
3) 64- тасодифий микдорлар узаро богликмас ва нормал таксим

ланган.
У холда 6Х, б2, . . . , Ьп тасодифий микдорлар системасининг 

таксимот зичлиги куйидаги куринишда булади:

_ i i  _  1  2  ^2ог 2а2 -О2 _  i—!----
е е  е ( ___1 _  \ п 2° 2

У  2л о У  2л о ’ ’ ’ ’ У 2 л  о  ̂1 2л а /  е

Демак, кузатилган у,- микдорларнинг таксимот зичлиги куйидагига 
тенг:
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а ,  (5, а 2 п ар ам етр л ар н и  б ах о л аш  учун х а к и к а т га  энг катта  
у х ш аш л и к  усулидан ф о й д ал ан ам и з .

Усул ном аълум  п ар ам етр л ар н и  б ах о л аш  учун бу парам етр -  
л а р н и н г  ^ац и ц атга  у х ш аш л и к  ф ункциясининг (68.4) максим ум - 
га эри ш ти ради ган  ц и й м атл ар и д ан  ф о й д ал ан и ш д ан  иборатдир.

Яъни а 2 берилганда а  ва (3 лар учун бахони топишда

_др_

да

_др_ 
, ар

=  0 ,

=  о
(68.5)

системани ечиш керак.
Курсаткичли  ф ункция  нолга а й л ан м аган л и ги  учун ку й и д а 

ги те н гл ам а л а р  системасини ^осил килам из:

i=i

2 V  (*/. — а  — (3 x i)xL =  0.

(68 .6)

Бу системанинг шаклини узгартирамиз:

( п
V z / _ a . ^ p V A-. = 0 ,

1 =  1

2 - а д - 0.

(68.7)

п
(68.7) системани е ч и ш д а ^  x L =  0 деб, яъни .г нинг кийматлари

t=i
системаси марказлашган деб фараз циламиз.

У х;олда (68.7) тенгламалар куйидаги куринишга келади:



( п
У  Vi =  л а ,
/=1

2 A' i № = P 2 ^ '
( i= i i = i

Бу ердан а  ва р параметрларнинг бахоларини топамиз:

а п
2 * 1
1=1

(68.8)

Агар V  Xi =  0 шарт бажарилмаган булса, у >рлда а  ва р бахо- 
i= i

лар учун анча мураккаб ифодаларни хосил киламиз:
П _

У  (Xi —  X)yi 

, Р = Т ------------------ • (68.9)

2  й - Р 2 * ;  
/= 1 1=1

а  =

Ъ ^ - x f

Сунгра топилган а  ва Р цийматларда о2 нинг бахоси <S2 ни топиш 
учун (68.4) ни а 2 буйича дифференциаллаб, хуйидагини хосил киламиз:

n S 2 =  У { у 1 —  а  —  $ xf)2
i=i

еки

S2 =  — 'V , (*/; — а — Р */)2> (68.10)

бу ерда а  ва р лар (68.8) ёки (68.9) формула лар буйича аникланади.
Энди а,  р ва о2 параметрларнинг (68.9) ва (68.10) бахоларининг 

аншушги ва ишончлилигини бахолаймиз.
П

Яна У х г- =  0 булсин, у холда

^  (а  +  Р x i +  =  +  l
Я  Я  г=1

еки

a  =

V y , _  V  6;  

1 = 1 1=1

1=1
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яъни

V 6 . (68.11)

Худди шундай топамиз:

а — а  =  б,-.п
2=1

V  б/ * г

р — (68. 12)
1  x~i 
t= l

(68.11) ва (68.12) тенгликларнинг унг томонлари бир хил конун 
буйича нормал таксимланган тасодифий микдорларнинг чизикли функ-

цияларидан иборат, ва демак, а — а  ва |3— [3 огишлар нормал так- 
симланган.

69- §. Регрессиянинг умумий масаласи

Y  тасодифий микдор k  та x v х 2, . . . , хк параметр га «уртача» 
боглик булсин, яъни

M( Y )  =  а  +  P i * ! -г • ■ . + $ k xk- (69.1)

a ,  Pj, Р2) . . . , |\, параметрлар учун бахоларни топамиз. х ъ 
х 2, . . . , хк аргументлар кийматларининг п  та системасиии оламиз:

л-14 . . .  , 4 », 

4 2 ), . . . , A f ) ,

х(п) .Ап) у(п)1 * 2 ’ • • • • > А/г ■

Х>ар бир х\1\  х\р, . . .  , х $  система учун Y  — y i тасодифий ми^- 
дорнинг кийматини улчаймиз.

Дисоблашларни соддалаштириш учун (69.1) муносабатни

у  =  а  +  рх (л' — л'х) +  • • . +  (xk — **) (69.2)
П

куринишда ёзамиз, бу ерда х- =  —  х (р  — xt- нинг л та тажриба-
п л я Л

/=1
даги урта арифметик киймати.

Олдинги параграфдаги мулохазалардан фойдаланиб, а  ва р пара- 
метрларнинг бахоларини хосил циламиз:

П
1 —

° = т  2 а Уг ~ у -
i= i

^уйидагича белгилаймиз:
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шу билан бирга
п

1=1
- x rf .

! 1̂1 1̂2 ■ ■ • hk
j 2̂1 2̂2 '. . .  l2k

! ^к\ h i ■ • ■ hk
булсин. L 's — L  дан s- устунни /01, /02, . . . , l ok хадлар билан [(бу

П
ерда lQs =  —  ^ \ ( y i  — У )(^] —  x s) алмаипиришдан хосил булган 

£=1
детерминант булсин. У  холда (3 параметр учун

L
бахони хрсил ки лам и з.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Регрессия масаласини таърифланг.
2. Чизикли регрессия цандай аншупанади?
3. Тажриба маълумотлари буйича чизшуш регрессия параметрларини то

пиш усулини курсатинг.
4. Умумий регрессия масаласини таърифланг.
5. 15.350— 15.384-масалаларни ечинг.

70- §. Тажрибани ортогонал режалаштириш. Икки ва уч омилли  
тажрибанинг реж а матрицаси

А м алиётн инг купгина м а с а л а л а р и д а  ^ а р а л а ё т га н  ал о м а т  
(б ел ги )га  у ёки бу омил (ф ак т о р )н и н г  таъси ри  ^ а н ч а л и к  му- 
хим эканлиги  м асаласи  катта  а х ам и я тга  эгадир.

Бир нечта бир хил турдаги  стан ок  ва бир неча турдаги  хом 
аш ё бор деб ф а р а з  ки лай ли к .  Турли стан о кл ар н и н г  ва турли  
п а р т и я л а р д а ги  хом ашё сиф атининг иш лов б ер и л ади ган  детал-  
ларн и н г  сифатига таъсири  сези ларли м и  ёки йукми эканини 
ан и к л а ш  талаб  килинади.

Б у  холда  икки та  омил — стан окларн и н г  таъси ри  ва хом 
аш ёнинг таъсири  текш нрилади , шу билан бирга ом и л л ар н и н г  
хар  бирн бир нечта д а р а ж а л а р г а  эга (яъни бир нечта станок 
ва хом ашёнинг бир кеча  п ар тп яси ) .

О м и лларн и н г  текш и р и л аётган  белгига таъсирин и  текш ириш  
ва б ах о л аш  учун п та кузатиш  у ткази л ад и , уларн и н г  н ати ж а-  
л а р и  кузатиш  м атр и ц аси га  ёзилади .

т  д а р а ж а г а  эга булган битта омил булган  холда  п  та  к у 
з а т и ш л а р  н а т и ж ал а р и н и  куйидаги  ж а д в а л г а  ж о й л аш ти р и ш  
мумкин:



F  ом ил

К у з а т и ш л а р  , 
и ом ери | 2 . n

Да р а ж а с  II ~~~ -----

F 1 xV r<2> у (!:>

X<J> а{г> . . . x 1.?)

F ,n
Y(l)HI y (2) . . \ JU • . x {n) ' m

Энди иккита А  ва В  ом ил булган холни караймиз.

A
B, b 2 ! . . .  i в .  

i 1
1 !

x \ \ l ,  x f i ,

x \ V
.

J l )  J 2 )  

J n )
1V

A 2

J D  v <-> L < > >  v (-’ >
21 9 2\ 9 * * ’ * 1 22'  229 " * ‘ 9

J n )  1 ..(H) 
j ~

A'!,1. ) ,  A ® .....................

a §  ■

i

A r

J ! )  r ( - )  
r \ ’ - V i  > • • • *

J n )  
x r I

x ° \  v ' - Л  r2 9 ’ r2 ■ 

......................

v ( l > x (2>■'тс” ЛП"

x (n) • • • > ArV

Хар бир (г, /) ячсп кага  п та ку зати ш л ар  н а т и ж ал а р и н п  
жойлаштирампз. А гар  ячей к а л а р д а ги  ку зати ш л ар  сони у зар о  
тенг булса, бундап комплекс ортогоналдир.

Учта А ,  В , D  омил булган холда  куйидаги к у зати ш л ар  мат- 
рицасини тузиш  мумкин:

A A i Л , • ■ ■ j  A r

в B-j j B L i . . . B- j ■ ■ ■ I B ,  • • • B-J

D , • Y l l l i -v 2 1 1
- V I x rU  • • • Xrv  1

D
d 2 -v 1 1 2

. . . -V j ! x -nz A '- v . o ! л > ! 2  ! ' • • x rv2
.
.

! • 1 
: i

•
; j

D t X l l t x lv t : -v2 1 /  ! • • • x 2Vt 1 x r \ t  I x r v t

Хар бир U, \, к) ячейкага x- jk микдорпи кузатиш патижаларини 
ёзамиз.

2 3 - 2 6 4 0



7 1 -§ .  Математик моделнинг айрим ташкил этувчиларининг 
кийматлилигини бахолаш

Бир вак/гда таъсп р  килувчи турлича о м и л л ар га  борлик бул- 
гаи к у зати ш л ар  н а т и ж ал а р и н и  тахли л  килиш , энг мухим омил- 
л ар н и  тан л аш  ва уларн и н г  таъсирин и б ахрлаш н и н г  статистик 
усули дисперсион тах ли л  (ан ал и з)  дей илади .

Дисперсиои тахли лнин г  р о я с и  тасодиф ий м и^дорн инг уму- 
мий дисиерсиясини у ски бу омилиинг, ски уларнин г  узар о  
таъсирин и тасвирловчи борли км ас  тасодиф ий ку ш и л у вч и л ар га  
а ж р а т и ш д а н  иборатдир.

М асал ан , X  — текш и р и л аётган  тасодиф ий  ми^дор, А ва В  — 
унга таъсир  этади ган  ом и ллар ,  л*— А 'микдорнннг у р тач а  ^ий- 
мати булсин. А’ нинг четланиш ин и  куй идаги ча  т а св и р л аш  мум- 
кин булсин: _

А' — л' — ос -f- Р — V- (71.1)
бу ерда

гх — А  омил келтириб чикарган четланиш, 
р — В  омил келтириб чикарган четланиш, 
у — бошка сабаблар келтириб чикарган тасодифий четланиш. 
сс, р, у  лар борликмас тасодифий микдорлар деб фараз 1\иламиз. 
X,  сс, Р, у ларнинг дисперсияларини мос равишда а£, о£, 

оркали белгилаймиз. У холда
=  +  (71.2)

с г ,  а- ларни ст- билан таккослаб, А  ва В  омилларнинг таъсир 
даражасини хисобга олинмаган омилларга нисбатан аниклаш мумкин. 
a ~a, сгр ларни бир-бири билан таккослаб, А  за В  омилларнинг X  га 
таъсирини та^кослаш мумкин.

Таксимот нормал деб фараз килинганда дисперсион гахлил тан- 
ланмалар асосида о2а , ст-’, ларнинг кийматини аниклашга, шунинг- 
дек, тегишли критерийлардан фойдаланиб, уларнинг текширилаётган 
микдорга таъсирининг мухимлигини бахолашга имкон беради.

А  ва В  омилларга борлик X  тасодифий микдор учун кузатишлар 
м атри ц аси  м а в ж у д  булсин. С о д дал и к  учун хар  бир ячей када  
ф а к а т  битта кузати ш  булган  холни кар ай м и з:

! \  в
XЛ \

В ! В а • • B i ■ ■ • В 1' х i *

A i
А ,

*11
Ail

*12 * •
Л'2„ • •

х \]
Л'о ■ -1

• A'1l T j .

X  2»

4 x i\ Х[ 2 • • ■ Xij  • • *(:■

А г хг\ *2  г ■ • • x rj ■ ■ x rc x r'

X , 2 • • • г */ • ■ • X X
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К у зати ш л ар  м атри ц аси ла  г сатр А  омнлнинг г д а р а ж а с и г а ,  
v уступ эса В омнлнинг v д а р а ж а с и г а  мое келадн. (/, /) ячей 
ка га .1 ва В о.мплларни мос холда г- ва /- д а р а ж а л а р д а  
бпр в с' i кт да текнш рпш да хоспл килпнган к у з ат и ш л а р  ёзи- 
л ади.

Ха р к а йен уступ ва сагр  буйнча у рта кпйм ат  ва у мумий ур- 
тачани хисоблаймпз. Энди урта к и й м атларн и н г  сатр л ар  буйнча 
тенглиги ва урта ки йм атларн инг  устунлар  буйнча тенглиги ха- 
килаги  гипотезани текш ирам из.

А Ггг л l i. 'iiiK,

/=■■ I

У холда x i; нинг .v дан четланиш квадратларишшг йнгиндиенни то
нами!, яъни

— -Y — -Y 4- x tj —  X)~ — V V i  (xI» — .V )2 —

г V  ("v..- - • "v)2 :- V  V  -  7 —  .7)2 , =
^  '

:: Qi ~~ Qi ~  Q3- ■ ‘ '
Qi куш илувчн с атр л ар  буйнча урта  к н й м атлар  билан  умумий 

урта кн й м атлар  орасидаги  а й и р м ал ар н и и г  к в а д р а т л а р и  йигин- 
днеидан иборат булиб, .V белгннпнг .1 омил буйнча узгарипш ни 
х а р актер л ай ди .

Худди шунга ухш аш , Q2 куш илувчн X  белгинипг В  омил 
буйнча днсиерспясппи х а р ак тер л ай ди . Q3 куш илувчн  квадрат-  
ларипн г  колдик й и пш дисп  дей и лади  ва хисобга олинм аган  
и м и л л а р н и н г т аъ си р н н и  тавси ф лайди .

Д и сперсия  учуп куйидаги б ах о л а р га  эгамиз:



5 = = - ^ - ;  S 3 = ----- ^ ---------  (71.5) 
v - l --------------- ( r - l ) ( u - l )

М аълум ки , агар  А' таеодиф пй микдор норм ал  т ак си м л ан ган  
булса, у холда  т а н л а н м а  дисп ерси яларн и н г  нисбатн F  та^си- 
мотга эга булади.

Ш ун дай  килиб, т а н л а н м а  м а ъ л у м о тл а р и  буйнча хисоблаб

s ‘j s 'i
'  -  - 5 -  f B -  - 7

хамда танланган q аниклик даражасида (FA c F r_ l {r_ \ )ic_ \ hq ва 
F s  <  Fv_ l { r _ \ ) { u _ \ y q  да) уртача кийматларнинг тенглиги тунрисидаги 
нолинчи гипотеза рад этилмаслигини курамиз, яъни А  ва В  омиллар- 
кинг текширилаётган бел гига таъсири катта эмас.

И кк и та  омилли дисиерсион тахли лнин г  умумий схемаси к;у- 
пидаги ж а д в а л  кури ниш ида берилиш и мумкин:

Д ис персиянинг  
ком понентаси

К вадратлар
ЙИПШДНСИ

О зодлнк д ар аж асн  
сони

Дисперсиянинг ба;-;оси

Сатрлар буйича
г

Q\ — v  X  U
I —.1

—  x) 2

г —  1 s 2  Qi
r - 1

Q°. =  rX  , ( V -  
__1 = [

—  X)*
S i -  Q\  

1 - - 1

К о л л и к Q ,  =
I !

—  Xi '  —  X j - r * ) *

If -  l ) ( v — 1) Q*
3 ( r -  1)

Т улик Q =  Qi n- Q-z.-t  Q3 rv — 1
Q

S*- =
rv — 1

Ю кори да  олинган  н а т и ж а л а р  А' белгининг н орм ал  тацси- 
мотга эга  булишини т а л а б  килиш ини эсда тутиш лозим .

У з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Тажрибанн ортогонал режалаштириш кандай амалга оширилади?
2. Иккита ва учта омилли кузатишлар матрицасини тузинг.
3. Дисперсион та.ушл масаласини баёи дилинг.
4. Умумий дисперсиянинг ташкил этувчилари ^андай .хисобланади?
5. Хар бир омилнинг X  белгига таъсири цавдай бахоланади?
6. 15.284— 15.291-масалаларни ечинг.
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АСОСИЙ СО Н ЛИ  У С У Л Л А Р

15- б о б

1- §. Микдооларнинг такрибий кийматлари

1. Хатоликлар. Хатоликларнинг манбалари. М и к дорларн п н г  
с.онли к и й м атлари н и  ан и к л а ш д а  купинча уларн и н г  такрибий  
ци йм атлариги на  топилади. Б у н да  агар  х  сон берилган  микдор- 
нинг хакикий киймати а га якин булса, х  сон шу а  м икдорнинг 
такрибий  киймати ёки я к и н лаш и ш и  деб  а т ал а д и  ва бундам 
ёзилади: а ж х .

М асалану л ~ 3 , 14159; е ~ 2 , 71828; « 0 ,3 3 3 3 .  К и ск алн к

учун микдорнинг такрибий  кийм ати  такри би й  сон, унинг хаки- 
ций киймати эса аник сон деб  аталад и .

Т акрибий сонлар о д атд а  чекли унли к аср л ар  куриниш нда 
тасви рлан ади .

А м алий м а с а л а л а р н и  хал этиш да пайдо б улад и ган  х а т о л и к 
л арн и н г  ва, дем ак , такрибий  сонларнинг уш бу асосий м анба- 
л арини  айтиб  утамиз.

1. М оделнинг хатолиги — м о дел л аш ти р и л аётган  ходисага  
таъси р  этаётган  барча  омил (ф а к т о р )л а р н и н г  етарли ча  тула  
хисобга олинмаслиги. Бу  о м и л ларн и н г  хам м аси н и  а м а л д а  хн- 
собга олиш нинг илож и fiyiv ва макс ад  га мувофи к хам эмас. 
М асал ан ,  физик ходиса булган холда  биз б а ъ за н  и ш калан и ш , 
мухит ^арш нлиги нн , х ароратн и  ва шунга у х ш аш л ар н и  зъти- 
борга  олм айм из, шу са б а б л и  хам  м одель  такри би й  х а т о л и к 
лар  билан булади.

2. Бош лан ги ч  м а ъ л у м о тл а р д аги  х ато л и кл ар  — м а с а л а  шар- 
тига кирувчи м и к дорлар  (п а р а м е т р л а р )н и н г  ки й м атлари н и  ул- 
чаш  н ати ж аси да  хосил булади  ва, дем ак ,  такри би й  характер -  
да  булади .

3. Услубий х ато ли кл ар .  Б у  каб у л  килинган  ул ч аш  услуби 
н ати ж аси  булиб, унда од атд а  такри би й  ф о р м у л а л а р д ан  
ф о й д ал ан и л ади .

4. А м ал  х ато ли к л ар и  — б улар  ф о й д ал ан и л ад и ган  хисоблаш  
в оси талари  билан боглик, хусусан, Э Х М лар  чекли унли к а с р 
л а р  устида, д ем ак , такрибий  сонлар  устида а м а л л а р  б а ж а р а -  
ди (м аъ л у м о тл ар  ва ор ал и к  а м а л л а р  н а т и ж а л а р и  яхл и тлан а -
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ди. бунинг н ати ж аси да  у ёки бу д а р а ж а д а  х ато л и к л ар  тупла- 
н а л и ).

Тайин бир м асалаи и  ечиш да у ёки бу х ато л и кл ар  б аъ за н  
булм аслигн  ёки у л арн и н г  таъсири  х адд ан  зиёд  кичик булиши 
мумкин. Бирок х ато ли кл ар и и  тула тахли л  этиш  учуй уларнин г  
барча  турлари н и  тула  хисобга олиш  лозим.

2. Абсолют ва нисбий х ато ли к л ар .  Т акрпбий сонларнинг 
асосий х а р а к т е р и с т и к а л а р и  абсолю т ва нисбий хато ли кл ар ди р .  
Би рор  мпкдорнпнг такрпбий 1ч и II м aril .V, аник к и II м л гм эса и 
бул с и н.

1 -т а ъ  р и ф. а — х ап п рм а  л* такрпбий  соннинг якинлаш иш  
хато.шги ёкн хатолиги дсб атал ад п .

Агар .V< а булса , .v сои а соннпнг ками билап олинган так- 
рибпй киймати деб а т ал а д и  на бу холда хатолик а — д > 0  бу- 
ладн .

Агар л ~>а булса, .v сон а соннпнг ортпги билан  олинган так- 
рибий кийм ати  дсб а т а л а д и  ва бу холда  хатоли к  а — ,v < 0  бу- 
ладг:.

!• м и с о л .  У  2 сони учун 1,41 ками билан олинган, 1,42 эса 
opTHFH билли олинган такрибий кийматлар булади, чупки 1,41 <  
< ]  2 <  1,42.

А гар  х < а  булса , х  сон а соннпнг кам и  билан  олинган  так- 
рибпй кийм ати  булади , чуики я > 3 ,1 4 .

3- м и с о л. 2,72 сони е сонипинг ортпги билан олинган т а к 
рпбий кийм ати  булди, чупки е< 2 ,7 2 .

2- т а ъ  р и ф. а ~  х  яки н л ан ш ш н и н г  абсолю т хатолиги Д деб, 
хатоли кнн нг  абсолю т ^и й м ати га  айтилади , яъни

д =  | а —х  | .

Бун дан  а —л =  Л ёки а —х = - — \  эканлиги  келиб чикади, яъни 
а =  х — А ёки а = х — Л. Б уи дай  х о л л а р д а  куйпдагича ёзплади :

а — х ±  А.

а нинг такрпбий  кийм ати  купинча н ом аъ лум  булганли ги  са- 
б аб л и  яки н л аш и ш  хатолигпни б ах о л аш  учун чегарави й  а б с о 
лю т хатоли к  туш унчаси киритилади .

3 - т а ъ р и ф .  а ш х  якинлашипшннг чегаравий абсолют хатолиги 
деб, шундай мусбат А а сонни аГпиладики, А абсолют хатолик ундан 
катта була олмайди, яъни

А ^  |.v — а\ <  Дс .

(Чегаравий» сузи купинча тушпрнб колдирилади. Бу тенгликдаи

х  — А . <  а <  х ~  Дс..

булиши келиб чикади, демак, .v — А^ — ками билан якинлашиш, 
х — — ортиш билан якинлашиш.

Агар чегаравий абсолют хатолик Ди берилган булса, у холда х
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пи а нинг Дл гача аиикликдаги такрибий киймати деб аталади ва 
буидай ёзилади: а  = х  ±  Л,.

Такри би й  сонларни уларнинг куриниш и абсолю т хатоликни 
курсатиб  гурадиган килиб ёзиш  кабул  килинган.

Унли каср куриниш ида ёзплган  х  т акрибий соннинг р а к а м и  
а ^ х  яки нлаш и ш ни нг А абсолю т хатолиги бу р а к а м  турган  
хона бирлигидан ортик б улм аса , бу р а к а м  ишончли рак ам  деб 
аталади . Акс холда унп ш убхали  р а к а м  дейиладн .

Б ар ч а  м атем ати к  ж а д в а л л а р д а ,  ф изика  ва техникада  сон
л ар н и  ф а к а т  ишончли р а к а м л а р и  билан ёзиш дан  ф ойдалани - 
л ади  (агар  хатоли к  к у р сатп л м аган  булса, ш ундай  келиш нл- 
ган) .  Б у  холда такрибий  соннинг ёзувидан  як и н л аш и ш  хато- 
лигини ани клаш  мумкин. М асал ан ,  3,1416 соннинг ёзуви унинг 
абсолю т хатолиги  0,0001 дан  ортикм аслигин и  курсатади . 370 
сони учун унинг абсолю т хатолиги  1 дан  ортик эмас. А гар да  
бу сон 0,01 дан  кичик абсолю т х ато ли кк а  эга булса, уни энди 
бундай ёзиш л озим: 370,00. Ш ундай  килиб, 370; 370,0; 370,00 
такрибий  сонлар турли аницлик д а р а ж а с и г а  эга; уларнин г че- 
г аравий  абсолю т х ато ли к л ар и  1; 0,1; 0,01 га тенг.

Агар бутун сон охирида н о л л ар га  эга булиб, улар  ишончли 
р а к а м л а р  булм аса ,  бу нолларни Ю'г купайтувчи билан  алм аш - 
тирилади, бунда п — ш ундай ноллар  сони. М асал ан , Е рдан  
К уёш гача  булган масофа 1495• 105 км такрибий  сони билан 
и ф о д ал ан ад и , бу ерда  биринчи туртта  р а к а м  ишончли, колган 
барча  н оллар  эса ш убхали  (чегаравий  абсолю т  хатолик 
100 000 км ).

О д атд а  ишончли р ак ам л и  такрибий сонларни стандарт 
ш ак л д а  бундай ёзилади:

.V а 0, а }а 2 . . . а ,г - 10гг, бу ерда n £ Z ,  1 <  а 0 <  10,

бу ерда п  — соннинг тартиби деб аталади.
Масалан, Ая =  100 булган 40000 сони стандарт шаклда бундай 

ёзилади: 4 ,00-104.
Т акри би й  соннинг хатолигнни у нечта ишончли ки йм атдор  

р а к а м га  эгалигини курсатиш  йули билан б а^ о л аш  мумкин.
4- т  а ъ  р и ф. Соннинг унлик ёзувидаги  нолдан  ф ар к л и  би

ринчи р а к а м д а н  чап да  турган барча  ишончли р а к а м л а р  ки й 
м атдор  р а к а м л а р  деб аталад и .

М асал ан ,  ишончли р а к а м л а р  билан ёзилган  0,002080 сони 
туртта  кийм атдор р а к а м ;  2, 0, 8, 0 га эга; 1 дюйм =  2,5400 см 
сони беш та ки йм атдор  р а к а м га  эга; 370,0 сони туртта  к и й м ат 
дор р а к а м га  эга, 3 ,7 -1 02 сони иккита ки йм атдор  р ак ам га  эта.

А гар  такрибий сон куп м икдорда  ки йм атдор  р а к а м л а р г а  
эга булса, уларни ях л и тл аш  лозим.

Сонни ях л и тлаш -— уни кам м икдордаги  ки йм атдор  р а к а м 
л ар  билан ёзиладиган  сонга ал м аш ти р и ш  д ем акдн р .

Т акри би й  сонни я х л и тл аш д а  уш бу ях л и тлаш  кои дасига
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рион ки лган  холда  ортикча  ёки ш убхали  р а к а м л а р  та ш л а б  
ю борилади:

— агар  т а ш л а б  ю б о р и л ад и ган  р а к а м л а р д а н  бирпнчиси 4 
дан  кичик булса, у х олда  охирги ко л д и р и лад п ган  р а к а м  узгар- 
тирилм айди .

— агар  та ш л а б  ю бориладиган  р а к а м л а р д а н  бнринчиси 5 га 
тенг ёки уидан катта  булса , у холда  ко л д и р и лад п ган  охирги 
р а к а м  1 га орттириладп .

— агар  ф а к а т  5 р а к а м и  еки 5 билан  ноллар  таш л аб  ю б о
ри лади ган  булса, у х олда  кол д и р и лад п ган  охирги р акам  ж у ф т  
булса, у згарти ри лм ай д и , агар  у ток булса, 1 га орттирилади .

4 - м и с о л .  Агар Ад =  0,001 булса, .v =  10,5478 ни 4 та ишонч- 
ли ракамгача яхлитланг.

Е ч и ш. х  =  10,548.
5 - м и с о л .  Агар А а — 0,01 булса, .v =  3,875 ни 3 та ишончли ра

кам гача яхлитланг.
Е ч и ш. х = 3 ,8 8 .
Абсолю т х атоли к  хисоблаш  аниклигнни тавси ф лай  олмайди. 

Х исоблаш  н а т и ж а л а р и  аниклигпнинг хаки ки й  курсаткичи унинг 
нисбий хатолигидпр.

5- т а ъ  р и ф. Б ер и лган  микдор .v такрибий  кп пм атипинг б 
нисбий хатолиги деб, бу сон абсолю т хатолигининг х  т акри би й  
кн йм ат  модулига  нисбатини айтилади , яъни

6 =  —  .
|л-|

.г такрибий  ки йм ат  а д ан  кам  ф а р к  к и л ган ли ги  учун ам а- 
л и ётда  бундай хам олинади:

6 -  —  .
|а(

Нисбий хатоли к  бери лган  яки н лаш и ш и и н г  снф ат  к у р с а т к и 
чи булиб, уни купинча ф о и зл а р д а  и ф о д ал ан ад и .

6 - т а ъ р и ф .  а ж х  якинлашишнинг чегаравий нисбий хатолиги 
деб. 6 нисбий хатолик катта була олмайдиган Ьа мусбат сои ни ай
тилади, яъни

6 =  <  6 бу ерда А <  б |л'(.
\х\

Шундай килиб, чегаравий нисбий хатолик учун

Д„ =  1 .* К
ж  олиш мумкин. Демак, а аник сонни бундай ёзиш мумкин:

а =  х zЬ И  бс.

6 - м и с о л .  У  шоу тенгликлардан кайси биршшнг аниклиги катта:

л* =  ] 46 - -  6,78 ми ёки у  =  —  =  0,54 ми?
13
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Е ч и ш.
а - 1 46 \ч\и Л = 0,01; Ь = М А  =0,0015 (=  0,15 %),

6,78

у — —— \ч\н Л. = 0,01, 6, . - M i  = 0,019 (=  1,9 % ).
13 * • ,л а 0,54 V

0,15 < 1,9%. Биринчи тенгликнинг аншутиги юкори.
3. Такрибий сонлар устида амаллар. Такрибий сонлар ус- 

гида амаллар натпжаси яна такрибий сон булади. Натижа- 
нинг хатолиги дастлабки маълумотларнинг хатоликлари орца- 
ли ViiiCy коидалар ёрдамида топилиши мумкии.

1. Алгебраик йигиндинииг чегаравий абсолют хатолиги ку- 
шилувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари йигиидисига 
тенг.

2. Алгебраик йигиндинииг нисбий хатолиги кушилувчилар- 
нинг нисбий хатоликларидан энг каттасига тенг (киймати бир- 
бир'.га якин булган сонлар айирмаси бундан мустасно).

3. Купайтма ва булинманннг нисбий хатолиги купайтув- 
чиларнинг ёки мос равишда булинувчи ва булинманннг нис
бий хатоликлари йигиидисига тенг.

4. Такрпбий сон п- даражасининг нисбий хатолиги асоснинг 
кисбнп хатолигини такрибий соннинг даража курсаткичига ку
пайте асига тенг.

Ма :алан, такрибий сонлар купайтмаси: л: = 25,3-4,12 = 
= 104,236; купайтувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари 
мос равишда 0,1 ва 0,01 га тенг. Купайтувчиларнинг барча 
ракамлари пшоичли деб олсак, чегаравий нисбий хатолик бун
да й б v л а д и:

6 -  = 0,0039 +  0,0024 -  0,0063.
й 25.3 4,12

У холда купайтманинг чегаравий абсолют хатолиги куйидагича: 
да " ьа !Л1 г 0,0063-104,236 = 0,657 <. 1.

Демак, жавобда факат учта ишончли ракамни ^олдириш лозим:
25,3-4,12= 104.

А '.лпётда такрпбий сонлар устида оммавнй хисоблаш иш- 
ларнда ушбу соддароц коидалардан фойдаланилади; улар иш 
хажмнни камайтириб, етарлича аникликка эришиш имконини
берадн.

1. Унли касрларни кушиш ва айиришда унлик белгилари 
энг к а Гу! булган сонда нечта унлик белги булса, натижада шун- 
ча унлик белги колдирилади (соннинг унлик белгилари деб, 
вергулдан унгда турган барча ракамларни айтилади).

2. Бутун сонларни ь^ушиш ва айиришда уларнн стандарт 
шаклда ёзилади ва уннинг энг км^ори даражасини кавсдан 
ташкарига чикарпб, юкоридаги цондадан фойдаланилади.

3. Такрибий сонларни купайтириш ва булишда энг кичик 
сонда нечта кийматдор ракам булса, натижада шунча киймат- 
дср ракам колдирилади.



4. Квадратга ва кубга кутаришда даража асосида нечта 
кийматдор ракам булса, натижада хам шунча кийматдор ра
кам колдирилади.

5. Квадрат ва куб илдиз чикаришда илдиз остидагн нфо- 
дада нечта кийматдор ракам булса, натижада хам шунча кий
матдор ракам колдирилади.

6. Оралик хисоблашларда юкоридаги коидаларда тазсия 
килганидан битта ортик рацам колдирилади. Якунин натижада 
бу ракам яхлитланади.

7. Агар маълумотлар турли сондаги унлик белгиларга эга 
булса (кушиш ва айиришда) ёки турли сондаги кийматдор 
ракамларга эга булса (колган амалларда), уларни энг кичик 
аншушкдаги сонгача битта кушимча ракам билан яхлитланади, 
бу рацам якуний натижада яхлитланади.

У з-у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Хатоликларнинг кандай манбалари бор?
2. Такрибий сон деб нимага айтиладн?
3. Якинлашиш хатолиги деб нимага айтилади?
4. Якинлашишнинг абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
5. Якинлашишнинг чегаравий абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
6. Якпнлашишлар снфатинп уларнинг абсолют хаюликларн буи! а так- 

кослаш мумкинми?
7. Нисбий хатолик деб нимага айтилади?
8. Чегаравий нисбий хатолик деб нимага айтилади?
9. Ушбу улчаш натижаларидан кайсиниси аникрок? 0,0025 м ми ёки

0,372 м ми?
10. Кайси яцинлашиш аникрок: 2.56±0,01 ми ёки 370=1 ми?
11. Такрибий соннинг 1\андай разами ишончли ракам деб аталади'-' Ш уб

хали рацам деб-чи?
12. Соннинг ^ийматдор разами деб нимага айтилади?
13. Соннинг унлик разами деб нимага айтилади?
14. Такрибий сонлар ь̂ ачон ва кандай яхлитланади?
15. К,уйидаги тацрибий сонларнинг ёзувида неча унлик белги бор: ^^0,37; 

£> = 0,04551; с = 0,003072; d = 0,056890? Уларнинг .̂ ар бирида нечта кийматдор 
рацам бор?

16. Унлик белгилари сони: а) кийматдор ракамлари сонидан ортик; 
б) кийматдор ракамлари сонидан кичик; в) цийматдор ракамлари сонига тенг 
булган такрибий сонларга мисоллар келтиринг.

17. Битта кийматдор ракамга, нккита кийматдор ракамга, учта киймат
дор ракамга эга булган сонларнинг чегаравий нисбий хатоликлари канча бу
лади?

18. 273,521, 0,03984, 1,0053 сонларини: а) иккита кийматдор par..- "ача;
б) иккита унлик белгигача яхлитланг.

19. 1\уйидаги сонларнинг чегаравий нисбий хатолпкларини топннг: а) 2;
0,2: 0,02; б) 17; 1.7; 0,17; в) 3,71; 37,1; 371.

2-§. Тенгламаларни тацрибий ечиш
1. У мумий маълумотлар. Ушбу

/(..v) = 0 (2.1)
тенгламани ечиш ,v аргументнинг (2.1) тенгламага :-:.уйнл- 
ганда уни тугри тенгликка айлантирадиган барча кийматлари- 
нн топиш демакдир. л: аргументнинг бу кийматлари (2.1) тенг- 
ламанмнг илдизлари ёки f (х) функциянинг илдизлари (нолла-
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ри) ^еб аталади. Бундай тенгламаларни ечишнинг ушбу уч 
усулн мавжуд: аналитик усул, график усул ва сонли усул.

Аналитик усул дейилгаида шундай формуланинг мавжуд- 
лиги тушуниладики, изланаётган илдизлар унинг ёрдамида
(2.1) тенгламанинг чап томонига кирадиган узгармас микдор- 
лар (улар параметрлар деб аталади) оркали ифодаланади 
(бунга намунавнй мпсол — квадрат тенглама илдизларининг 
м 2  ъл у м фор.муласн). Аналитик усулнниг асосий устунлиги 
шу!:да к!!, илдизлар бу курсатплгаи формула оркали исталган 
£ки':-.;л51кда хисоблапншп мумкин. Бирок мухандислик амалиё- 
тида учрайдиган хамма теигламалар хам аналитик усулда ечн- 
лавермайди. Баъзан (2.1) тенгламани ёкп яна хам хмумийрок

f i(x)=h(x)  (2.2)
тенгламани ечиш учун ушбу график усулдан фойдаланилади: 
текпсликда £/ = / 1  (л*) ва // = /2(а') функцияларнпнг графиклари 
ясалади, у холда бу графпклар кесишиш нукталарнпинг абс- 
циссалари ана шу (2.2) тенгламанинг илдизлари булади((2.1) 
тенглама учун у = [о(х) функциянинг графиги у = 0 абсциссалар 
укп булади).

Бу усулнинг ижобий томони унинг универсаллиги, исталган 
турдаги тенгламаларга ^уллаб булишлиги ва кургазмалигидан 
нборат булиб, салбий томони эса анча сермехнат иш ва одат- 
да жуда кам аникликда булишидир.

Тенгламаларни сонли ечиш усуллари иккита жуда мухим 
ижобий хоссага эга: улар график усул каби универсал ва аник 
(яъни илдизларни исталганча юцори аниклик бнлан хосил кн- 
лиш мумкин).

(2.1) тенгламани сонли ечиш асосий усулларининг хар бири 
у ш б у  иккита  боскнчга булинади:

а ) илдизларни яккалаш, яъни f (х) нинг аниклаииш соха- 
скга кирадиган хамда битта ва факат битта илдпзни уз ичига 
оладигаи [a, fj] кесмани ажратиш. Бундай кесма илдизнинг 
я к к а л а н н ш  оралиги деб аталади;

(.) илдизларни аннклаштирнш, яъни илдизни исталганча 
юкорп аниклик бнлан хосил кнлиш учун яккаланнш оралигинн 
торайтириш.

Турли сонли усуллар бир-биридан иккинчи боскичда фарк 
кклад:;, биринчи босцич — илдизларни яккалаш эса барча 
усуллар учун умумийдир.

2. Илдизларни яккалаш. Узлуксиз функцияларнпнг хосса- 
лари-дан келнб чикадики, бундай функциянинг [а, р] кесмада 
илднзи мавжуд булиши шарти

f(a)-/(|5)<0

дан, яъни функция ишорасниинг бу кесмада узгаришидан 
нборат: 154-шаклда [сс, [3] кесма, 155-шаклда [а, а\] ва 
[f̂ i ,ji; кесмалар.
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156- шакл. 157-шакл.

Бирок бу шарт зарурий шарт эмас. Масалан, 156- шаклда 
шар г бажарилмайди, бирок; функция [и, р] кесмада илдиз.тарга 
эга ва хатто [а, а\\ кесмада иккита илдизга эга. Бундай таш- 
кари, бу шартнинг бажарилиши илдизнинг ягоиалигига кафо- 
лат бермайди (157-шаклдаги [ос, [3] кесма).

[а, р] кесма узлуксиз f (х) функция илдизининг яккалаш 
оралиги булиши учун юкорида келтирилган / (a )- f(p )< 0  шарт- 
дан ташцари бу функциянинг [а, р] кесмада монотон булиш 
талаби бажарилиши, яъни дифференциалланувчи f (х) функ
ция учун унинг хосиласи [сс, р] кесмада ишорасини саклаши ло- 
зим: 154-шаклда [а, р] кесма, 155-шаклда [а, а.\] ва !Вь р] 
кесмалар.

Бирок шуни айтиб утамизки, бу талаблар хар доим хам ба- 
жарилавермайди: жуфт каррали илдизлар деб аталадиган 
шундай илдизлар мавжудки (156-шаклдаги с3 каби нлдиз- 
лар), улар учун юкорида келтирилган иккала талаб хам бажа
рилмайди. Мухандислик амалиётида жуфт каррали илдизлар 
жуда кам учрайди.

Шундай килиб, икки марта дифференциалланувчи f(x ) 
функциянинг илдизларини ажратиш учун куйидаги ишларни 
бажариш лозим:

а) [а, р] кесмани тоииш (масалан, график усул билан ёки 
куйида келтириладиган синов усули билан);

б) f ' (х) хосилани ва унинг илдизларини (хосиланинг ишо- 
ра узгармаслик ораликларини) тоииш. Агар [а, PJ кесма \о- 
силанинг ишора узгармаслик оралитда бутунлай жойлашган
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булса, у холда [а,р ] илдизнинг яккаланиш оралири булади. 
Акс холда ораликни торайтириш лозим.

Энди такрибий илдизнинг хатолиги бахосини берамиз. 
[а, р! кссма }'(х )= 0  тенглама илдизининг яккаланиш оралиги 

булсин: с бу тснгламанинг ;шик илдизи, .v эса такрибий 
илдизи, шу билап бирга f' (.v) ва j "  (х) уз ишорасини 
[ct.ii; кесмада сакласин хам да \ f '(x )\ ^ m l бул си н ( т х учун 

(х)  пинг сс^ х ^ р  даги энг кичик кийматини оламиз). Бу 
шаргларда ушбу бахо уринли:

!/й>/
/«1

Бу т{гсизликиииг тугрилигини исботлаш учун Лаграижнииг [х, с] 
ёки f х\  кесмадаги чекли орттирмалар формуласи

/ (х ) — f (;) = /' (с) ( .V — £), бунда д: < с < с 
ни татэик киламиз. Су игра

If (х) —  / (?)1 ^  !/ (-v )1 >  " h  I А' —  £|,
бундаи

|.7—• с) < (л'̂  , (2.3)

бу ерда т £ шу / ' ( а ) хосиланинг [ос, Р] даги энг кичик киймати.
(2 3) формула якинлашиш анпклигииинг бахосини беради.
1-л и с о л. .V3 — 3 .V — 6 = 0  тенглама илдизини ажратинг.
Е  ч и ш. у -- хя —  3 .v — 6 = / (.v) функцияни караймиз. Осонгина 

куриш чумкинки, /(0) == — 6 <' 0, f (3) =  12 > 0, яъни f (0) ■/ (3) < 0 
булгачлиги учун [0; 3] кесмада илдиз бор. Хреилани топамиз: у' =

- З а -  — 3, упинг илдизлари xv -■= 1 ва ал -----—• 1. Куриш осонки, 
л 'с (- 1 , 1) да у ' с  0 ва а  £ {(— оо, — 1)U(1, - f°o )} да у' > 0. 
Топ •"г-.;»< J0, 3] кесма бу сохаларнинг хеч бирига бутунлай кирмай- 
ди. У на торайтирамиз: а 1 деб оламиз, у холда /(1) -— — 8 < 0  ва 
/ (3) i 2 > 0. [1, 3] кесма изланаётган илдизнинг яккаланиш орали- 
ги, бу ерда /' (а ) > 0 ва / (1) • f (3) < 0.

2-л и с о л. а' 1 g х — 1 тенглама илдизининг яккаланиш оралигини 
топинг.

Е ч и  ш. Бу тепгламани унга тенг кучли

lg.V -  -
х

тгнглзмага алмаштирамиз хамда у !g а' ва у ---= — функиияларнипг
X

графикларини ясаймиз (158-шакл).
Изланаётган илдизнинг яккаланиш оралиги [2,3].
Телгламапи такрибий ечишпинг нккинчн боскичига — ил- 

днз^’ аншулаштириш, яккаланиш оралигини торайтиришга 
утамиз. Сипов усули, ватарлар, уринмалар ва нтерапиялар 
усуллзпини курни чпкамиз.
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158- шакл.

3. Ярмицан булиш (ёки синов) усули. Ушбу
/ (а ) =  О

генглама берилган булиб, [а, (5]— илдизнинг яккаланнш оралнри, 
яъни / (а) • f (Р) < 0 ва [ ' (х) хосила [a, pj да ишор'лсиин сак та.?:м. 
Равшанкн, изланаётган Н илдиз

а. <  £ <  р

тенгсизликни каноатлантиради. Илдизнинг биринчи якннлашишн слфа-
П-- Р г о .тида ----  сонпи, яъни [ос, р] кесманинг ургасшп олиш мумкин.

Агар / 

Агар f (^ ~ Р
—  ) = = О б\лса, Н = 
2 '
Ф  0 булса, у холда

а - (5 изланаётган нлдиз булади.

я , Р 1 еки Р fj i ора-
ликларнинг кайси бирининг охирларида функция карама- карши илю- 
раларга эга булса, шунисини оламиз. Янги торайтирилган ораликна 
(уни [ах, била it белгилаймиз) я на тенг иккига буламиз, яъни унинг 
уртасини топамиз ва жараёнии шу тартибда даьом эттирамю. Баъзан 
кесманинг уртасини эмас, балки илдизнинг яккаланнш оралипшанг 
бирор ихтиёрий пуктасини олиш кулай булади (уни танлашда } {х) 
функциянинг хусусиятлари хисобга олинади). Аниклик бахоси учун 
формула аввалгинииг узи булади:

If (а-)

бу ерда nii — шу J ' (х) нинг 
пинг такрибий киймати.

159- шакл.

энг кичик киимати, х эса илдиз-

4. Ватарлар усули (чизикли 
интерполяциялаш усули). f(x ) = 0 
тенгламанинг илдизинн ярмидан 
булиш усулп бнлан аниклашти- 
рнш усулииинг рояси оддпй бул
са хам, лекин у мухнм камчи- 
ликка '̂ га: етарлича юкори да- 
ражада аникликка эрппшш учун 
анча катта сондаги кадам талаб 
этилади ва демак, хисоблаш нши 
ха жми хам катта булади. Ва-
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тарлар усули эса одатда анча нам сондаги кадамларни талаб 
этади.

Геометрик нуктаи пазардан бу усул y = f (x )  функциянинг £ ил- 
дизининг [а, р| як кала ниш оралигидаги графи ги юг А В  тутри чизиц 
била [ г алмаштиришдан иборат (159 шакл). А В  ватар тенгламасини 
А (а, /(а)) ва В  ф, / (Р)) нукталар оркали утадиган тугри чизик тенг-
ламасн сифатида ёзамиз:

//— /( а)  __ х — а 
f( Р) — /(а) Р — а 

с илдизнинг биринчи якиилашиши сифатида а у ни — АВ  нинг Ох ук 
билан кесишиш нуктаеи абсциссасини оламиз. Бу (ах; 0) нуктанинг 
координаталарипи тугри чизик тенглама:*ига куями:::

0 — f (а) ах — а
/ (Р) — /(«) Р — «

бунда н
f (ос) ('Р — а)

а , - а —  ---------------.
f (Р) — f (а>

ас а0, Д а0 — — ос0 деб белгилаб, бу тенгсизликни бундай
кайтг ёзиб оламиз:

/ ( я 0) (р —  а „)Д а 0
/(Р) — f (а0)

Натижада биринчи якинлашиш учун
сс 1 oCq ~f“ A

формулани хосил киламиз. [а,, Р] орзликка яна шу ватарлар усули- 
ни кулланиб, биз илдизнииг ушбу иккинчи якинлашишини хосил
киламчз:

= а, -  4 а „  А а, -  -
/ (Р) -

Ватдрлар усулини кетма- кет /г марта такрорлаб, ушбу якинлашишлар 
кетма- кетлигини хосил киламиз:

« 0. ОС), а2, ak, , ап,
бу ерда

/ ( ^ _ i ) ( P - « fc_r)

/ (Р)-~ /(*/,_ 1>
И лдрпнинг такрибий кийматларини берилган е аникликда хисоблашни 
иккита кушни якинлашиш орасидаги айирма модули буйича е дан 
ортик булмаган захоти, яъни \ап — <" е булган захоти тухтатиш
мумки;*:.

5. Уринмалар усули (Ньютон усули). / (х) = 0 тенгламани урин- 
малар усули билан ечиш учун I  илдизнинг яккаланиш оралиш [а, Р] 
да f (x\ функция ушбу шартларни каноатлантиришини талаб киламиз•
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160- шакл.

/ (a ) mf (Р) < 0; /' (х) ва /"(л)нинг 
и шора лари узгармасдан к олеин. 
Сунгги шарт илдизнинг яккала- 
ниш оралишда функция графиги- 
нинг букилиш нукталари йуь,ли
пши билдиради (кавариклик ёки 
ботиклик йуналишининг узгар- 
маслиги).

Уринмалар усули геометрик 
нуктаи иазардан f(x) функция ; 
илдизининг яккаланнш оралиги 
[«, Р] да унинг графигиии бу 
графнкк;1 р абсциссали нукта дан 

утказилган уринма бнлан алмаштиришни билдиради (160-шаклда бу 
В  нукта).

Графикка £(р, f(p)) нукта да утказилган уринма тенгламасипи В  
нукта дан утадиган ва k — /' (|3) бурчак коэффициентли тугри чизик 
тенгламаси куринишида ёзамиз:

у - т  = г (Р ) (А'-Р) .
X илдизнинг биринчи якннлашишн сифатида pt ни— уринманннг 

Ох ук бнлан кееишиш нуктяси абснихасини оламиз. Бу (|3,, 0) нук- 
танинг координаталарини уринма тенгламасига куямиз:

о - / (Р )  ^  Г  (Р)(Рх-Р).
Бу ердан

о р f (Р)IJI == J ------
1 1 1  Г  Ф )

га эга буламиз. Р ^  Р0 деб белгилаб, сунгги тенгликни бундай кан
та ёзамиз:

/ (Р)А
/'( Р)

Натижада биринчи якинлашиш учун
Pi = Ро -г А Р0

формулани хосил киламиз. [a, P J  ораликда яна шу уринмалар уеули- 
нн татбнк киламиз ва ушбу иккимчи якинлашишни хосил киламиз:

Р; = Pi -  А Рь бу ерда Д Pj = — .
! Ф 1)

Уринмалар усулини кетма-кет п марта татбнк килиб, ушбу яь;ин- 
лашншлар кетма- кетлигини хосил киламиз:

Р0, рх, р2, . . . , Р,, . • • , Р.,

б}' ерда

Рь Д б у н д а  Ар
/г-1
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f(x)>o 
f"(X) >0 
f (fh)>0 
f (di)< 0

f'(X) >0
f"(X)<0

161- шакл. 162- шакл.

Илдизнинг такрибий кийматшш берилган е аникликда хисоблаш- 
ии иккита кушни якинлашиш орасидаги айирманинг абсолют киймати 
8 дан кичик булган захоти, яыш |РН — Р/г—И < е булгаидп тухтатиш 
мумкин.

6. Ватарлар ва уринмалар аралаш усули. f(x) = 0 тенгламанинг 
изланаётган | илдизи [а, (3] яккалаииш оралирида ётгаи булсин ва 
юкорида келтирилган илдизнинг яккалаииш шартлари бажарилсин, 
яъни f (а) • / (Р) < 0; f  (х) ва Г  (х) пинг ишоралари бу ораликда узгар- 
майди. у — / (-V) функция биринчи ва иккинчи хосилалари ишоралари-
нинг барча мумкин булган комбинацияларини куриб чикамиз (161___
— 164-шакллар). 161 — 164-шаклларда бундай' буён Р оркали якка- 
ланиш оралипшинг fix) ва f " (х) бнр хил ишорага эга буладиган 
охирини белгилаймиз. Бу охирда уринмалар усулини куллаймиз. Бу 
холда у = / (х) эгри чнзикка В ( р, f (р)) ну^тадаги уринма Ох укни 
Р нукта билан Н илдиз орасида кесиб утади, АВ валар эса эгри чи- 
зикни а  нукта билан с илдиз орасида кесиб утади. Ватар ва уринма- 
нинг Ох ук билан кесишиш нукталари а ва р ларга Караганда ях- 
широк якинлашишни беради. Иккала усулнинг аралаш ишлатилиши 
илдизга якинлашишни тезрок беради. ап ва р/; якинлашишлар учун 
хисоблаш формулалари ушбу куригшшда булади:

f'W - о
f n(X)>0 
f  (/3)>0 
f(cL)<0
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Жараён иихрясигя етганидпн суп г с, илдизнинг киймати сифатида ях- 
шиси сунгги кийматларнинг урта арифметик кийматини олиш лозим:

с - — (ос -j- В ).9 у п *

Мисол сифатида 1-мисолда х3 — Зх — 6 - О тенглама учун хоснл 
килинган илчизни аниклаштирамиз, яъни [1, 3J яккаланиш оралипши 
торайтирамиз. Шундай килиб, / (х) -- х3— З х — 6, /(1) — 8 < О, 
/(3) 12 > 0 ва [1, 3| яккаланиш оралигида /' (.vj = 3 (.v-— 1) > О, 
я на шу ораликда f" (х) 6.v>0. Р сифатида р 3 ни оламиз, чуй
ки /(3) > 0 ва /"(л*)> 0 булгап.тиги учун бу ораликда уринмалар 
усулини кулланиш мумкин. Хисоблашларни юкорида келтирилган 
формулалар буйича бажарамиз. Натижаларни жадвалга ёзамиз. Ил- 
диз 0,001 гача аиикликда тоииладн.

/ (X) = X 3 - -;; л- -6 | i - a  
/ (Н) -
-  f w

V£ №-«)•/fa) 
/ (P) —/ (a)

Afи = - р П
r  ( l>>

f ’(x) =  :цх- — 1)

7
?. >
>

 ̂
а 

.... 
._ 

.1

I I I  X А’5 — 3 х /(-V) x- х~— 1 у  (X)

! 1 1 — 3 — 8 2 0.8 __ 1,8
Ро| 3 27 --9 12 20 0.5 9 8 24 2 , 5

1 1 .8 5,8320 — 5,4 -  .”>,5680 0.7 о СЛ © _ 2,3066
P i j 2.5 I Г.,6250 — 7 , 5 2.1 250 7.0'j :;0 — 0.1349 6,25 5,25 15,75 2,3651

r/.., ;2,3036 12,2720 — 0.91"8 - -0.0 178 0.0585 О,0484 _ _ __ __ 2,3550
В., '2 .3651 

" 1 15, 2297 —7,095 л 0.1.31 t 0.7822 — 0.0098 5 5<>37 1,5037 13,7811 2,3554

сц 1'2 .3550 0.0003
Рй 12,3555

Изланаётган илдиз
2,3550 < £ < 2,3555

интервалда ётади. Хисоблаш jP3 — а 3| 0,0005 < 0,001 булганлиги 
сабабли тухтатилган. Илдиз 0,001 гача аиикликда куйидагига тенг:

С «  . 2,3552 «  2,355.
о

7. Итерация усули. Тенгламаларни сонли ечишнинг энг 
мvхим усулларидан бири итерация усули ёки кетма-кет якин- 
лашишлар усулпдан иборат. Усулнинг мохияти куйидагпча.

1. X  и с о б л а ш ф о р м у л а с п. Ушбу тенглама берилган 
бул ей н:

f (x )=  0, (2.4)
6v ерда f (х) — узлуксиз функция. Бу теигламаиинг хакикий 
илдизини топшл керак. (2.4) тенгламани унга тенг кучли
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тенглама бнлан алмаштирамиз. Бирор-бир усул бнлан илдиз- 
нннг л'о такрибий кийматнни танлаймпз, унн (2.5) тенгламанинг 
унг томоннга куйсак, бнрор

* 1 = 4  (А 'о)

сонни хосил киламиз. Сунгра (2.5) тенгламанинг унг томоннга 
олинган х 1 сонни куйсак,

х2 = Ц (а,)
сонни хосил киламиз. Бу жараённи давом эттириб,

A'i : <| ( А',,), А'о -  ф (А ',), • ■ • , Х п - С| (Х п ,)

сопли кетма- кетликни хосил киламиз. Агар бу

К  ^ 'I Ц ; 1 >} & Я)
кетма-кетлик якннлашувчн, яъни Iiin ,v,( мавжуд булса, у холда (2.6)

П-- 'S
тенгликда лимитга утнб (бунда <j (.v) функция узлуксиз деб фараз 
кили 5),

lim хп - ({ dim хп ,) ёки с <{ (I)
П — >ос 17—ю о

пн топампз. Шундай килиб, Z (2.5) тенгламанинг илдизи була
ди. У (2.6) формула буйнча исталган аникликда топилипш 
мумкин.

2. Г е о м е т р и к та л к и н и. Итерация усулини геометрнк 
нуктаи назардан бунда ii тушуптириш мумкин. Оху тскисликда 
у = х ва у = ц(х) функцияларнпнг графикларини ясаймиз. (2.5) 
тенгламанинг хар бир с, илдизи y = f(x ) эгри чизикнинг у — х 
тугри чпзик билан кесишиш нуктаси М  пинг абсцнссаси була
ди. Бирор Л0(х0, y.j) пуктапп танлаб, А{)В ХА\В2А2 с и и и к ч и - 
зикии («зинаии») ясаймиз: унинг бугинлари Ох укка  ва Оу 
укка иараллсл, А(1, А], А2 . . . ,  учлари у = ц(х) тугри чизикда, 
В j, Во, . . .  учлари эса у = х тугри чизикда ётадп. А\ ва В и А2 за

x = q{x) (2.5)

165- шакл. 166- шакл.



167- шакл. 168- шакл

В : . . . .  нукталарнинг умумии абсциссалари эса £ илдизнинг мос 
разишда кетма-кет хх, х2, . . . якинлашпшларн булади.

165-шаклда эгри чизик ботик, яъни | ср'(.v) j 1 ва итерация 
жараёни якинлашади.

Сипик чизикнинг бошкача куриниши — «спирал» чизик хам 
булиши мумкин (166-шакл.)

Чизмадан куриш осонки, rp'(.v)>0 булганда (165-шакл) 
ечим «зима» куринишида, (л) <0 булганда эса (166-шакл) 
ечим «спирал» шаклида хосил булади.

Агар |ф ' ( * ) | > 1 булган холни (тик эгри чизик) карасак, 
итерация жараёни узоклашиши мумкин, бу 167— 168- шакл- 
лардан курнииб турибди.

3. I I т е р а ц и я ж а р а ё и и и и и г я к, и н л а ш у в ч а н л п- 
г и. Итерация усулпнинг амалда кулланилиши учун итерация 
жараёни якинлашишининг етарлилик шаргларини келтирампз.

Теорема, q (л) функция [а, Ь\ кесмада аникланган ва диффе- 
рвнциалланувчи, шу билан бирса унинг барча кийматлари [а, Ь\ 
га тегишли булсин. У  холда шундай q тугри каср мавжудки. 
,v е [а, b] да

((' (л) < q < 1 (2.7)
булса, у холда:

хп 7 ' п '-= U 2, . . . итерация жараёни xQf[a , b\ бош-
лангич киймат кандай булшиидан катъий назар якинлашади.

6) !  = Птл'/г киймат .v = (.v) тенгламанинг [а, Ь] кесмадаги
П—> \

ягона илдизи булади.
1-эслатма. q сон сифатида хосида модулшпшг, яъни <р' (х) нииг 

х£[а, д] даги эпг кичик кнпматиии ёки купи чегарасини олиш мум- 
кнн.

2- э с л а т м а. Агар q- (.v) функция барча ,vg (— оо, -f-оо) учун 
аникланган ва дпфференцпалланувчи ва бунда барча х лар 
учун (2.7) тенгсизлик бажарилса, теорема тугрилигича ко- 
лади.

3- эс  л а т м а. Теорема шартлаоида итерация усули х0 бош-



лангич климат [а, b] дан хар кандай танланганида хам н- 
лашади, яъни хисоблашларда пул куйилган [а, b] дан четга 
чикмайдиган айрим хатолик якуний иатижага таъспр этм айди , 
чунки хато кнйматни янги л'0 бошлангич киймат деб кар аш  
мумкин, ш\- сабабли бу усул уз-узини туррилайдиган усулд ир . 
Бундай уз-узини туррилаш усули итерация усулинипг энг 
шнончли хисоблаш усулларидан бири эканлигини билди- 
ради.

4. Я к и и л а ш и ш а и и к л и г и н и н г б а х о с и. Ушбу 
теигсизлик туррилигини исботлаш мумкин:

I" -  < т — -v,i—il* " (2-8)I —- q
бу ерда t —- (2.4) ёки (2.5) теигламанинг илдизи, хп_ {, хп эса иккита 
якинлашиш, q эса |ф'(х)| нинг [а, Ь\ даги энг кичик киймати.

Бу тепгсизликдан якинлашишни бахолаш учун фойдалана- 
миз.

Агар илдизни е аиикликда хисоблаш талаб этилса, у холда 
равшанки,

— .V 1 < е ёки —-—  i.v — л*, JC e ,
Я

бундан

---- (2.9)
Я

ни хосил киламиз. Демак, итерация жараёнини иккита кетма-кет якин
лашиш л',( , ва хп учун (2.9) теигсизлик бажарилгаиига кадар давом

1
эттириш лозим. Хусусан, q -- булса, у холда \хп — < а.

.Мисол. .V3 т  -V = 1000 теигламанинг энг катта мусбат илдизини
0,0001 гача аиикликда топииг.

Ечи ш . Аввал изланаётган с илдиз ётадиган ораликни то- 
намиз. f(x) ^  х3 -г х — 1000 деб белгилаймиз ва бу фуикциянинг кий
матини иккита и у кт ада хисоблаймиз: /(9) = — 262 < 0 ва / (10) -
— 10 >0. Равшанки, илдиз с £(9, 10) (Бу интервалнинг узини Оху 
текисликда у  — х3 ва у - 1000 — л* фупкцияларнинг графткларини 
ясаб хам топиш мумкин эди). Бгрилган тенгламани ушбу куринишда 
унга тенг кучли тенгламага алмашгирамиз:

X  -- 1000 —  А'3 ~  ф (.v), ёки А- - -  ,| (А-),
А- А'

ёки
х =  \ 1000 — А' =  ф (а ).

Биринчи ифодаланиш нокулай, чунки бу холда |<{' (а)| =  Зх~  >  1 
булиб, бундан барча х £ (9, 10) учун ф' (а) = — За'- булади, бу эса 
итерация жараёни узоклашишини билдиради.

Охирги ифодалаш кулайдир:
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.г - - j 1000 — .г - ц. (х). 

чч ики бу холда ’ (л ) — —----1----- , dv ердан (9, 10) интер-
3 ',’ (1000 -.V)2

ьалда куйидагига эгамиз:

1ГР' (а')| -  , - - 1 -____ ■ <  —  — =  q <  1.
3 , (1000 - .у) - 3 , 9902 )

Теорема шартлари бажарплди, шу сабабли итерация жа- 
раёнп якннлашувчн. Кетма-кет якинлашишларни

-V . - I 1 ООО — хп

формула буйича битта кушимча кийматдор ракамни саклаб хисоблаймиз.

w 
__

__
__

__
__

_
о о 0 1  ̂ 1 уп деб бел г ил аб, натижаларпи жадвалга

Уп.

0 10 990
1 9,95655 990,03345
2 9.96666 990.03334
3 9 .96667

1

о ■=■ —  <  —  булганлиги у ч у н  \х — ,v ,I <  е да е =  0,0001 гача
300 2 * ■ 'I " -1

аникликда тенгламанинг t илдизиии
с : Аз -  0,96667 «  0,9667

деб олиш мумкин.
Э сл а тм а . Ушбу [ (х) -- 0 тенгламани (2.5) куринишдаги

•V <1 (а ) (2.10)
тенгламага келтириш учун (2.4) тенгламанинг чап ва унг кисм- 
ларини хозирча номаълум /. сонга купайтириш ва хосил бул
га н тенгликиннг чап ва унг кисмларига х ни кушиб, (2.4) 
тенгламани унга эквивалент

х ------х-г bf(x) (2.11)
шаклда ёзиш кифоя. Энди ц (.v) .v -- а/ (х ) деб олиб, (2.10) дан 
х = (л-) га эга буламиз. к параметрни (2.11) функция итерация 
жараёнининг я^иплашиши учун етарли булган (2.8) шартни каноат- 
лантирадиган килиб, тогшш мумкин:

|Ф' (л')| = 11 — а /' (л')| < 1. (2.12)

Агар 1 -j- К f (л'0) деб олинадиган булса, ,v0 якинлашиш атрофида
(2.12) тенгсизлик уз- узидап бажариладн, б\ ердан /' (х0) Ф  0 булган-

1да l  = ------ .
Г (*о)
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1. Тенгламани ечиш нимани билдиради?
2. Тенгламанинг илдизи деб нимага айтилади?
3. Сизга тенгламаларни ечишнинг кандай асосий усуллари маълум?
4. Бу усулларнинг хар бнрининг афзаллик ва камчилик томонлари нима- 

лардан иборат?
5. Илдизнинг яккалаииш оралиш нима ва уни кандай тогшлади?
6. Синов усули нимадан иборат?
7. Ватарлар усули нимадан иборат?
8 . Ватарлар усулининг синов усулидан афзаллиги нимадан иборат0
9. Уринмалар усули нимадан иборат?
10. Функциянинг илдизини топишда уринмалар усулини куллаш мумкин 

булиши учун бу функция унинг илдизини яккалаииш оралипща кандай шарт- 
ларни каноатлантириши лозим?

11. Аралаш усулнинг ватар усули ва уринмалар усулидан афзаллиги ни
мадан иборат?

12. 1\уйидаги тенгламалар ечимини е = 0,01 гача аникликда синов усули 
билан ечинг:

a) sin х — х 1 — 0: б) 1 п х - - х — 2 --= 0; в) In х = sin х.
13. Ушбу тенгламаларнинг хаки кий илдизини 0,01 гача аницликда аралаш 

усул билан топинг:
а) 2 х — In х — 4 ~  0; б) х In х —- 14 =  0; в) 4х — cos х = 0,

бунда аввал бу илдизларнинг яккалаииш ораликларини синов усули билан 
ёки график усулда ажратинг.

14. Итерация усули нимадан иборат?
15. Итерация жараёнининг я^инлашиши учун етарлнлик шартлари хаки- 

даги теоремани айтнб беринг.
16. Итерация усулнда эришиладиган аникликни бахолаш учун формулами 

ёзинг.
17. Ечилаётган тенгламани итерация жараёни албатта якинлашадиган 

килиб кандай алмаштириш мумкин?
18. Нолинчи якинлашишни график усул билан топиб, ушбу тенгламалар

нинг хакикий илдизларини е = 0,01 гача аникликда топинг:
а) х3 — 2 х -- 1 =  0; б) х 1 п х — 15 — 0;
в) 3 х - 5 cos х — 0; г) ех - х = 0.

У э-J э и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

3-§. Чизикли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

1. Умумий маьлумотлар. Чизикли тенгламалар система
ларини ечиш усуллариии асосаи икки гурухга ажратиш мум
кин:

1) аник усуллар— бу усулларга олий математика курсидан 
маълум булган Крамер коидаси, Гаусс усули, тескари матри- 
цалар усули киради. Бу усуллар системаларни ечиш учун сис
тема коэффициеитларига боглик булган формулаларии хосил 
кнлиш имконини беради;

2) игерацион усуллар— улар каторига итерация усули, 
Зейдель усули ва хоказолар киради. Бу усуллар системанинг 
берилгаи аникликдаги ечимини тоииш имконини беради.

2. Жордано— Гаусс усули. Чизикли тенгламалар система
ларини детерминантлар ёрдамида сонли ечиш (Крамер коида-
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си) икки ва учта теиглама системаларини ечишда кулайдир. 
Катта сондаги тенгламалар системаларини ечишда эса Гаусс 
усулидан фойдаланиш анча кулайдир. Маълумки, бу усул но- 
маълумларни кетма-кет йукотишдан иборатдир.

Жордано— Гаусснинг модификацияланган усули билан та- 
кишамиз. Мулохазаларнинг умумийлигига зарар етказмаган 
холда факат турт иомаълумли туртта тенглама системасини 
карай: билан чекланамиз:

f
i 2 j  j A  i  '  Q j  o A o  ~ Т  C l 1 3 A  .j т  ^ 1 4 - ^ 4  cl | ,

^ 2 1 /^ 1  * ЙооАо flo3 A 3  ~T~ ^ 2 4 - ^ 4  cl.<, Jj
^ 31-4 ~  ^ 32-̂ 2 ^ 3 3 - ^ 3  ” ~ ^ 34^4 ^ 3*

^ 4 lV l ~  ^42Л2 ~Ь' а 43Л3 ^44Л 4 "  ^  V

бу ерда л',, a'2, a'3, a-, — номаълум сонлар, (/ -1,4 ва k = T, 4)—• 
система коэффициентлари, du d2, a3, di — озод хадлар.

Т а ъ р и ф .  (3.1) системанинг сними деб номаълумларнинг 
шундай кийматлари тизмасига айтиладики, уларни система 
тенгламаларига куйганда турри тенгликлар хосил булади.

(3.1) системанинг ечимини топшп учун куйндагича иш тутамиз. 
Бирор а1кФ  0 коэффициентни, масалан, ап ф 0 ни танлаймиз. Уни 
хал килувчи элемент деб атаймиз. (3.1) системанинг биринчи тенг- 
ламасини ап га булиб, кейин хосил булган тенгламани кетма-кет 
а.-л (i — 2,4) ларга купайтириб ва (3.1) системанинг мос i- тенгламаси- 
ни айириб, биз биринчи тенгламадан ташкари, барча тингламалардан 
>:х номаълумни йукотамиз. Натижада (3.1) система га тенг кучли куйи- 
даги системага эга буламиз:

11-4 а12х2 -г а 13а-3 -- а,4л-4 = dy 
| а '2а', -4- а'.,.,А'3 --- а ’.ча'4 — d',„
\ а' л'„ — а'.х. о. , .х. = d’„ ( -̂2)| J .)•) .) 1 О! 4

! a j2A'2 — a;.,A',, -r- a 44A'4 =  d\.

(3.2) системанинг aik (i ----- 1,4) коэффицентларипи хосил килиш
колдасини кейинрок курсатамиз.

Агар а.',, ^  0 булса, у холда жараён такрорланади, натижада биз
(4.2) системанинг биринчи тепгламасидан ташкари барча тенгламала- 
ридан а'о номаълумни йукотамиз (Жордано усулининг I аусснинг маъ
лум усулидан фарки хам шундан иборат) ва (3.2) системага тенг 
кучли куйидаги системага эга буламиз:

fll'lA'i-Г

а" Х ' ' ' • ' ' ' (3,3)

(3.3) системанинг янги коэффициентларини ва озод хадла-

, А' : ,“ Г  Cll{  A' t - d[.
а.уr v3-r an a 4- d’2
а. (-V 5 a Xi --= d.
<r v 3 "i" a 41 л i
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рнни хосил килиш коидасиии иараграфнинг охирида баси кила
миз.

Жараённи (а"?., ф  0 булса) шуига ухшаш давом эттириб, учинчи 
тенгламасидаи ташкари барча теигламаларидаи х3 иомаълум йукотил- 
ган тенгламалар системасиии хосил киламиз:

а\ 1 Д*1 -t
а.,., х.

а ,, а

а , , а 
- а

a i- 
.

а , = d,. (3.4)
31-М

а"п х4 = d
Ва, нихоят, (3.4) систсмаиинг туртиичи тенгламасидаи таш

кари барча теигламаларидаи х4 иомаълумии йукотиб куйидаги 
системага эга бул а м из:

ап a'i
а'оХ.,
а,г, а', 
а г
зз ■ 

а"’ ах

d ",
d ; ,
d:-1 4 •

Б у системадаи a*j, am, a 3, л*4 иомаълумлариинг ь^пйматлари топи- 
лади. Тенгламалар системасиии ечишиииг номаълумларии кет- 
ма-кет йукотишга асослаиган баёи этилгаи м аз кур усули Жор- 
дано — Гаусс усули деб аталади.

Бу усулни тенгламалар системаеига эмас, балки шу систе- 
манннг элементар алмаштиришлар ёрдамида диагонал кури-
нишга
р О К Д [

келувчи кенгаитирилган матрицасига куллапиш кулаи-

/ « 1 1 а , , « 1 3 « 1 4 d \

а  21 « о . « 2 3 « 2 4 « А

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3  4 d , \

« 4 1 « 4 2 « 4 3 а х 4 d J

ндай килиб, систсмаиинг кенгаитирилган матрицаси ку- 
йидагп курииншга эга булсии:

А

Хал килувчи элеменч сифатида бош диагоналда турган элемент ©ли- 
нади (a,.; i -  ̂ 1,4). Хал килувчи элемент да кесшиувчи сатр ва устун 
мос равишда хал килувчи сатр ва хал килувчи устун  деб аталади.

Кенгаитирилган А матрицадан эквивалент матрицага утиш 
(яъни (3.1) системадан (3.2) системага утиш) учун

1) хал килувчи элементни танлаш (масалан, ап ф 0);
2) эквивалент матрицада хал килувчи сатрни узгаришсиз 

колдириш;
3) эквивалент матрицада хал килувчи устунни (хал ки- 

лувчк элементдан ташкари) ноллар билан алмаштириш;
4) эквивалент матрицанинг колган элементларини эса «туг- 

рк туртбурчак» коидаси деб аталувчи коида буйича кайта са
на ш кеоак.



Бу коида куйидагидан нборат: учида хал ^илувчи элемент 
жойлашган тугри туртбурчак тузамиз. Хал килувчи элементни 
а билан, дастлабки матрицанинг алмаштирилаётган элементи- 
ни а билан, хал килувчи сатр ва хал килувчи устунда жой
лашган элементларни b ва с бнлан белгилаймиз. Янги а' эле
ментни а, а, Ь, с элементлар буйича тоииш схемаси куйидаги- 
ча булади:

/  с

Масалан, ушбу

матрицада хал килувчи элемент сифатида ап — 2 ни 'оламиз. У  холда
а,0 элемент а.у> элементга куйидаги формула буйича^алмаштирилади:

а, о
2 • 5 — 4 • 3

= — 1.

a.J2 элемент a:i0 = 2 • 1-3-3 — элементга алмаштисилади: 9 «

Агар хал килувчи элемент сифатида апз = — ] олинся, у холда 
, 5 • (—  1) — 3-1 Qа.22 элемент а.ю — --- ------------= 8 элементга алмаштирилади:

ш ~ —
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Ai -г Ао — 3 Д з 2 а-4 -  6,
.V, — 2 х., — хА - - — б,

I А 'о - j-  A ' j —  3  .V , —  1 6 ,

I 2 А': — 3 А'о 2 X-j - - --- 6.

Е ч и ш. Ксигаитирилган А матрицаии тузамиз, ва юкорида 
баён ^тилган коидалардан фойдалапиб, сатрлар устида эле
мента р алмаштиришларни амалга оширамиз:

1) Хал килувчи элемент сифатида аи = \ф {)  ни оламиз. Хал 
к;илувчи сатрни кайта ёзамиз, янги матрицаиинг хал цилувчи 
уетунига эса (хал килувчи элементдан ташкари) нолларни куя- 
миз Кол га н коэффнциентларни «тутри туртбурчак» кондаси 
буйича алмаштирамиз:

1-м и со л. Чизикли тенгламалар системасини Жордано —
Гаусс усули билан ечинг:

2) Иккинчи сатрни (— 3) га буламиз. Хал килуг.чн элемент си- 
фзтиг.а. а2, — 1 ф 0 ни оламиз ва жараённи такрорлаймиз:

/1 2 6 \ / ! 0 —2 1 2 \
0 -Г| — 1 1

4
0 1 — 1 1

4о ~ Г  1 3 16 Г 0 0 2 2 12

0 00 1-4 —6 / ^0 0 3 1 14/

/1 0 — 2 1 /
0 1 — 1 1 [

0 0 [|Т|| 1 6
Л

V 0 0 3 1 14/ \

f l 0 0 3 14

1 0
1 0 2 10

1 0 0 1 1 6

\о 0 0 -_2 - 4

/\ 0 0 3 114
0 10  2

10
0 0 1 1

6

о о о 1 2

Натижада системанинг кд'йидаг'и ечимига эга булами: 
хх 8, х2 — 6, а'з — 4, а4 2.
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Жордано — Гаусс усулини юкори тартнбли детерминант- 
ларни хисоблашга кулланиш мумкин.

2-ми со л. Жордано — Гаусс усули ва шунингдек детермп- 
нанглар хоссасидан фойдаланиб детерминаитни хисобланг:

1 3 2 4 
1 3 2 1
4 — 2 3 5 
О ] — 1 3

А =

Ечи ш . }\ал килувчи элемент сифатида ап ~  1 ни оламиз.

2 4 1 3 2 4
2 1 0 6 4 5
3 5 0 --14 — 5 — 11

— 1 3 0 1 — 1 3
(иккинчи ва туртинчи carp элементларининг уринларини ал- 
маштирамиз ва (— 1) куиайтувчини учинчи сатрдан ташкарига 
чикарамиз).

1 3 2 4 1 0 5 — 5
0 1 ̂ ] | j -1 3 0 1 — 1 3
0 u l T ' 5 11 0 0 31
0 6 4 5 0 0 1 10 --13

1 0  0 —
19
26

0 1 0  —  
19

0 0 19 31
О О О  l i l i

19

1 0  0 0

0 1 0  0 

О 0 19 О
0 0 0 ®

19

= 1-119
_63
19 63

Жордано— Гаусс усулини, шунингдек, яна А 
квадрат матрицага тескари матрицани топишга куллаш 
кин. Бунда куиидаги ишлар бажарилади: А матрицага х 
шундай тартибли Е  бирлик матрицами бириктириш билан 
ри бурчакли матрицани тузамиз:

( № } .

Сатрлар устида элементар алмаштиришлар бажариш била: 
зилган матрицани (Е\ В )  куринишга келтирамиз. Агар 
хосмас матрица булса (яъни унинг детерминант» у. 
тенг булмаса), буни а мал га ошириш мумкин. У  холда В  
булади.

см ас 
мум- 
удди 
туг-

I TV-
А —
о л га 
Л 1
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/1 2 - 1  
А =  3 1 0 .

\4 5 — 2/

Ечи ш . |Л| = — I эканини текшириш осон. Ёрдамчи матрицами
тузашгз:

3-м и со л. Берилган матрицага тескари матрицани топинг:

/ Ш |2  -  1 1

оо

I 1 2 -1 1 0 0
m  = 1 3  1 0 0 1 о U J o  - — 5 3 — 3 1 0

\ 4 5 — 2 0 0 1 1 \0 --3 2 — 4 0 1

Демак, ушбу

’ —  11 —  3

матрица берилган

/1 -  О 3 I
4 5 — 2/

матрицага тескари матрица экан.
3. Чизикли тенгламалар системасиии ечишнинг итерация 

усули. Номаълумлар сопи катта булганда Гаусс усулииинг 
аник ечимлар берувчи чизикли система схемаси жуда мурак- 
каб булиб коладн. Бундан лолларда система илдизларини то- 
i ihl i j  учун баъзан такрибий сонли усуллардан фопдаланиш ку- 
лайдир. Шундай усуллардан бири итерация усулидир.

А й тай л и ^ , цуйидаги тенгламалар системаси берилган булсин:
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j CLyyXi f" fljoAo f l 13A'3 ] . . .  1 n ^ n  —  » 

1 G 2 ,-Vj +  C/ooA ', —  U .y.tX . ,  Cl A '.. =  /?„22 2 “ 2 3 '3  

, 'л1л1 1 а/г2Л'2 “Ь с„зл'з +
Куйидаги матрицаларнп киритамиз:

4- а ,. а'„, — b

.4

[ С1,2 . 
С/о, floo .

X /П /Л /7

* .  \ 
Л2

V )

У холда (3.5) система матрица шаклида куйидаги куршппшш оляди:
Ах ~ Ь.

Диагоиил коэффициентлар нолдан фаркли (яыш ап, а,2. . . .  , 
апп Ф  0) деб фараз килиб, (5.1) системанинг биринчи тенгламасшш 
ху га нисбатан, иккипчи тенгламасини л'2 га нисбатан, учинчисшш х3 
га нисбатан ечамиз. Натижада (3.5) системага тенг кучли куйидаги 
системага эга буламиз:

СС9иХ»\’г — ро -г CC2|A'i — 0

.Y -  8 — a  ,-Vi -г « .г.л'2 —

“ a ln 'V
Т  А' ■

(3.6)
а А'л 0 .

У ш б у
0 а 12 . . .  с/. 
а 21 0 . . .  а

а  I | ва р =

сс/г1 а /;2 . . . 0 / \ рг /

матрицаларнп киритиш билан (3.6) тенгламалар системасини 
матрица шаклида куйндагича ёзиш мумкин:

„V = р -р С4 х. (3.7)
(3.7) системани кетма-кет якинлашишлар усули била;] еча

миз. Нолинчп якинлашиш сифатида, масалан, озод хадлар ус- 
тунини  кабул киламиз.

А'(0) ни (3.7) нинг унг то.монига куйиб, ,v(1) биринчи якинла
шиш га эга буламиз:

Л-°' -= р —  сс л:<0>-

Кейин а:(,) ни (3.7) нинг унг то.монига куйиб, х(2> иккинчп якин- 
лашишга эга буламиз:

Я)
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формула бупича хосил килинувчи куйидаги якинлашишлар 
кетма-кетлигига эга буламиз:

(0) (1) х@) Jn)

Бу кетма-кетликнинг лимитн, агар у мавжуд булса, (3.5) 
систсмаиинг изланаётган ечими булади. п номаълумли п та 
тенглама системаси учун жараённинг якинлашувчи булишининг 
етарлилик шартини исботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а .  Агар келтирилган (3.6) система учун ушбу
П Ч

< 1 (i — 1, п) ёки 2Llat]l < 1 (/ = ^ п)
i=i /-I

шартларбан камида Сшттаси бажарилса, у \олда (3.8) итера
ция жараёни бу системанинг бюшлантич я^инлашишни тан- 
лашга борлик булмаган ягона ечимига яцинлашади.

Б\- шартлардаи келиб чиккан холда ушбу натижани хосил 
килиш мумкин.

Н а т и ж а. Агар куйидаги теигсизликлар бажарилса, (3.5) 
тенгламалар системаси учун итерация усули якинлашувчи бу-
ладк:

I "
М  > 1 K /N  

/ —!

‘«22| > Iа2Г’
! !

К ,I > 2  !«„,!■
/=*

яъни (3.5) системанинг хар бир теигламаси учун диагонал ко- 
эффициентлар модули, озод хадларпи хисобга олмаганда, тенг- 
ламанинг бошка барча коэффициеитлари модуллари йигинди- 
сидан катта.

А1 и с о л. Уч номаълумли учта тенглама системасининг ечи- 
мини топинг:

(4 л-, +;o,24.v2 — 0,08 а'з = 8,
0,09хх +  3л', — 0,15л'з -  9, (з 9)

10,04^ — 0,08*2 +  4*3 = 20.
Е ч и ш. Жараён якинлашувчи булишининг сунгги шарти

бажарилади:
\ап\ = 4 > 10,24} +  |— 0,08/ = 0,32,
!й22| = 3 > 10,09) + (— 015| = 0,24,

Жараённи такрорлаб
==р _  «/■> (3.8)

К !  = 4 > |0,04| +  |— 0,08} = 0,12.
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Шунинг учун итерация жараёни якннлашувчн булади. (3.5) 
системами унга тенг кучли куйидаги система билам алмашти- 
рамиз:

( 0
— 0,06 0 ,0 2 \ (х 1

-г ( — 0,03 0 0.05 и
— 0 , 0 1 0 , 0 2 0  J \А'3

\х1 = 2  — 0,06 Хо -г 0 ,0 2 х3,
Л ' 2  = 3 — 0,03 -  0 +  0,05 л'3,
1\ ' 3  = 5 — 0,01 хл +  0,02 Хо +  0.

Системанинг матрица шаклидаги ёзуви куйидагича:

Д'Л. (2\  
х, = 3 

\х3/ \5
ёки х -- р +  ах, бу ерда

Л'

Нолимчи якинлашнш сифатида куйидагиии оламиз:
V

\ ■■ (0 ) о  (0 ) оI p u if  v . —  v  v  —  A \ г

/ A _ 1  \ / ~ 1 I, 0 — 0,06 0 , 0 2
= *2 , Р = 3 , СС — 0,03 0 0,05\ / \ - /\x.J .0 / — 0 , 0 1 0 , 0 2 0  /

.Y(0) = Р 3 I ёки х?> =  2, х ?  = 3, А'(ч0) = 5.
sO

х0> ни (3.10) системанинг унг томоннга куйиб, х(1) = ( х°

риичи якимлашишга эга буламиз:
.О)•I =  — -  i , „ ,  2 ,

4 °  = 3 — 0,03 • 2 -г 0,05• 5 -  3,19, ёки .v(!) = 3 ’ 1 9  
x(J> = 5 — 0,01 -2 +  0,02-3 = 5,04 5,04

х(1> ни (3.10) системанинг унг томоннга куйиб, иккинчи 
шишга эга буламиз:

\-<2) = 1 9094
‘ ’ ( , /1,9094\ 

4  =  3,1944, еки /с =  3 , 1 944 
.vl2) = 5,0446 45,0446/ •

л:;- = 2  — 0,06 • 3 -f 0,02 ■ 5 - 1,92,

x[i> ни шунга ухшаш топамиз: 

х<3) =  1 90923
I /1,90923

4  = 3,19495, ёки :сJ) = 3 , 1 9495
x f  =  5,04485 5,04485

Натижаларни куйидаги жадьалга ёзамиз:
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Я̂ инлашнш.чар Vj х2 j х3

0 2 3 j 5
1 | 1.92 j 3,19 j 5,04
2 1,9094 3,1944 [ 5,0446
3 1,90923 3,19495 | 5,04485

Шундай килиб, илдизларнинг такрибий кийматлари куйидагилар зкан: 
ад -  1,90923; л-, - 3,19495; х3 -  5,04485.

У з-\- з и н и т е к ш и р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тенгламалар системасининг ечими деб нимага айтилади?
2. Ч из ш ут  тенгламалар системасини ечишнинг Жордано — Гаусс усулини 

баён этинг.
3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг итерация усулини баён 

этинг.
4. Чизнцли система итерация жараёнининг якинлашиш шарти нимадан 

нборат?
5. Куйидаги системани Жордано — Гаусс усули билан ечинг:

а) (лд -f х2 — 2 л'з --- 6,
2 х1 - 3 X ) — 7 л'з - ; 16, 

(5 Aj 2 х2 " A — - 16,

б) (4 лд - 4 х2 i  ̂ 5 х3 ~'г 5 хА :•= 0,
3 лч—

АД ~Г х 2 —  О Х3 
3 х9 - 2 л-.

10,
—  10,

6. Куйидаги дитерминантни хисобланг:
и) 3 — 2 — 5 11 б) 1 1 — 6 — 41

2 — 3 1 5 3 — 1 — G — 4!
I 2 0 — 4 2 3 9 2
1 — 1 — 4 9| 3 2 3 8! .

7. Куйидаги матрицага тескари А матрицани топинг:
/ 3 — 1 0 \ to to

а) А 9
1 1 ь б) Л =  1 3 1

\ 2 _ 1 4 ' \ 5 3 4/
8. Куйидаги системани итерация усули билап ечинг:

14 лд — 0,2 л'2 — 0,2 л'з =  4, 
j 0,2 лд ■— 4 а'2 - 0,4 ад -= — 8, 
i — 0,2 лд — 5 лд — 0,1 лд =  5, 
10.4 л'2 - 0,1 л'з — 5 лд - 15.

4- §. Интерполяциялаш

1. Масаланинг куйилиши. Энг содда интерполяциялаш ма 
саласи куйидагича ифодаланади:

[а, Ь] кесмада п +  1 та нукта берилган:
А'0, ад, а'2, . . . , А'г-, . . . , хп,

бу нукталар интерполяция тугунлари деб аталади. Бирор / ( а )  
функциянинг бу нукталардаги киймати куйидагилар булади:
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/ (-v0) = Дат) = уi, f (a2) == </2, . . . ,  / (a-/) = , /(.v;) = //n.

Маълум синфга тегишли булган ва интерполяция тугунларида 
/ (х) функция кабул килган кийматларнн, яъни

F  (а'о) = //0> ^ (АТ) = i/ь /4v2) = */2. • ■ • , ^ (а(-) yit ■ ■ • , = Уп

кийматларнн кабул килувчи F (х) функцияни (интерполяцияла- 
нувчи функциями) ясаш талаб этилади. Геометрик ну^таи 
назардан бу берилган ну^таларнинг куйидаги тизмаси ор^али 
ут\'вчи бирор маълум турдаги y = F(x) эгри чизикни тоиишни 
англатади (169-шакл):

1 у,; U ;
0 Ао X. х2 X:

169- шакл.

М 0(х0, у0), М ,{хь у :), М 2 (.г.,, у2), . . . , Af,- (хг у{), . . . , М п(хп, уп).

Масаланинг бундай умумий куйилиши чексиз куп ечимга эга 
булиши (айтиб утилган нукталар оркали чексиз куп эгри чи- 
знк утказиш мумкин, 169- шакл) ёки умуман ечимга эга бул- 
маслиги мумкин.

Бирок, агар ихтиёрий F  (х) функция урнига куйидаги шартларни 
каноатлантирувчи я-даражали Р п(х) купхад изланса, бу масала бир 
кийматли булиб колади:

р пЫ = у* рп(а*i ) _ ~у1 > рп{х*)=у» • ■ •. ргМд=у^ ■ • •» ргМ)=Уп-
Хосил килинган шперполяция формуласн одатда берилган f(x) 

функциянинг д' аргументнипг интерполяция тугунларидан фар^ли 
кнйматларидаги кийматларнни такрибий хисоблаш учун кулланилади. 
Бундай амал Да) функциями интерполяциялаш (х £ [а'0, хп\ бул ганда)
ва экстрополяциялаш ( а '£ [ а 0, x j  булгандя) деб аталади.

2. Чекли айирмалар. Интерполяция формулаларини тузиш



ха^идаги масалани мухокама килишга утишдан олдин чекли 
айирмалар тушунчаси билан танишиб чикамиз.

Айтайлик, у = 1'(х) — берилган функция, аргументнинг Ах 
орттнрмаеи— тайинланган микдор булсин.

1 - таъ р и ф . Ушбу
А у ----- f (х -f А х) — / (х)

айнрма // — / (х) функциянинг биринчи чекли айирмаси (ёки 
биринчи тартибли чекли айирма) деб аталади.

Ющори тартибли чекли айирмалар хам шунга ухшаш таъ- 
рифланадн:

А "у  — А (А" 1 у), бу ерда п ■- 2, 3, . . .
1-м и сол . Иккинчи тартибли чекли айирмани хисобланг:
Е ч и ш. Таърифга кура куйидагига эга буламиз:

А2 у =■= А (А у) - - A {f (х А л-) -  f (х)) = [f (х +  А а: +  А х) -  
— f (х - г А а-)] — | / (х +  А х) — f (а-)] = / (а- -г 2 А х) —

— 2 / (а' + А А') -г f (х).
Шундай килиб, иккинчи тартибли чекли айирма учун куйи

даги формулага эга буламиз:
А- у -  f (х -  2 А А') -  2 / (х -  А х) 4- / (х).

Учинчн тартибли чекли айирмани хам шунга ухшаш хосил 
килиш мумкин:

А3 у - / (а- + 3 А х) — 3 / (а: + 2 А х) - 3 f (х +  А х) — f (х)
ва хоказо.

2-ми сол. Р (  х) — х3 функция учун чекли айирмаларни иузинг, 
бунда А х =  1 деб хисобланг.

Ечи ш . Р (  х) х3 га эгамиз, бундай
А Р  (х) - -  Р  (х -  А х) —  Р  (х) =  (х 4- А а-)3 —  А'3 -  (.г +  -1 )3 —

-А'3 : 3 А'“ -р 3 X 'Г ! .
А2 Р (х) =  [3 (а- +  А а-)'2 +  3 (х +  А х) +  1 ] —

— [За-2+ З а :-  1] = |3(а- - I)2 +  3 (х+  1) -  1] — [За:2 -f 
-■ ~ 3 х ~f- 1 ] — 6 х 6,

А3 Р  (х) =  [6 (х +  А а") +  б] — [6 х -р 6] = [6 (х -р 1) -р 6] —
— [6 X +  6] ~  6.

АпР(х) ^0 (барча п > 4 учун).
Учинчи даражали купхаднинг учинчи тартибли чекли айирмаси 
хар доим х га боглик булмаслигини таъкидлаб утамиз. Учин
чи даражали куихадлар учун тартиби учдан юкори булган 
барча чекли айирмалар эса нолга тенг. Ва умуман куйидаги 
тасдик уринли:

Теорема. Агар P Jx )  п- даражали купхад булса, у холда унинг 
п- чекли айирмаси i/згармас еа у куйидагига тенг:



тартиби п дан катта барча чекли айирмалари эса нолга тенг 
(бу ерда Да' — узгармас, а0 — купхаднинг бош коэффициент», 
п — купхаднинг даража курсаткичи).

2- т а ъ р и ф. А орттирма символини y = f(x) функциями унинг 
куйидаги чекли айирма функциясига мос цуювчи оператор си
фатида караш мумкин:

А */ = f(x +  Ах) — f(x),
бу ерда Ах — узгармас.

Бу А операторнинг асосий хоссаларини текшириш осон:
1) А (и +  v) = А и +  А v,
2) А (Си) = С А и, С — const.
3) А т (Апу) = Ат+,,у,

бу ерда у, и, v — фуикциялар, т ,  п — номаифий сонлар, бунда 
А0 у = у деб фараз килинади.

3. Чекли айирмалар жадвали. Тенг масофаларда ётувчи
х0, хь х2> . . . , х£, . . • , хп, . . .

(бу ерда хх— х0 = х2 — х, = . . . — h — const, h ни ка да м деб атай- 
миз) нукта л ар учун ушбу

Уо. Ун Уг> ■ ■ ■ . У г --- У гг • • •
жадвал кнйматлар билан берилган у — / (х) фуикцияни караймиз, 
бунда

/ (ло) =~ У 
/(*'i) =  f (-0 -г h) =  y v 

f (x2) — / (x0 r2 / i)  = y2,

АпР п(х) = а0-п\ (Дх)п.

f (Xj) = / (X0 +  Hi) = У

Чекли айирмалар куйидаги муносабатлар билан аникланади:
А У о =  Ух — У* Д2 Уо =  А (А i/o) =  А О/ i  —  г/0) =  д  А i/o- 

А3 у0 = А (А- //0) = А (А у х — А г/0) = А2 гд — А2 г/0,
А Ух =  У2 — У»  A2 i/i =  А (А у х) =  А {у.2 —  г/,) =  А у2 — А у{, 

А3 г/х = А (А2 г/j) = А (А у2 — А г/х) = А2 — А2 г/х,
А У2 = г/3 — У* А2 //2 = А //3 — А г/,; А3 //2 = А2 г/3 — А2 уъ,

А &  = 1/<ч, -  //,•; А2 =  А -  А //.; А3 у{ = A- уш  -  А-
• п 4 /(~1 \ и —!ва хоказо A yi = А Уцл — Д yv

Турли тартибли чекли айирмаларни икки хил куринишдаги 
жадваллар шаклида жоплаштириш кулан: айирмалари го- 
ризонтал жадваллар (1 ва 2-жадваллар) ва аииришлари диа- 
гонал жадваллар (3-жадвал).

3S3



1- ж а д в зл

X У | А *у А* у А* У

-Vo i/o ! а  у» | А2 Уо .ссоо

А4 Уо

A'l Ух 1 л Ух | А2 Ух А3 Ух А4 1/а
Л'2 Уг 1 Л Уг | Л2 У2 Д3 У2 \ А4 иг

Л'з Уз | Л Уз \ А* Уз А3//., |Х А4 Уз

У* | А Ух ^  У А А3// 4 ^ У ,

Жадвални тулдириш п- чекли айирмалар узгармаслар бу- 
либ ^олгунча ёки улар бир-биридан абсолют кийматлари бу- 
йича в дан хам кичик сонга фарк килгунича давом эттирилади, 
бу ерда е — берйлган аницлик.

3- м и с о л. Ушбу
у  = 2 х3 — 2 х2 +  3 х — 1

функциянинг чекли айирмалар жадвалини бошлангич х0 =  О киймат 
буйича ва кадамни h = 1 деб цабул килиб тузинг.

Е чи ш . а'0 — 0, хх= 1, х2 = 2 деб фараз килиб, функциянинг 
мос кийматларини топамиз: у0 = — 1, у х = 2, у2=  13. Берйлган функ
ция учинчи даражали купхад булгани учун учинчи чекли айирма уз- 
гармас ва А3// = 2-3! № ■= 12 га тенг, юк;ори тартибли барча чекли 
айирмалар эса нолга тенг. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

2- ж а д з а л

X * А у А* у Д* у А4 у

0 — 1 2 - (- 1) :3 11 — 3 — 8 12 0
1 2 13 — 2 11 оCN 12 0
2 13 31 j 32 12

3
4
5

44 *
107
214

63
107

44

Жадвални бундан буён тулдиришни энди к(ушиш ёрдамида 
амалга ошириш мумкин.

Тузилган жадвални диагонал шаклда хам ёзиш мумкин:
3- ж а д в а л

X У А у А* у Д»1/

0
1
2
3
4
5

— 1
2

13
44
107
214

3 
] 1 
31
63

107

8
20
32
44

12
12
12

0
0
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4. Умумлашган даража. Келгуеида бизга умумлашган да
ража тушунчаси зарур булади. Ш у тушунча билан танишамиз. 
х ва к берилган булсин.

3- т а ъ р и ф. х сонининг умумлашган n-даражаси деб би- 
ринчиси х га тенг булиб, хар бир кейингиси узидан олдингисидан 
к кадар кичик булган п та купайтувчининг купайтмасига ай- 
тилади:

л'1"1 = А' (х ■— к) (х — 2 К) . . . (а — (п —- 1 )h),
бу ерда х умумлашган п- даража. х[0] = i деб фараз килинади. 

h — 0 булганда умумлашган даража одатдагн даражага мос ке-
лади: х — х .

А х = h деб фараз килиб, умумлашган даражалар учун чекли 
айирмаларни хисоблаймиз.

Биринчи айирма учун куйидагига эгамиз: у = х1'1\
tS y = iAx[r̂ = (x  J rh)[n̂  —  A'[,il = ( a '+ / i )  х (х—k)(x— 2  h) .. . (x— (n— 2 )  h)—

—  x (x —  h) (.x —  2  h) . . . ( a  —  (n —  2 )  h) ( a  —  (n —  1) h) —

=  a (a —  h) (x —  2 h) . . . (a —  (n —  2) h) {x -f h —  a +  (n —  1) h) =

= А[П~1] - till,
ЯЪНИ A — n fl ^

Иккинчи айирмани хисоблаб, куйидагига эга буламиз:
А-а-[г°  = Д (nh-x[n~ l]) = nhA xln~ l] =

= nh-(n  — 1) ~] = п(п — 1) h-А-[Л-21»
яъни

Д2а["] — n(n — 1) h‘~x̂ n 
Амалларни такроран бажариб, куйидаги натижани оламиз:

Ак А'[л] --- hk п (п  —  1) . . . (п —  k — 1) A[n_fe]-

Хусусан k = п булганда A"x[n] = п\ к"': k > п булганда Акх[к] = 
= 0 булади.

5. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласи. Айтайлик, 
У = f ( а )  функциянинг эркли узгарувчининг тенг узо^ликда ёчувчи 
х$, А |, х%, . . Хп (бунда а^ — А 0 “р к, Ао а 0 ~  2к, . . ., Хп Xq-\~tih 
ва к — интерполяциялаш ка да ми) кийматлари учун ушбу

У 0 , У р У *  ■ • ■> У п  

кийматлари берилган булсин. а - нукталарда

У1 =  р п сx i )  ( * = а д  ( 4 - о

киймаглар кабул килувчи даражаси п дан. катта булмаган Р п (а) 
купхадни танлаш талаб этилади.



(4.1) шарт куйидагига эквивалент:
Ат Р п (х0) =  А"7 //„ ( т  -  0,л). (4.2)

Куп ха дни куйидаги куринишда излаймиз:
Р п (х) =-- а0 -г а, (х — Д'р) +  а2 (х — л0) (л- — л;,) +

4- а3 (л- — х0) (х — X.) (.г — а'2) +  . . . +  ап (х — х0) (х —
— A'j) (х — х2) . . . (х — хп_ {у 

Умумлашган да ража дан фойдаланиб (4.2) ифодани бундай ёзамиз 
•Ри (*) = а0 -f а, (х — а'0) [ ! ]  + о2 (х— а'0] [2] +  а3 (х — х0)[3] +

-f . . . + ап (x — x0)[nJ. (4.3)
Масала Р,, (х) купхаднинг а0, а1У а2, . . ., ап коэффициентларини то- 
пишдан иборат.

(4.3) тенгликда х = х0 деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз: 
\Рп (х0) = у0 -  а0, бундай а0 = у0.

а у коэффициентни топиш учун Р  п (х) купхаднинг биринчи чекли: 
айирмасини тузамиз:]

А Р п (х) = a ji — а., ■ 2h (х — х0)[11 +  3a3h (х — х0) [2] —

r a n nh (х х0)[,! 1].
Бу ерда х = х0 деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

А Р  (х0) = А у0 = aLh, бундан ах = п
а2 коэффициентни топиш учун иккинчи чекли айирмани тузамиз: 
А2Р п (х) = а2-2! /г2 -f а3■ 31 • Я2 (х — х ^ 11 -f а4• 4• 3• /г2 (х — -f

-  . . . ~ а п-п (п—  1) /г2 (х — х0)[,г~ 2]. 
х = х0 деб фараз килиб, ушбуга эга буламиз:

Ь 2Р п (х0) -  А2//0 = а2-2! /г2, бундан а2 -  ^ ° .

Жараённи кетма- кет такрорлай бориб, биз
0 а — о /г)
г и /гз v ;

эканини топамиз, бу ерда 0! = 1 ва А°//0 = г/0 деймиз.
а0, аи а 2, . . ., ап коэффициентларининг топил гаи кийматларини

(4.3) ифодага куйиб, Ньютоннинг интерполяция купхадини хосил ки
ламиз:

п /,л __ и I  ̂ г/п (у у чС1] ! А" Уо / , i[^] •
п <л) - У 0 - 77—  (х " хо) -Г —  (X  —  х01 -Г . • . +
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+  (V — ^„р1 (4.4)п! п ‘
(4.4) купхад куйилган масаланинг талабларини бутунлай каноат- 

лантиради. Ньютоннипг (4.4) интерполяция формуласини амалда кул- 
х — х„ „лаш учун у янги q — ----  узгарувчини киритиш билан шаклан ал-h

маштирилган куринишда ёзиладн. У  холда
(а; — х0)М  х — х0 х — х0 — h х — х0 — 2h х — х0 — ( i— 1) h

i-J h h h ' ‘ ' h
= q (q — 1) (q — 2) . . . (q — i -f 1), бу ерда i — 0,n.

Бу ифодани (4.4) га куйиб, куйидагига эга буламиз. 

я .  (.V) =  </„ +  ?  Д у . +  4 = у . +  а  ' Я - М Я - *  V ’ у , + . . . +

+  j J t  П К/ ■2I . . . W - » - ! '  д „  (4 5 )

6v ерда q = -— — х0 нуктадан чикиб х нуктага етгунча зарур бул- h
гак кадамлар сонини ифодалайди. (4.5) формула Ньютоннинг якуний 
биринчи интерполяция формуласидир. Бу формуладан функцияни бош- 
лангич х0 кийматнинг атрофида Интерполяциялашда фойдалаииш ку- 
лай. бу ерда q — абсолют ккймати буйича кичик сон.

п = 1 булганда чизикли интерполяциялаш формуласига эга була
миз:

Л  (*) = Уо +  Я & У о- 
п = 2 булганда параболик ёки квадратик интерполяциялаш фор

муласига эга буламиз:
Р 2 (*) = i/o Я д i/o +  " U Д2

4-ми со л. Жадвалда берилган у ----- f (х) функция учун Ньютон 
формуласини ёзинг:

X . 1 0 1 2 i '
1 ° 4 1 г! 5

и. - 1 5,2 8 10,4 | 12.4 14,0 15,21

Е  ч и ш. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

X У А у Аг у Д5 у

0 5,2 2.8 —0,4 0
1 8 2.4 -0 .4 0
2 10.4 2 —0,4 0
3 12.4 1,6 -0 ,4
4 14,0 1,2
5 15,2
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Жадвалдан фойдаланиб, Ньютоннинг (4.5) формуласини тузамиз: 

Р„ (х) = 5,2 +  7-2,8 +  (—0,4),

бу ерда с/ - - - - - —'л*. Натижада куйидагига эга буламиз:

Р„ (а )  = 5,2 + 2,8а-— *■{х 0,4.
’ 2!

Изланаётган функциянинг якуний куриниши ^уйидагича:
Я, (а )  - 5 ,2  +  За — 0,2а2.

Э сл а тм а . у = f (х) функциянинг а: нуктадаги кийматини такри- 
бан хисоблаш учун у ж  Р п (а ) деб фараз килинади, бу ерда а  нукта 
х0 га я кин нукта.

6. Ньютониннг иккинчи интерполяция формуласи. Ньютоннинг 
биринчи интерполяция формуласи функциями бошл^нгич х0 нуктага 
яки! с нукта л ар да интерполяциялаш учун к̂ улай, лекин охирги хп нук- 
тага якин нукталарда эса нокулайдир. Бундай холларда, одатда, Нью- 
1  онн’имг иккинчи интерполяция формуласи цулланилади.

Функциянинг аргументнинг тенг масофаларда ётувчи
А*0» хх =  А0 +  Н, А2 = А0 +  2/1, . . ., Хп =  А0 +  nil

(бу ерда h — интерполяциялаш кадами) кийматлари учун куйидаги 
кийматлари системаси га эга булайлик:

Уо = / (*о)> Ух = / (*i), ■ • yn = f (хп).
Ингерполяиияланувчи купхадни куйидаги куринишда ёзамиз:

р п W  -  а о +  « I  ( а  —  * „ )  +  а ,  (х —  хп) ( Х  —  Х п _ {) +  . . ' . +

+  д г (а  — хп) (х — хп_ {) . . . (x — xj. (4.6)
Олдииги банддагига ухшаш амалларни такрорлаб, а0, ах, . . ., ап 

коэфс|тшиентларни топамиз. (4.6) купхаднинг топилган коэффициент- 
лар билан якуний ёзилиши куйидаги куринишга эга:

+ +  • • • +  ~  ̂  <47> 

Янги q = - ■■ Л/г ■ узгарувчини киритамиз ва (4.4) формулани кай- 
та ёзамиз:

«  =  У п  +  А + '-  <? - г  ? ( ? + ! ) +  А + г  ? ( ? + » ( ?  +

+ 2) + . . . 9 (9 +  I) (? +  2) +  . . . +  (? + л  — 1). (4.8)п!
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(4.8) формула Ньютоннинг иккинчи интерполяция купхадидир. 
5-мисол. у — Igx функциянинг кийматлари жадвалн бери л-

ган:

-V 1000 1010 1020 1030 | 1040 1050

У 3,00000 3,00432 3,00860 3,01283 3,01703 о (о 5

lg 1044 ни топинг.
Ечи ш . Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

X у а у Дг у Д! у Д< у 1 V y

1000 3,00000 0,00432 -0,00004 —0,00001 0,00003 —0,00006
1010 3,00432 0,00428 —0,00005 •0,00002 —0,00003
1020 3,00860 0,00423 —0,00003 —0,00001
1030 3,01283 0,00420 —0,00004
1040 3,01703 0,00416
1050 3,02119

h

у ж  3,02119 0.00416
1! (-0 ,6 )

1044 -1050 
10
0,00004

0 ,6 ,

2 !

— 0,00001 •(—0.6) (— 0,6 - 1) (— 0.6+ 2) 
3!

1 (— 0.6) (— 0,6 -  1) 

. . »  3,01870.

7. Лагранжнинг интерполяция формуласи. Ньютоннинг интерпо
ляция (формула лари факат тенг масофаларда ётувчи Интерпол.ли и л лат 
тугунлари холи учун ярокли. Ихтиёрий равишда берйлган шперпо- 
ляциялаш тугунлари учун Лагранжнинг интерполяция фэрмуласи деб 
аталувчи анчагина умумийрок булгс.п форму ладан фойдаланилади.

Айтайлик, аргументнинг п +  1 та турли

д'0, л+ л'2, . . ., хп 
кийматлари ва / (х) функция учун маълум булган унга мое 

/ (*о) = У» f (*i) = У 1 . / Ш  = У2, ■ ■ / ( V  = Уп
кийматлар берйлган булсин. Даражаси п дан юкори булмаган ва бе- 
рилган х( тугун нукталарда f (х) функция кабул кил ган киймзтларга 
эга булган, яъни

L n (xi) - I'i =  ° ’П) 
булган L n (х) купхадни ясаш талаб этилади.

Лагранжнинг изланаётган Ln (х) купхадшш келтириб чикармасдан 
кабул киламиз:
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и —x„) (x— xj (x—x2) . . . (X--Xt-_,) (Х—Хцл) . . . (x— xn)
n V'4' ~ " 1 (X~ XQ) (Xj—Xj) (X,—X2) . . . (X;—Xz-_[) (xt—X^j) . . .(Х~Хп)

i =0

(4.9)
Агар интерполяция тугуплари тенг масофаларда ётса, у холда 

Лагранжнинг (4.9) интерполяция формуласн Ньютоннинг интерполя
ция формуласи билан устма- уст тушади.

Хусусан, (4.9) формула
х — х1 , ,, х — х0 .ti = 1 булганда I ,  (х) = у0'----+  /у,
Х0 X j Х 1 Ху

О "X I / V (А‘— -Vi) (X — х.,) , (х — х0) (х — Хоп — 2 о у л ганда L.2 (х) = г/0 ----------- — —

Уг

1*0 —  -vl) (х„  —  Хо) 1 - (Хх —  х 0) ( х х —  Хо) 

(х х,,) (х —  Xi)

(Хо —  Х0) (Хо —  Ху)

куринишни олади.
8. Лагранж коэффициентларини ^исоблаш. (4.4) формулани сод- 

далаштирамиз. Бундай белгилаш киритамиз:

Л п_ 1 (л-) —- (х л'0) (а- — а-,) . . . (х — хп). (4.10)
Хосилани топамиз:

П 'п+[ (■<) =  (х— Хх) . . . (Х — Хп) — (-V — А0) (а- — а 2) . . . (а- — Хп) -ь 

-Г (a- — A0j (А- — А.)  (а  -  А'з) . . . (х —  хп)+  . . .

( х  ~ х с ) (а" X j ) . . . (а' * / _ , )  (A' —  * /+1)  • • • ( х  —  х п ) -Н

-  . . . -  (А' — А'0) (А — А,) . . . (а Хц_j).

Бу’ ерда х = xit i — 0, ti деб хисоблаб, куйидагига эга буламиз:

Л'п+l {х1} - (X; —  А'о) (A-t- —  А ',) . . . ( л - . _ Л ' г- _ . )  (А-,.—

— xi+l) . . . (лг -А-;г). (4.11)
(4.10) ва (4.1 l j  ифодаларни (4.9) формулага куямиз:

/ / \ ^  /< ю\
L (-v) > j т?— ;------ ; У ГПп +1 (Xj) (X—Xj)

i---- о
(4.12) формуладаги yi ;лар олдидаги коэффициентлар Лагранж 

коэффициентлари деб аталади ва куйидагича белгиланади:

П  ,, (х)
U ') (а) =  — — ----- .

Пп + 1 (xi) (х-х-)

Бунда Лагранжнинг (4.12) формуласи куйидаги куринишга гэга бу
лади:
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L,(.v) = V № L f (x ) .
i  =0

Лагранж формуласи ни куллаш учун xi — xk айирмалар жадвалини 
тузамиз:

0 0 1 2 3 i а D Уо yiD

0 X—  *0 X 0— X i А'о— А'2 А'0 А'з Хп— Х ; А',) Х п D , Уо ■/V O q

1 Х1 х 0 X— Xi Х 1 А' A 'i— А'3 ■Vj Х[ АД X п О г У1 У : О х

2 х 2 Х 0 х 2~ х у X — А' 2 X-Z Х 3 X»— X i Д'2 А'/г D , У-2 У  2 О  2

3 х з х 0 Х ? — Ху А-з - А '2 X  X з А'з— А-,- * з  х п о3 Ул I h 10  з

I X  i х 0 X i— АЛ х — х 2 Х-— Х  з А—X; X i х п D i \ г/. /D, ' 1

п х п х 0 Х п X  у x , i— X i Хп — Х  3 Х п А/ х — х п О п O n У „ : о п

Жадвалда Dn, D,, D2, . . Dn — мос сагрлар купайгмаси:
D- =  (х£ — Х 0)  (х[ —  А',) (а- — *,) . . .  (А — А-.) . . . (х- — хп) .

Я  ч  (а )— ости га чизилган диагона л купайтувчилар купантмаси: 
п п+1 (а) =  (а —  А'0) (A— Aj) . . . (а — А-) . . . (А — А„).

Демак,
ПпМ (-*)

О; , i 0, л

ва коэффициеитлар топилди. 
Демак,

L„ (х) = 77„+] ,д. V  .
1=0 *

бу ерда > . —  = *> ,, — жадвалиинг охирги уступи йигиыдиси. Шун-
____D
1=0

дай килиб,
M * )  =  ^ +i (x )S „+I.

6-мисол. / (а) функциянинг кийматлари жадвали берилган:

X 81 85 87 j 88
1

89 90

У 0,012346 |0,011765 0,011494 1,0,011364 ! 0.0112361 1 0,011111

/ (84) ни топинг.
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Ечиш . Жадвал тузамиз.

I А7 A'i ~-r i X;  — Л'._, X [ — х 3 Xt Л4Х ~ Х Ъ У1 У/ / D i

0 81 — 4 — 6 — 7 — 8 — 9 — 36288 0,12346 -0,340223 - 10-е
1 85 4 -1 __о — 3 — 4 — 5 — 480 0,11765 — 24,510416- Ю-о
2 87 G 2 — о — 1 __2 — 3 216 0,11494 53,21296- Ю-о
3 88 7 о 1 — 4 — 1 — 2 —  168 0,011364 -67,642857- Ю-о

4 89 я 4 о 1 — 5 — 1 320 0,011236 35,1125- 10-е
5 90

5
3 2 1 — 6 — 1620 0,011111 — 6,858642- Ю-о

3-(~1) (— 3)-( 4)-( -5) • (— 6;=  — 1080

О
5,; -  ^  У1 !D t =

=  — 11 Ь
с

ОО о

(84) п * -s0 1080 -(— 11,036676) • 10 ~15 ~  0,011920.

9. Интерполяция формулалари хатоликларини бахолаш. Биз а 0,
A'i, х2.......... .v;t нуцталарда берйлган //0, уг, г/2, . уп кийматларни
кабул килувчи (бунда уп -  f (xj, у х = f (лг2), . . ., уп = f (хп)) f (х) 
функция учун Лагранжнинг L n (х) интерполяция купхадини туз- 
диа. Тузилган купхад колган нукталарда / (х) функцияга канчалик 
якинлашади, яъни Rn (x) — f(x) — L n (х) колдик хад канчалик кптта? 
Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради.

Теорема. Агар у = / (л') функция узининг (п +  1)-тартиб- 
гача ({п -f- 1)- тартиблиси хам) барча хосилалари билан бирга 
узлуксиз булса, у холда Лагранжнинг t\олдик ходи куйидаги кури- 
ншига эга булади:

Rtl (*)
/(" Н )(5»

-у ерда
(п+ 1)/

х0 ва а; нукта л ар орасида жойлашган нук̂ та,

(4.13)

П., (а ) - (а- —  А'0) (х ■х>) ■ • • (Х ~ Х,У
И'Н-1)Агар |а0, хп] кесмада /И = max |/“ г1; (д-) J деб белгиласак, у хрл 

да Лагранжнинг интерполяция формуласннинг абсолют хатолиги учун 
куйидаги бахога эга буламиз:

М 'Пп+\ М!«>■)!<

ran х, Ai, A г
( я -i- W

интерноляциялаш тугунлари тенг масс-
йларда жойлашган ва бунда д- А'.- h булса, у холда (4.13)

формул? да = q деб фараз к̂ илиб, Ньютоннинг биринчи форму-
ласининг колдик хадига эга буламиз:
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Я (v) = ft" и Ч.-zJLl (8)
" V ' (n 1)!

Шунга ухшаш, (4.13) формулада q — -— — деб с})араз килиб,
/г

Н ьютоннинг иккинчи формуласининг ко л дик хадига эга буламиз:

/?л (х) -  ' -1} ■' (£).

И сботлаш  мумкинки, агар интерполяциялаш да интерполя
циялаш  тугунлари х нинг зарур ^иймати атрофида етарлича  
зич танланса, у холда интерполяция формулаларидап олииган 
цийматлар, ж ад вал  м аълум отлар  неча хонага эга булса, шун- 
ча аник хона бирлигига эга булади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Интерполяциялаш масалаеи нимадан нборат?
2. 1-, 2-, п- тартибли чекли айирма деб нимага аитилади?
3. Чекли айирмалар жадвали ^андай тузилади?
4. Умумлашган даража деб нимага аитилади?
5. Ньютон формулалари ва Лагранж формуласи ^ачон цулланилади?
6. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласининг хулосасини келти- 

ринг.
7. Куйидаги жадвал куринишида берилган функция учун Ньютоннинг 

иккала интерполяция купхадини ва Лагранж купхадини тузинг. Купхадлар- 
ни тавдосланг:

бу ерда л'0 < t < x;i.

X 10 1 2• ГЛ

У 1 1 з ’ б)
X 0 12 3

У 1 —2 0 3
8. 7- саволдагн б) жадвал учун Ньютоннинг интерполяция купхадини ту

зит мумкиими?

5-§. Биринчи тартибли оддий дифференциал тенгламалар 
учун Коши масаласини ечишнинг такрибий усуллари

1. Масаланинг куйилиши. Биринчи тартибли ушбу диффе
ренциал тенгламани караймиз:

y'=f{x,y). (5 .1 )

Бу тенгламанинг ечими деб, уни тугри тенгликка айланти- 
рувчи исталган г/ //(х) функцияга айтилишини эслатиб ута- 
миз. Бу ечимии топиш жараёнини дифференциал тенгламани 
интеграллаш деб атаган эднк. Ечимнинг графиги интеграл эг- 
ри чизиц булади.

Техникага оид купгина масалалар бошлангич шартлар деб 
аталувчи берилган ушбу

У\х=х0 ^  Уо ёки У(хо) = Уо (5.2)
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шартларни 1\аноатлантирувчи ечимларни топиш керак булган
да (5.1) тенглама учун Коши масаласини ечишга келтирилади. 
Геометрик нуктаи назардан бу берйлган (х0, у0) ну^тадан утув- 
чи у = ф(х) интеграл эгри чизикни топиш кераклигипи англа- 
тади. Лекин ихтиёрий дифференциал тенгламанинг бундай 
ечимини топишнинг у мумий усули мавжуд s-мас. Одатда бун
дай ечишни фа кат тенгламанинг баъзи хусусиЛ холла.ри учун 
(масалан, бизга маълум булган чизикли, бир жинсли, Бернул
ли ва баъзи бошка тенгламалар учун) топиш мумкин булади. 
Шунинг учун мухандислик амалиётида Коши масаласини ечиш- 
нинг такрибий усулларига мурожаат этилади.

Улардан асосийларинн икки гуру.\га ажратиш мумкин.
1) аналитик якинлашиш усуллари— бунда ечим такрибий 

формула куринишида хосил булади (масалан, каторлар ёрда- 
мида);

2) сопли якинлашиш усуллари — бунда хусусий ечимлар- 
ниегг  такрибий кийматлари жадвалн тузилади (масалан, Эйлер 
усули, Рунге — Кутта усули).

Энди бу ус.улларнн батафсил баён этишга утамнз.
2. Дифференциал тенгламаларни к^аторлар ёрдамида ин- 

теграллаш. Айтайлик, ушбу
у' - fix, у) (5.3)

д и ф ференцнал тенглама ни н г к у йид а ги
V\x : Уп ёки у(х0) = у0 (5.4)

бошлангич шартларни каноатлаптирувчи ечимини топиш талаб 
этилаётган булсин.

и — у(х) ечим мавжуд ва х—х0 нинг даражалари буйича 
жойлашган Тейлор катори куринишида ифодаланган деб фараз
килайлик:

у - у(х) у(х„) +  -У-^(х — х0)+  (х — х„)- +  

+ О ~ ( х - Х 0)> + .. . (5 .5)
о !

Катэрнипг коэффициентларини топиш учун бундай иш т утамнз.
у (х ) нинг киймати бизга (5.4) шартдан маълум. у '(х 0) нп 

топиш учун (5.3) тенгламанинг унг томонида х ва у пинг ур- 
пига уларнинг х = х0 булгандаги кийматларипи куямиз. Нати
жада куйидагига эга буламиз: у (х0) =f (х0, у0) .

у " (х ,) нп топиш учун дастлаб у ни х нинг функцияси деб 
караб, (5.3) тенгламанинг иккала томоинни х узгарувчи буйича 
д и ф ф е р е н ц и а л л а й м и з :

„  д[ д[ ,
У  +  ~ г - У  , (5 .6 )ох ду

кекип эса хосил булган (5.6) ифодага у ва у' нинг х = х0 бул
гандаги кийматларпни куямиз. Ш у билан у " (х0) топилади.

(5.6) тенгликни х буйича яка бир марта дифференцналлаб
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ва ^осил булган ифодага у, у', у”  ларнинг А' = л'0 булгандаги 
кийматларини цуйиб, у " '[х 0) ни топамиз ва хоказо. Хосилалар- 
нинг хосил килинган кийматларини Тейлорнинг (5.5) цаторига 
куямиз. У х нинг бу катор якинлашувчи булган кийматлари 
учун (5.1) теигламанинг ечимнии ифодалайди.

Бу усул иеталган тартибли тенгламани такрибаи ечиш учун 
яроклидир.

1- м и с о л. Ушбу
у ’=ху2+\ (5.7)

теигламанинг
У(1 ) =0 (5.8)

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг.
Е ч и ш. Бу теигламанинг ечимини Тейлор катори курини- 

шида излаймиз:

У = </(!) +  ~  (X -  1) +  и - -

+ I)3 +  ■■ ■ (59)

у (  1) коэффициент (5,8) бошлангич шарт билан берилган, ик
кинчи у ' { \ )  коэффициентии топиш учун берилган (5.7) тенг- 
ламанинг уиг ва чаи томонларига х — \ ва 1/ ( 1 ) =0 кнйматлар- 
ни куямиз. Натижада у ' ( 1) = 1 га эга буламиз. Колган коэф- 
фициентларни топиш учун олдин (5.7) тенгламани х буйича 
бир неча марта дифференниаллаймиз:

У" = У2 +  2 хуу',' 
у '"  = 2 у у' 4- 2уу' + 2 ху- +  2 хуу" = 4 уу' 4-2 ху- +  2 хуу",
уп' = 4/« +  4да" +  +  4 у'у"х  +  2 у у" +  2 ху'у" +  2 ху у"' -

= 6 у '2 6 уу" 4- б ху’у" 4- 2хуу'" ва х. к.
Энди бу тенгликларга у, у', у", у " '  ларнинг х — \ булгандаги 
кийматларини кетма-кет куйиб, куйидагиларга эга буламиз:

у"( 1) -  0, у " '  (1) = 2, /у1 v (1) = 6 ва хоказо.
Коэффшшентларпинг топилган кийматларини (5.9) каторга куя

миз:
{.V —  I ) 3 ( х —  I ) 4

у  =  ( х —  1) +  —  -г -г- . . . .

2- ми сол. Ушбу
у" = 2ху’ 4- 4у

теигламанинг
//(0) = 0, у'(0) =  1 

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
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Е ч и ш. Тенгламанинг ечимини Маклорен катори курин mi'и- 
да излаймиз (чунки дг0 = 0):

у  у ф )  4- +  УЦ 1>Х 2 -- _р . .
] ’ 2? 31

Каторнннг дастлабки иккита коэффициенти бошлапгич шарт- 
ларда берилган: у (0)=0, г/'(0) = 1. Учинчи гу" (0) коэффициент- 
ни берилган тенглама ва бошлангич шартлардан топамиз: 
у " (0)=0. Долган коэффицнентларни, берилган тенгламани ол- 
дин бир неча марта дифференциаллаш билан топамиз:

у '"  -  2у' + 2ху" +  4г/' = б/у' -f 2ху", 
уп  =  6у" +  2 x if"  +  2у" - 8;/" +  2л-//'",

,/ = 4- 21/"' +  2 .«Л  = 10;/"' +  2 V V,
V I ,А  IV  , п IV  , ~ V IV  , о Vу 10 г/ - Г  2у +  2ху 12/у -г 2 х у ,

V II i , V  , п VI/у — 14 г/ + 2  ху ва хоказо.
Хосилалар учун топилган ифодаларга у, у\ у", у"\ . . . лартгнг 

.V = 0 булгандаги кийматларини куямиз. Натижада куйидагиларга 
эга буламиз
у " \ 0) -  6; г/1У(0) -  0; / (0 ) - 60; у \ 0) = 0; / и(0)=60 • 14 ва х. к.

Топилган коэффицнентларни Маклорен катори га куйиб, ечимга 
эга буламиз:

д-3 Д-5 Д-7 х 2 п ^ \

У = X +  J, +  2; ~г 3; -г . . .  -1

3. Эйлер усули. Бу усулнинг мохияти ^уйидагидан иборат. Б;- 
рилган [л'0, .rj кесмада биринчи тартибли

У' 7  У) ( 5 . 1 0 )

д] фферен I п га л тенгламанин г
У  ( а 'о )  У  о ( 5 . 1 1 )

шартни каноатлантирувчи ечимини топиш талаб этилаётган 
булснн. Геометрик нуцтан назардан бу (5.10) дифференци
ал тенглама учун М (х 0, у 0) ну^тадан утувчи у=у(х )  интеграл 
эгри чизиции ясаш кераклигпни англатади. \х0,х п\ кесмани п 
та тенг кисмга буламиз (170-шакл), . v 0 < a ' i  < . v 2 <  .. . <хп були- 
ниш нукталари булсин. Бу нукталар оркали Оу укига парал- 
лел тугри чизшулар утказамиз. Маълумки, (5.10) тенглама 
Оху текисликда йуналишлар -майдонини аниклайдн, яъни
(5.10) тенгламанинг хар ^айси интеграл эгри чизиги унинг 
исталган нуктасида бурчак коэффициенти k булган уринмага 
эга. k нинг циймати / (х, у) функциянинг шу ну^тадаги кий- 
матига тенг, яъни

k = f(x, у).
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junep эгри

и н г г е с р а  rt 
эгри иг-,

- X

170- шакл.

Шунинг учун изланаётган хусусий ечимга мое келувчи ин
теграл угри чизикни такрибан ясаш учун бошлангич М (х 0,у0) 
нукта ор^али k = f(x0, у о) бурчак коэффициентли тугри чизик 
утказамиз ва уни х — х\ тугри чизик; билан кесишгунча давом 
эттирамиз. У холда у х ординатасини куйидаги муносабатдан 
топиш мумкин булган М\ (.vb у х) нуктага эга буламиз:

УI Уо / (*о, Уп) (а 1 ■ а 0). (о. 12)
Кении М ] (хь ij\) нукта оркали k = f (x i , y l) бурчак коэф

фициентли тугри чизик; утказамиз ва уни х = х2 тутри чизик 
билан кесишгунча давом эттирамиз. Бундан у2 ординатасини 
куйидаги муносабатдан топиш мумкин булган М 2(х2, у2) нук
тага эга буламиз:

Уч~̂ ~У\ r r; f (Х1’ i/lX-'l2 А,). (5. 13)
Шунга ухшаш, М 2 (х2, у2) нуктанинг коордннаталарини бил- 

ган холда М ъ(хъ,уъ) нуктанинг коордннаталарини топамиз ва 
хоказо. Шундай килиб, х узгарувчининг ,\ар бир кичик ора- 
ликдаги узгариши тугри чизиь; (уринма) кесмаси билан ал- 
маштирилади. Натижада интеграл эгри чизикни такрибан ал- 
маштнрувчн ва Эйлер сини^ чизиш деб аталувчи синик чизик- 
ка эга буламиз.

Эйлер синик чизигидаги исталган М Да-,-, у{) нуктанинг yi орди
натасини (5.12) ва (5.15) мунссабатларга ухшаш ушбу

У1 — 1П- 1 - f (A7—i• xi-i) (5Л4)
муносабатдан топиш мумкин. [.v0, хп] кесма тенг кисмларга ажратил- 
ганлиги учун хх — л0 - х2 — хх = . . . = (xt-— -- h, бу ерда 
к — бирор доимий сон. У холда М  (х-, t/£) нуктанинг x-L абсциссаси- 
ни куйидаги

xi — xQJr ih (5-15)
формула буйича, изланаётган хусусий ечимнпнг унга мос так
рибий к и йматини
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Vi =  !/,■__! +  / Cv,-_j, */;_,) Л (5 .! 6)

формула буйича хисоблаш мумкин.
Натижаларни жадвалга ёзамиз. (5.15) ва (5.16) муносабат- 

лардаги h доимий жадвал кадами деб аталади.
3-м и с о л. Эйлер усулидан фойдаланиб, ушбу

у' =0,5x1/ (5.17)
теигламанинг [0,1] кесмада /г 0,1 кадам билан

У (0) Г I

бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимларининг 
такрибий кийматлари жадвалини тузинг.

Е ч и ш .  (5.15) ва (5.16) формула буйича А', = 0,1 ва у\ = \ 
кийматларнн, кейин х2 ва у2 кийматларнн ва хоказо хисоблай- 
миз. Хисоблашлар натижаларини куйидаги жадвалга ёзамиз:

'■ ! Ч  ! 
i ;

f(x[. УО fa- У №

и 0 j 0 0
I 0.1 ] 0 05 0,005
2 0.2 1,005 0 1005 0,0100
3 0,3 1.0150 0 1522 0,0152
4 0,4 1,0303 (J 20(31 0,0206
5 0.5 1,0509 0 2627 0,0263
Ч 0.(5 j ,0772 0 3232 0.03237 0 ,7 1,1095 0 3883 0,0388
8 0,8 1,1483 I) 4593 0,0459
9 0,9 1.1942 0 5374 0,0537

10 1 .0 i .2479

Шундай килиб, //(1)^=1,2479. Таккослаш учун аник ечнмнн 
хам топиш кийин э.мас ((5.17) тенглама — чизикли тенглама): у -

= е4 . Бу ердан у (1 ) = с 1 -- - 1,2840.

4. Рунге—• Кутта усули. Эйлер усули хисоблаш учун жуда 
осой, лекин камчилнкка эга: х пинг сезнларли узгарип:ларида 
у нинг такрибий кийматлари аник кийматдан катта фарк килп- 
ши мумкин, чунки хатолик хар бир кадамда ортиб боради (170- 
шаклга к.). Эйлер усули да куйидагндан иборат тенглаштириш- 
нн куллаб, анча яхши натижаларни олиш мумкин. (5.16) фор- 
мулада хнсобланган ijL кийматии у  '• оркали белгилаймиз ва 
бу кийматни куиидагн формула буйича аниклаймиз:

У ?  - У;- 1 У{_ i) -  /(л-, yi0))]h. (5.18)

Топилган кийматии яна (5.18) муносабатга ухшаш куйидаги формула 
буйича аниклаш мумкин.
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У ?  =  У i -л -Ь Y  \f (л7_|. Ui_i) + /(л> # f)l h (5.19)

ва хоказо. Бу жараённи берилган аниклик чегараларида иккита кет- 
ма-кет хисоблашлар иатижалари устма-уст тушгунча давом эттира- 
миз. Кении шу усул билан у[ _, ни хисоблаймиз ва хоказо.

4- м и с о л. Рунге — Кутта усулидан фойдаланиб, 3-мисол- 
ни ечинг. Хисоблашларни 0,0001 гача аниклик билан бажа- 
ринг.

Е ч н ш. 3- мисолдаги жадвалдан фойдаланамиз. Куйидаги
ларга эга буламиз:

У о ~  1 > / ( а о> Уо) = 0, 
у\]) = 1, f(x1,y\") =  0,5 0,1 - 1 = 0,05.

(5.18) формула буйича ^уйидагини топамиз:

У\2 ] У о + ~  If (*о. У о) +  / (*i. ’ ft =

1 +  0,5 (O f  0,05) -0,1 = 1,0025.
Куйидагини ,\исоблаймиз: f(xu у\1]) — 0,5 0,1 • 1,0025 = 0,0501. 

У  холда (5 19) формула буйича ушбу га эга буламиз: 
y(ii] = Уо +  0,5 I/ (л0, у0) 4- f(xlt i/?)]h  =

= 1 +  0,5 (0 + 0,0501) -0,1 = 1,0025.
Шундай килиб, 0,001 гача аникликда

У\2) = y f} ~  1,0025.
Хисоблашларни да пом эгтирамиз ва натижаларпи куйидаги жадвалга 
ёзамиз:

i X ■
t yi

/(*.. i,.) Hxi, Vi )h
* !• exr

0 0 //о =  1 0 0 1

i 0,1 у Р  ----- У ?  =  lh  -  1,0025 0,0501 0,0050 1,0025

2 0,2 tj£ )  =  ■= //2 =  1,0100 0,1010 0,0101 1,0100

3 0,3 =  ,J32> ^  ,h  =  1,0227 0,1534 0,0153 1,0227
4 0,4 /Д3) =  ///, =  '/4 =  « ,°408 0,2661 0,0266 1,0645

5 0,5 =  /,[?> =  ;/5 =  1 ,0646 0,3283 0,0328 1,0942

G 0,6 //-’> =  ,/;1) =  «- =  1,0943 t) 6 0,3283 0,0328 1,0942

7 0,7 —  i j j —  1,1305 0.3957 0,0396 1,1303

8 0,8 (-) _  (̂■•!) —- //8 =  1,1738 0,4695 0,0470 1,1735

9 0,9 !/“ > =  »№ -  U, =  1.2218у  у ^9 » 0,5512 0,0551 1,2244

10 1,0 (3) =  «<*)= '/10 =  1,2845//lo ю
1,2840
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Берилган if  — 0,5 ху теигламанинг аник кийматини топши мум- 
кин (узгарувчилари ажралган тенглама). У  у — ех* * куринншга эга, бу 
функциянинг кийматлари тузилган жадвалнинг охнрги устунига жой- 
лаштирилган. yi нинг иккала жадвалдагн кийматларини (Эйлер усу
ли ва Рунге — Кутта усули) таккрслаб, Рунге — Кутта усули Эйлер 
усулига Караганда яхшнрок иатижа олишга имкон беради, деган ху- 
лосага келамиз.

У з-у з и н и  т е к ш и р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал теигламанинг ечими деб нимага айтиладн?
2. Биринчи тзртибли дифференциал тенгламалар учун Коши мгсаласи 

нимадан иборат?
3. Эйлер усулини баён этинг.
4. Рунге — Кутта усулини баён этинг.
5. Эйлер ва Рунге — Кутта усулларидан фойдаланиб, куйидаги тенглэма- 

кинг [0, ]] кесмадаги 0,1 ^адам билан хусусий ечимларининг такрибий ^ий- 
матлари жадвалини тузинг:

я) у’ х2 — 0,3 у* +  ], уф) =  0 
<0,01 гача аннцлкк билан);

б) у — — 2 ху2, у (0) =  1 
(0,001 гача аниклик билан).
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