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Ïðåäèñëîâèå ê ÷åòâåðòîìó èçäàíèþ

Íåîáõîäèìîñòü íîâîãî èçäàíèÿ âûçâàíà ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî çàäà÷-
íèêîâ â áèáëèîòåêå ñòàëî íåäîñòàòî÷íî. Êðîìå òîãî, â ïðîöåññ ðàáîòû
ñ êíèãîé âñåãäà âûÿâëÿþòñÿ âñå-òàêè äîïóùåííûå îïå÷àòêè è, ãëàâíîå,
êàêèå-òî, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, òðåáóþùèå èñïðàâëåíèÿ íåäîðàáîòêè. Ïî-
ýòîìó íîâîå èçäàíèå íå åñòü êîïèÿ ïðåäûäóøåãî. Íóìåðàöèÿ è ÷èñëî
ãëàâ è ðàçäåëîâ ñîõðàíèëèñü, íî íåêîòîðûå ðàçäåëû ïåðåðàáîòàíû, äî-
ïîëíåíû è ïîïîëíåíû íîâûìè çàäà÷àìè. Çà èñêëþ÷åíèåì ðàçäåëà 1.2,
íîâûå çàäà÷è äîáàâëåíû ïîñëå óæå èìåâøèõñÿ, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè
ñîõðàíèòü íóìåðàöèþ çàäà÷ è ïðååìñòâåííîñòü èçäàíèé.

Îñíîâíûå èçìåíåíèÿ êîñíóëèñü ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå 1.2
(êîìëåêñíûå ÷èñëà) ðàñøèðåíî òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå è äîáàâëåíû íî-
âûå çàäà÷è. Ñóùåñòâåííî ïåðåðàáîòàí ðàçäåë 5.2: ïîÿâèëèñü óäîáíûå
ñâîäíûå òàáëèöû ñ ðàçëè÷íûìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, äî-
áàâëåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî íîâûõ çàäà÷. Äîïîëíåí ðàçäåë 7.4 î æîðäà-
íîâûõ ôîðìàõ.

Âñå çàìå÷åííûå îïå÷àòêè èñïðàâëåíû, íî áîðüáà ñ íèìè ïðîäîëæà-
åòñÿ, è àâòîðû ïî-ïðåæíåìó áóäóò ïðèçíàòåëüíû âñåì âíèìàòåëüíûì
÷èòàòåëÿì, êîòîðûå èõ çàìåòÿò è äîâåäóò äî ñâåäåíèÿ àâòîðîâ.

Àâòîðû, 2013
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Ïðåäèñëîâèå ê òðåòüåìó èçäàíèþ

Èçíà÷àëüíî ýòî ïîñîáèå çàäóìûâàëîñü êàê ñáîðíèê çàäà÷ ïî îñíîâàì
ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, çíàêîìñòâî ñ êîòîðûìè
äîëæåí (ïî çàìûñëó àâòîðîâ) ïîääåðæèâàòü ëþáîé óâàæàþùèé ñåáÿ ñòó-
äåíò ÍÃÒÓ. Ïî ìåðå ñîçäàíèÿ ñáîðíèêà âîçíèêëà âåñüìà ïðîäóêòèâíàÿ
èäåÿ � â íà÷àëå êàæäîãî ðàçäåëà ïîìåñòèòü ìèíèìóì òåîðåòè÷åñêèõ
ñâåäåíèé, à òàêæå ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷. Îïÿòü-òàêè ïî çàìûñëó àâ-
òîðîâ, ýòî äîëæíî ñïîñîáñòâîâàòü âûðàáîòêå ñòóäåíòàìè íàâûêîâ, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ è ïî âîçìîæíîñòè óñïåøíîé ñäà÷è ýêçàìåíà.
Â ðåçóëüòàòå âíåäðåíèÿ ýòîé èäåè è åå ðàçâèòèÿ (â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ
óïîìÿíóòîãî âûøå �ìèíèìóìà�) îáúåì êíèãè âûðîñ áîëåå ÷åì âäâîå, ÷òî,
â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèëî èìåíîâàòü åå óæå íå ïðîñòî ñáîðíèêîì çàäà÷, à
ó÷åáíûì ïîñîáèåì.

Ñòðóêòóðà ýòîãî ïîñîáèÿ è ñâÿçè ìåæäó ðàçäåëàìè èçîáðàæåíû íà
ñëåäóþùåé ñõåìå. Â ãëàâå 1 ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè (ìíîæåñòâà, ÷èñëîâûå ïîëÿ, ìíîãî÷ëåíû), áåç êîòî-
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ðûõ äàëüíåéøåå ïëàâàíèå â ìîðÿõ ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ åñëè íå
ñîâñåì íåâîçìîæíûì, òî óæ íàâåðíÿêà ÷ðåçâû÷àéíî çàòðóäíèòåëüíûì.
Êîíå÷íî, ýòè ðàçäåëû ïðåäñòàâëÿþò èçâåñòíûé èíòåðåñ è ñàìè ïî ñåáå
â ÷èñòîì âèäå. Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå èìååì âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåòü èõ
ïîäðîáíåå, ïîýòîìó ãëàâà 1 ñîäåðæèò ëèøü ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûå �îñ-
íîâû îñíîâ�. Â ãëàâå 2 ÷èòàòåëü çíàêîìèòñÿ ñ ïîíÿòèÿìè ìàòðèöû è îïðå-
äåëèòåëÿ, à òàêæå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ
áàçîâûìè è íåîáõîäèìûìè. Ýòè ïîíÿòèÿ ïî ñóòè ñâîåé íå ñëîæíû, õîòÿ
îáû÷íî ïðè èõ èçó÷åíèè âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå çàòðóäíåíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ íåêîòîðîé íåîáû÷íîñòüþ è íåïðèâû÷íîñòüþ ìàòåðèàëà. Ïîâåðüòå,
ýòà íåîáû÷íîñòü âïîëíå îïðàâäàííà, ÷òî ñòàíåò ïîíÿòíî ïðè äàëüíåé-
øåì èçó÷åíèè ëèíåéíîé àëãåáðû è ìíîãèõ äðóãèõ íàóê. Â ãëàâàõ 3�4
ñîäåðæàòñÿ âàæíûå ñâåäåíèÿ èç æèçíè ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, â ãëà-
âå 5 îïèñûâàþòñÿ êðèâûå è ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò. å. ïðÿìûå
è ïëîñêîñòè. Ãëàâà 6 çàâåðøàåò îçíàêîìëåíèå ÷èòàòåëÿ ñ ñèñòåìàìè ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî åå ìîæíî ÷èòàòü íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå
âòîðîé. Ïîñëåäíèå ãëàâû 7�9 íà÷èíàþò çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ òåì, ÷òî
íà ñàìîì äåëå è íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðîé. Ýòî ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà, ëèíåéíîãî è åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, êâàäðàòè÷íîé ôîðìû,
à òàêæå íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ. Ê ýòèì ãëàâàì ðåêîìåíäóåòñÿ ïðè-
ñòóïàòü òîëüêî ïîñëå îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ïðåäûäóùèõ ãëàâ.

Êàæäàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïðèìåðû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷; ðåøåíèÿ
çàêàí÷èâàþòñÿ êâàäðàòèêîì ( ) â êîíöå. Íîâûå òåðìèíû, îïðåäåëÿå-
ìûå â òåêñòå, âûäåëÿþòñÿ êóðñèâîì. Çíà÷îê .=, âñòðå÷àþùèéñÿ â òåêñòå,
ñëåäóåò ÷èòàòü �ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ� èëè �ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ�.
Ðàâåíñòâà èëè óñëîâèÿ, îáúåäèíåííûå ôèãóðíîé ñêîáêîé, ñ÷èòàþòñÿ âû-
ïîëíåííûìè îäíîâðåìåííî, òîãäà êàê åñëè îíè îáúåäèíåíû êâàäðàòíîé
ñêîáêîé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî
èç íèõ. Æèðíûì øðèôòîì â òåêñòå âûäåëÿþòñÿ êëþ÷åâûå ñëîâà, íà
êîòîðûå ñëåäóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå. Êðîìå òîãî, äëÿ îáëåã÷åíèÿ
óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà òåêñò ñíàáæåí ìíîãî÷èñëåííûìè ñíîñêàìè. Ïîìèìî
òðàäèöèîííûõ ñíîñîê1, ñîäåðæàùèõ íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ê òåêñòó, ÷è-
òàòåëü âñòðåòèò åùå ñíîñêè äðóãîãî òèïà. Îíè êàê íåëüçÿ áîëåå ñåðüåçíû
è ñîäåðæàò ñëîæíûå ïðèìåðû, çàìå÷àíèÿ è óãëóáëåííûå ðàçúÿñíåíèÿ,
êîòîðûå ìîæíî ïðîïóñòèòü ïðè ïåðâîì (à èíîãäà è ïðè âòîðîì) ÷òåíèè.
Òàêèå ñíîñêè âûäåëÿþòñÿ æèðíûì øðèôòîì2 . Çàäà÷è ïîâûøåííîé
ñëîæíîñòè ïîìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé.

1Ïîñòàðàéòåñü íå ïóòàòü íîìåð ñíîñêè ñ âåðõíèì èíäåêñîì.
2Íå ðàññòðàèâàéòåñü, åñëè âàì íå âñå ïîíÿòíî â ñíîñêå òàêîãî âèäà.



Îñòàëîñü òîëüêî ïîæåëàòü óñïåõîâ â èçó÷åíèè ýòîé ñåðüåçíîé íàóêè,
÷òî ìû è äåëàåì. Íàäååìñÿ, ÷òî ýòî ïîñîáèå äåéñòâèòåëüíî ïîìîæåò âàì
â äîñòèæåíèè ýòîé öåëè. Óäà÷è!

Àâòîðû, 2006



Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

1.1. Ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâîì ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâîëüíûõ
îáúåêòîâ. Îáúåêòû, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî, íàçûâàþòñÿ åãî ýëåìåíòà-
ìè. Çàïèñü a ∈ A (a 6∈ A) îçíà÷àåò: ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò (íå ïðèíàä-
ëåæèò) ìíîæåñòâó A.

Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì
è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅.

Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîì êîí-
òåêñòå ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì1 è îáîçíà÷àåòñÿ U .

Îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ: A = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn; A = {x ∈ M |α(x)} � ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ x ìíîæåñòâà M , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α(x).
Ïðèìåð 1. A = {x|x = 2n, n ∈ Z} � ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë.

Êâàíòîðû âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ

×àñòî ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ áûâàåò óäîáíî çàïèñûâàòü ñ ïî-
ìîùüþ ñïåöèàëüíûõ çíà÷êîâ � êâàíòîðîâ. Êâàíòîð âñåîáùíîñòè âû-
ãëÿäèò òàê: ∀ è ÷èòàåòñÿ �äëÿ ëþáîãî�. Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ (∃) ÷è-
òàåòñÿ �ñóùåñòâóåò�. Åñëè â öåïî÷êå êâàíòîðîâ âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë |, åãî
ñëåäóåò ÷èòàòü �òàêîé(-àÿ,-îå), ÷òî�.

Êâàíòîðû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀x ∈M
(
α(x)

)
: äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç ìíîæåñòâà M ñïðàâåäëèâî

ñâîéñòâî α(x).

∃x ∈ M
(
β(x)

)
: ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x èç ìíîæåñòâà M , äëÿ êîòî-

ðîãî âåðíî ñâîéñòâî β(x).

∃!x ∈M
(
β(x)

)
: ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x èç ìíîæåñòâà

M , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî β(x).

1Ìîæíî áûëî áû, êîíå÷íî, îïðåäåëèòü U êàê ìíîæåñòâî ÂÑÅÕ ýëåìåíòîâ,
íî òàêîå îïðåäåëåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ íåêîð-
ðåêòíî, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê çíàìåíèòîìó ïàðàäîêñó Á. Ðàññåëà.
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Ïðèìåð 2. Âûðàæåíèå ∃M > 0|∀x ∈ D
(
f(x) < M

)
÷èòàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà x ìíîæåñòâà D âûïîëíÿåòñÿ f(x) < M .

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, åñëè
∀x ∈ A

(
x ∈ B

)
. Îáîçíà÷åíèå: A ⊆ B.

Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè2 , åñëè A ⊆ B è B ⊆ A.
Îáîçíà÷åíèå: A = B.

Åñëè A ⊆ B è A 6= B, ïèøåì A ⊂ B.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Îáúåäèíåíèåì (ñóììîé) ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå êàê ýëåìåíòû A, òàê è ýëåìåíòû B:

A ∪B = {x|x ∈ A èëè x ∈ B}.

Ïåðåñå÷åíèåì (ïðîèçâåäåíèåì) ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùåå òîëüêî ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèåA èB îäíîâðåìåííî:

A ∩B = {x|x ∈ A è x ∈ B}.

Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýëå-
ìåíòû A è íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòû B:

A \B = {x|x ∈ A è x /∈ B}.

Äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå
ýëåìåíòû óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U , êðîìå ýëåìåíòîâ A:

A = U \ A = {x|x /∈ A}.

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå
ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð:

A×B = {〈x, y〉|x ∈ A è y ∈ B}.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ñ ïîìîùüþ òðåóãîëüíûõ ñêîáîê ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü êàê ðàç óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû.

2Ðàçóìååòñÿ, åñëè A è B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, òî èõ ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
îíè ñîäåðæàò îäíè è òå æå ýëåìåíòû. Õîòÿ ýòî æå âåðíî è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ, äëÿ ïîñëåäíèõ ïîýëåìåíòíîå ñðàâíåíèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A×A îáîçíà÷àþò òàêæå A2, A×A×A = A3

è ò. ä.3

Äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè óäîáíî äëÿ íàãëÿäíîñòè äåìîíñòðèðîâàòü
íà òàê íàçûâàåìûõ äèàãðàììàõ Ýéëåðà�Âåííà. Íà íèõ óíèâåðñàëüíîå
ìíîæåñòâî U àññîöèèðóåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê êâàäðàòà, à ðàññìàòðè-
âàåìûå ìíîæåñòâà � ñ åãî ïîäìíîæåñòâàìè, òðàäèöèîííî èçîáðàæàåìû-
ìè â âèäå êðóãîâ.

��
��U

A ��
��U

A ��
��U

A ��
��U

A
"!
# 
B "!

# 
B "!

# 
B

A ∪B A ∩B A \B A

×èñëîâûå ìíîæåñòâà

N = {0, 1, 2, . . . , n, . . .} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

∀x, y ∈ N
(
x+ y ∈ N, x · y ∈ N

)
(ãîâîðÿò, ÷òî N çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ).
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

∀x, y ∈ Z
(
x + y ∈ Z, x − y ∈ Z, x · y ∈ Z

)
, ò. å. Z çàìêíóòî óæå

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ.
Q = {x|x =

p

q
, p, q ∈ Z, q 6= 0} � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

= � ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè.

R = Q ∪ = � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (èëè äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåë.
Åñëè P � ëþáîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, òî P+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë èç P, à P∗ � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ
÷èñåë èç P:

P+ = {x ∈ P|x ≥ 0}, P∗ = P \ {0}.

Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.
3Íà ñàìîì äåëå, åñëè ïîäõîäèòü ôîðìàëüíî, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì, ò. å. A × (B × C) 6= (A × B) × C. Íî äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî
A×B×C � ýòî ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê, A×B×C×D � ìíîæåñòâî óïî-
ðÿäî÷åííûõ ÷åòâåðîê è ò. ä. Ýòî äàñò íàì çàêîííîå îñíîâàíèå ïèñàòü An ∀n ≥ 2.
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Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü òîæäåñòâî A ∩B = A ∪B.
Ðåøåíèå

à) Äîêàæåì, ÷òî åñëè x ∈ A ∩B, òî x ∈ A ∪B.
x ∈ A ∩B ⇒ x ∈ U è x 6∈ A ∩B ⇒ x 6∈ A èëè x 6∈ B ⇒

x ∈ A èëè x ∈ B ⇒ x ∈ A ∪B,
òàêèì îáðàçîì, A ∩B ⊆ A ∪B.
á) Äîêàæåì, ÷òî åñëè x ∈ A ∪B, òî x ∈ A ∩B.
x ∈ A ∪B ⇒ x 6∈ A èëè x 6∈ B ⇒ x 6∈ A ∩B ⇒ x ∈ A ∩B,

òàêèì îáðàçîì, A ∪ B ⊆ A ∩B è, ñëåäîâàòåëüíî, A ∩B = A ∪ B, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1.1. Çàäà÷è

1. Ïåðå÷èñëèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ:
à) A = {x ∈ N|x2 − 3x− 4 ≤ 0};
á) B =

{
x ∈ Z

∣∣∣∣∣14 ≤ 2x < 5

}
;

â) A ∪B; ã) A ∩B; ä) A \B; å) B \ A.
2. Äàíû ìíîæåñòâà: A = (−1, 2]; B = [1, 4). Íàéäèòå ìíîæåñòâà:
à) A ∪B; á) A ∩B; â) A \B; ã) B \ A.
3. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà:
à) {(x, y)|x2 − y2 > 0;x, y ∈ R};
á) {(x, y)|y2 ≥ 2x+ 1, x, y ∈ R}.
4. Ïåðå÷èñëèòå ýëåìåíòû äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ A è B,

åñëè A = {1, 2, 4}, B = {a, b}.
5. Äàíû ìíîæåñòâà: A = {x ∈ Z|x2 − 2x − 15 ≤ 0}, B = {2x|x ∈ Z},

C = {2x + 1|x ∈ Z}. Ïåðå÷èñëèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A, A ∩ B, A ∩ C,
A \B, A \ C, B ∪ C, B ∩ C.
6. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà, èñïîëüçóÿ òîëüêî îïðåäåëåíèÿ

îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè:
à) A \B = A ∩B;
á) B ∩ (A \B) = ∅;
â) B ∪ (A \B) = A ∪B;
ã) A ∪ A = U ;
ä) A ∩ A = ∅.
Ïðîèëëþñòðèðóéòå èõ ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà4 .
7. Ïåðå÷èñëèòå âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A:
à) A = {{1, 2}, {3}, 1};
á) A = {{1}, {2}, 1, 2}.
4Çàìåòèì, ÷òî ñàìó èëëþñòðàöèþ ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà íèêàê

íåëüçÿ ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâîì, îíà ñëóæèò òîëüêî äëÿ íàãëÿäíîñòè.
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1.2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. ×èñëîâûå ïîëÿ

Ìíèìîé åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
.
ı òàêîå, ÷òî

.
ı2 = −1.

Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà
z = x+

.
ıy, ãäå x, y � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè ýòîì

x = Re z � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,
y = Im z � ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Âåùåñòâåííîå ÷èñëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ

íóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðîå îáî-
çíà÷àåòñÿ C. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò òàêæå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ íóëåâîé
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

Îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå

1) Ñëîæåíèå:

z1 + z2 = (x1 +
.
ıy1) + (x2 +

.
ıy2) = (x1 + x2) +

.
ı(y1 + y2).

Ïðèìåð 4. (2 + 3
.
ı) + (5− 2

.
ı) = 7 +

.
ı.

2) Óìíîæåíèå:

z1z2 = (x1 +
.
ıy1)(x2 +

.
ıy2) = x1x2 +

.
ıy1x2 +

.
ıx1y2 +

.
ı2y1y2 =

= (x1x2 − y1y2) +
.
ı(x1y2 + x2y1).

.
ı2 = −1;

.
ı3 = −1

.
ı = − .

ı;
.
ı4 = 1, . . . ,

.
ın =

.
ı4k

.
ır =

.
ır, ãäå n = 4k + r è

r ∈ {0, 1, 2, 3}.
Ïðèìåð 5.

.
ı103 =

.
ı100 .ı3 =

.
ı3 = − .

ı.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà z = x+

.
ıy è z = x− .

ıy íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè

(èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè). Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî
ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë âñåãäà åñòü ÷èñëî âåùåñòâåííîå (è äàæå íåîòðèöà-
òåëüíîå):
z · z = (x+

.
ıy)(x− .

ıy) = x2 + y2 ∈ R+.
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3) Äåëåíèå5:

z1

z2
=
x+

.
ıy

u+
.
ıv

=
(x+

.
ıy)

(u+
.
ıv)

(u− .
ıv)

(u− .
ıv)

=
xu+

.
ıyu− .

ıxv − .
ı2yv

u2 + v2
=

=
xu+ yv

u2 + v2
+

.
ı
yu− xv
u2 + v2

.

Ìåæäó ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ïëîñêîñòüþ xOy ëåãêî óñòà-
íîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå: êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó
z = x+

.
ıy ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàM(x, y), ðàäèóñ-âåêòîð OM êî-

òîðîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì êîìïëåêñíîãî ÷èñ-

ëà z.
Ïëîñêîñòü xOy, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàçû-

âàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, îñü Ox � äåéñòâèòåëüíîé îñüþ (è ïî-
ýòîìó îáîçíà÷àåòñÿ Re), Oy � ìíèìîé îñüþ (è îáîçíà÷àåòñÿ Im).

Ïóñòü M(x, y) � òî÷êà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì:
|OM | = r; (

̂
OM,Ox) = ϕ.

-

6

�
��

�
��

��*

ϕ
6

R

O x

y q
qr

Im

Re

M(x, y)

×èñëî r =
√
x2 + y2 =

√
zz íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = x+
.
ıy è îáîçíà÷àåòñÿ |z|.

Óãîë ϕ, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè
Ox ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äî ñîâìåùåíèÿ åå ñ OM , íàçûâàåòñÿ àðãó-
ìåíòîì6 êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ Arg z. Êàê è ëþáîé
óãîë, Arg z îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñëà
îáîðîòîâ 2πk, k ∈ Z. Çíà÷åíèå −π < Arg z ≤ π íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì

çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è îáîçíà÷àåòñÿ arg z.
Åñëè ϕ = Arg z, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

cosϕ =
x√

x2 + y2
; sinϕ =

y√
x2 + y2

;

5Íà ïðàêòèêå íå ñòîèò, êîíå÷íî, çàïîìèíàòü ýòó ãðîìîçäêóþ ôîðìóëó. Çàïîìíèòå ëó÷øå
ñàì ìåòîä: äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò êîìïëåêñíîãî çíàìåíàòåëÿ, ñëåäóåò óìíîæèòü
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå çíàìåíàòåëþ, ÷òî è áûëî ïðîäåëàíî ïðè
âûâîäå ýòîé ôîðìóëû.

6Àðãóìåíò âñåãäà èçìåðÿåòñÿ â ðàäèàíàõ.
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x = r cosϕ; y = r sinϕ.

Ïðè ïîäñòàíîâêå äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ â àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó
ïîëó÷àåòñÿ
z = x +

.
ıy = r cosϕ +

.
ır sinϕ = r(cosϕ+

.
ı sinϕ) � òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Îáîçíà÷èì: cosϕ+

.
ı sinϕ = e

.
ıϕ � ôîðìóëà Ýéëåðà.

Ñ ó÷åòîì ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåòñÿ
z = re

.
ıϕ � ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ïðèìåð 6. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = 1− .
ı â òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìàõ.
Ðåøåíèå. Íàõîäèì r =

√
2, cosϕ = 1√

2
, sinϕ = − 1√

2
, îòêóäà ϕ =

= −π4 . Çàìåòèì, ÷òî îäíîãî òîëüêî ðàâåíñòâà cosϕ = 1√
2
íåäîñòàòî÷íî

äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå âèäà cosx = a ìîæåò
èìåòü äâà ðåøåíèÿ èç (−π, π].

Òåïåðü ïîëó÷àåì:
z =
√

2
(
cos

(
−π4

)
+

.
ı sin

(
−π4

))
� òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà,

z =
√

2 · e−π4
.
ı � ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà.

Îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìàõ

Ïóñòü z1 = r1(cosϕ1 +
.
ı sinϕ1) = r1e

.
ıϕ1 è z2 = r2(cosϕ2 +

.
ı sinϕ2) =

= r2e
.
ıϕ2, à z = r(cosϕ+

.
ı sinϕ).

1) Óìíîæåíèå:

z1z2 = r1r2

(
cos(ϕ1 + ϕ2) +

.
ı sin(ϕ1 + ϕ2)

)
, èëè z1z2 = r1r2e

.
ı(ϕ1+ϕ2).

2) Äåëåíèå:
z1
z2

= r1
r2

(
cos(ϕ1 − ϕ2) +

.
ı sin(ϕ1 − ϕ2)

)
, èëè z1

z2
= r1
r2
e
.
ı(ϕ1 − ϕ2).

3) Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü:
zn = rn(cosnϕ+

.
ı sinnϕ) = rne

.
ınϕ � ôîðìóëà Ìóàâðà.

4) Èçâëå÷åíèå êîðíÿ:
n
√
z = n
√
r
(
cos ϕ+ 2kπ

n +
.
ı sin ϕ+ 2kπ

n

)
= n
√
r ·e

.
ıϕ+2kπ

n , ãäå k = 0, 1, . . . ,

n− 1.

Ïðèìåð 7. Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) (1− .
ı)8 =

(√
2e−

π
4

.
ı
)8

= 16e−2π
.
ı = 16

(
cos(−2π) +

.
ı sin(−2π)

)
= 16.

2) 4
√

1− .
ı =

4
√√

2 · e−π4
.
ı = 8
√

2 · e
−π4 +2kπ

4

.
ı;
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(k = 0) w1 = 4
√

1− .
ı = 8
√

2 · e− π
16

.
ı = 8
√

2

(
cos

(
− π

16

)
+

.
ı sin

(
− π

16

))
;

(k = 1) w2 = 4
√

1− .
ı = 8
√

2 · e 7π
16

.
ı = 8
√

2

(
cos 7π

16
+

.
ı sin 7π

16

)
;

(k = 2) w3 = 4
√

1− .
ı = 8
√

2 · e 15π
16

.
ı = 8
√

2

(
cos

15π
16

+
.
ı sin

15π
16

)
;

(k = 3) w4 = 4
√

1− .
ı = 8
√

2 · e 23π
16

.
ı = 8
√

2

(
cos

23π
16

+
.
ı sin

23π
16

)
.

-

6

XXXXXXz

XXX
XXXy

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
��

Re

Im

8
√

2•

w1

w4

w3

w2

− π
16

23π
16

15π
16

7π
16

Îñîáûå ñëó÷àè: àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî è ñóììû

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû Ìóàâðà äëÿ âîçâåäåíèÿ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà â ñòåïåíü èëè èçâëå÷åíèÿ èç íåãî êîðíÿ îñíîâíàÿ ïðîáëåìà �
çàïèñàòü ÷èñëî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ò. å. íàéòè åãî ìîäóëü è
àðãóìåíò. Åñëè ÷èñëî çàäàíî â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå, òî ñ íàõîæäåíè-
åì ìîäóëÿ ïðîáëåì íå âîçíèêàåò (íàïîìèíàåì, ÷òî ìîäóëü êîìïëåêñíî-
ãî ÷èñëà ðàâåí êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ñóììû êâàäðàòîâ âåùåñòâåííîé
è ìíèìîé ÷àñòåé ÷èñëà). Íåñëîæíî òàêæå îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñèíóñà
è êîñèíóñà àðãóìåíòà. Íî äëÿ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû
Ìóàâðà íàì òðåáóåòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, íàõîæäåíèå êîòîðîãî
ìîæåò áûòü çàòðóäíèòåëüíî, åñëè çíà÷åíèÿ êîñèíóñà è ñèíóñà íå òàá-
ëè÷íûå. Íèæå ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ïðèìåðîâ ðåøåíèÿ ýòîé
ïðîáëåìû â íåêîòîðûõ îñîáûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð 8. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ z12, ãäå z = (1 +
.
ı)(1 +

.
ı
√

3).
Ðåøåíèå. Äàâàéòå ñíà÷àëà ïîïðîáóåì ïåðåìíîæèòü ÷èñëà (1 +

.
ı) è

(1 +
.
ı
√

3):

(1 +
.
ı)(1 +

.
ı
√

3) = 1 +
.
ı+

.
ı
√

3−
√

3 = (1−
√

3) +
.
ı(1 +

√
3).

Ìîäóëü ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí

r =
√

(1−
√

3)2 + (1 +
√

3)2 =
√

1− 2
√

3 + 3 + 1 + 2
√

3 + 3 =
√

8 = 2
√

2.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà ϕ íàéäåì åãî êîñèíóñ è ñèíóñ:
cosϕ =

1−
√

3

2
√

2
,

sinϕ =
1 +
√

3

2
√

2
.

Êàê âèäèì, çíà÷åíèÿ êîñèíóñà è ñèíóñà íå òàáëè÷íûå, òî÷íîå çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà âû÷èñëèòü çàòðóäíèòåëüíî. Çàìåòèì, ÷òî ìîäóëè è àðãóìåíòû
ìíîæèòåëåé z1 = 1 +

.
ı è z2 = 1 +

.
ı
√

3 íàéòè íåñëîæíî:

r1 = |z1| =
√

12 + 12 =
√

2; cosϕ1 =
1√
2
, sinϕ1 =

1√
2

; ϕ1 =
π

4
;

r2 = |z2| =
√

12 +
√

3
2

= 2; cosϕ2 =
1

2
, sinϕ2 =

√
3

2
; ϕ1 =

π

3
.

Òåïåðü ìû ìîãëè áû íåçàâèñèìî âîçâåñòè êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé â
äâåíàäöàòóþ ñòåïåíü è ïåðåìíîæèòü ðåçóëüòàòû, íî ìû ïîéäåì äðóãèì
ïóòåì. Âñïîìíèì, ÷òî ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäó-
ëåé, à àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñóììå àðãóìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì,

r = |z| = 2
√

2, ϕ =
π

4
+
π

3
=

7π

12
.

Â èòîãå èìååì

z12 =

[
2
√

2

(
cos

7π

12
+

.
ı sin

7π

12

)]12

= (
√

8)12 (cos 7π +
.
ı sin 7π) =

= 218(−1 +
.
ı · 0) = −218.

Ïðèìåð 9. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ z27, ãäå z = −
√

3 +
.
ı

1 +
.
ı

.
Ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, åñëè ïðåäñòàâèòü ÷èñëî

z â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå è ïîïûòàòüñÿ ïåðåâåñòè â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ
ôîðìó, òî çíà÷åíèÿ êîñèíóñà è ñèíóñà àðãóìåíòà îêàæóòñÿ íå òàáëè÷íû-
ìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè òàêîé ïðîáëåìû
íå âûçûâàþò. Îáîçíà÷èâ ÷èñëèòåëü ÷åðåç z1 è çíàìåíàòåëü ÷åðåç z2, ïî-
ëó÷èì

r1 = |z1| =
√√

3
2

+ 12 = 2; cosϕ1 = −
√

3

2
, sinϕ1 =

1

2
; , ϕ1 =

5π

6
;

r2 = |z2| =
√

12 + 12 =
√

2; cosϕ2 =
1√
2
, sinϕ2 =

1√
2

; , ϕ2 =
π

4
.
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Âñïîìíèâ, ÷òî ìîäóëü ÷àñòíîãî ðàâåí ÷àñòíîìó ìîäóëåé, à àðãóìåíò
÷àñòíîãî ðàâåí ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ, ïîëó÷èì

|z| = 2√
2

=
√

2, arg z =
5π

6
− π

4
=

7π

12
.

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ìóàâðà:

z27 =

[√
2

(
cos

7π

12
+

.
ı sin

7π

12

)]27

= (
√

2)27
(

cos
27 · 7π

12
+

.
ı sin

27 · 7π
12

)
=

= (
√

2)27
(

cos
63π

4
+

.
ı sin

63π

4

)
= 213

√
2

√2

2
− .
ı

√
2

2

 = 213(1− .
ı).

Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (
√

2 + 1 +
.
ı)8.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ìîäóëü ÷èñëà â ñêîáêàõ: r =
√

(
√

2 + 1)2 + 12 =

=
√

4 + 2
√

2. Çíà÷åíèÿ êîñèíóñà è ñèíóñà àðãóìåíòà îïÿòü íå òàáëè÷-
íûå. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî â ñêîáêàõ â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë: z1 =

√
2 è

z2 = 1 +
.
ı. Ïðî ýòè äâà ÷èñëà ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùåå:

à) èõ ìîäóëè ñîâïàäàþò:

|z1| =
√√

2
2

+ 02 =
√

2; |z2| =
√

12 + 12 =
√

2;

á) èõ àðãóìåíòû ëåãêî îïðåäåëèòü (çíà÷åíèÿ êîñèíóñà è ñèíóñà ïîëó-
÷àþòñÿ òàáëè÷íûìè):

cosϕ1 =

√
2√
2

= 1; sinϕ1 =
0√
2

= 0; ϕ1 = 0;

cosϕ2 =
1√
2

; sinϕ2 =
1√
2

; ϕ2 =
π

4
.

Â ýòîé ñèòóàöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà èõ ñóììû ìîæíî ïðèìå-
íèòü ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ÷èñåë â âèäå âåêòîðîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
(ðèñ. 1.1, à). Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èõ ñóììû áóäåò ñîâ-
ïàäàòü ñ ñóììîé ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ. Èçîáðàçèì ýòó ñóììó ïî
ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà (ðèñ. 1.1, á).

Ïîñêîëüêó äàííûé ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì (òàê êàê ìîäóëè
z1 è z2 ñîâïàäàþò), åãî äèàãîíàëü áóäåò áèññåêòðèññîé ñîîòâåòñòâóþùåãî

óãëà. Òàêèì îáðàçîì, ϕ =
1
2
ϕ2 =

π
8
.

Òåïåðü ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ìóàâðà:

(z1+z2)
8 =

[√
4 + 2

√
2

(
cos

π

8
+

.
ı sin

π

8

)]8

=
(√

4 + 2
√

2
)8

(cosπ+
.
ı sin π) =

16



Re

Im

z1

z2

1
√

2

1

ϕ2

à

Re

Im

z1

z2

1
√

2

1

ϕ

á

Ðèñ. 1.1: Âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ ïðèìåðà 10.

= (4 + 2
√

2)4(−1 + 0) = −(4 + 2
√

2)4.

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü äëÿ íàõîæäåíèÿ àðãóìåíòà ϕ ñóììû äâóõ ÷èñåë z1 è z2 ñ ðàâíûìè
ìîäóëÿìè (è èçâåñòíûìè àðãóìåíòàìè ϕ1 è ϕ2):

åñëè |z1| = |z2|, òî ϕ =
ϕ1 + ϕ2

2
.

Re

Im
z1 + z2

z1

z2

ϕ1

ϕ
ϕ2

Ïîíÿòèå ïîëÿ

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî F , ïðî ýëåìåíòû êîòîðîãî ìû íå
äåëàåì íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå F çàäàíû äâå áè-
íàðíûå îïåðàöèè, êîòîðûå òðàäèöèîííî íàçûâàåì ñëîæåíèåì è óìíîæå-
íèåì, õîòÿ îïÿòü-òàêè íå äåëàåì íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé îá óñòðîéñòâå
ýòèõ îïåðàöèé:

∀x, y ∈ F (∃(x+ y) ∈ F );
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∀x, y ∈ F (∃(x · y) ∈ F ),

ò. å. îïÿòü ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî F çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî F â ñîâîêóïíîñòè ñ îïåðàöèÿìè +, · ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: F = 〈F ; +, ·〉, ïðè ýòîì F íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì F .

Ãîâîðèì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïîëåì (èëè F ñ îïåðàöèÿìè +, · îáðàçóåò
ïîëå), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåâÿòü àêñèîì ïîëÿ:

1) ∀x, y, z ∈ F
(
(x+y)+z = x+(y+z)

)
� àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;

2) ∃0 ∈ F
(
∀x ∈ F (x+ 0 = 0 + x = x)

)
� ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ;

3) ∀x ∈ F
(
∃(−x) ∈ F (x + (−x) = (−x) + x = 0)

)
� ñóùåñòâîâàíèå

ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà;

4) ∀x, y ∈ F
(
x+ y = y + x

)
� êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;

5) ∀x, y, z ∈ F
(
(x · y) · z = x · (y · z)

)
� àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ;

6) ∃1 ∈ F
(
∀x ∈ F (x · 1 = 1 · x = x)

)
� ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû;

7) ∀x, y ∈ F
(
x · y = y · x

)
� êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ;

8) ∀x ∈ F \ {0}
(
∃x−1 ∈ F (x · x−1 = 1)

)
� ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî

ýëåìåíòà;

9) ∀x, y, z ∈ F
(
(x+ y) · z = x · z + y · z

)
� äèñòðèáóòèâíîñòü.

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç àêñèîì íå âûïîëíÿåòñÿ, òî F íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
Ïðèìåð 11. Èç ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ N è Z íå ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè7 ,

à Q, R è C ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðà-
çóþò ïîëÿ. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëÿìè (ò.å. Q, R è C),
íàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè ïîëÿìè.

1.2. Çàäà÷è

1. Âûïîëíèòå îïåðàöèè: à)
(

1− .
ı

1 +
.
ı

)3

; á)
( .
ı5 + 2
.
ı11 + 1

)2

;

â)
(1 + 3

.
ı5)(8− .

ı17)

(2 +
.
ı)2

; ã)
(2 +

.
ı)(4 +

.
ı)(13 +

.
ı)

1 +
.
ı5

; ä)

(5 +
.
ı)(7− 6

.
ı)

3 +
.
ı

2

.

7Ïîêàæèòå, ÷òî â ìíîæåñòâå N íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà 3, à â Z � àêñèîìà 8.
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2. Ïðåäñòàâüòå êîìïëåêñíûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçà-
òåëüíîé ôîðìå, èçîáðàçèòå òî÷êàìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

à) −2; á) 3
.
ı; â) 4; ã) 1− .

ı
√

3; ä) −
√

3
2

+
.
ı
2
; å) 1− .

ı
1 +

.
ı
.

3. Äàíû ÷èñëà z1 = 1− .
ı
√

3; z2 =
√

3 +
.
ı. Âû÷èñëèòå:

a)
(
z1

z2

)2

; á) z1 · z2; â)
z1

z2
− z1

z2
.

4. Âû÷èñëèòå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìóàâðà. Îòâåò çàïèøèòå â àëãåá-
ðàè÷åñêîé ôîðìå:

à) (1 +
.
ı)27;

á) (2
√

2− 2
√

6 · .ı)24;

â)

1 +
√

3 +
.
ı(
√

3− 1)

1 +
.
ı
√

3

20

;

ã) 2(1 +
√

3 · .ı)8 − 32(1 +
√

3 · .ı)4 + 128(1 +
√

3 · .ı)2.
5. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìóàâðà. Îòâåò

çàïèøèòå â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå:

à)
(

1 + cos
π
4

+
.
ı sin

π
4

)32

;

á)
(
(2 +

√
3)

.
ı− 1

)12
;

â)

1 +

√
3

2
+

.
ı

2

27

;

6. Íàéäèòå êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îòâåòû çàïèøèòå â àëãåá-
ðàè÷åñêîé ôîðìå è èçîáðàçèòå òî÷êàìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

à)
√

1; á) 3
√

1; â) 4
√

1; ã) 3
√
−64

.
ı; ä)

√
1− .

ı; å) 4
√
−4; æ) 3

√ .
ı;

ç) 3

√√√√8 + 24
.
ı

3− .
ı
; è) 6
√

1.

7. Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâà òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

à) |z| ≤ 3; á) 2 ≤ |z| ≤ 3; â) π
2
< ϕ < π; ã) −π

3
≤ ϕ ≤ π

3
;

ä) |z − z0| ≤ r; å) |z − 2
.
ı| < 1.

8. Ïðè êàêîì n ∈ N ÷èñëî (1 +
.
ı)6n ÿâëÿåòñÿ öåëûì ïîëîæèòåëüíûì?

öåëûì îòðèöàòåëüíûì? ìíèìûì ÷èñëîì?
9. Íàéäèòå âåùåñòâåííûå ÷èñëà x è y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì:
à) (5− 2

.
ı)x+ (−7 + 3

.
ı)y = 3 + 2

.
ı;

á) (3 + 2
.
ı)x+ (4 + 3

.
ı)y = 4− 3

.
ı.

10. Íàéäèòå âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå:
à) ñâîåìó êâàäðàòó,
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á) ñâîåìó êóáó.
11.∗ Äîêàæèòå, ÷òî åñëè z + z−1 = 2 cosϕ, òî zn + z−n = 2 cosnϕ.
12. Îáðàçóåò ëè äàííîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ïîëå îòíîñèòåëüíî ñòàí-

äàðòíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:
à) Z; á) Q; â) R; ã) Q[

√
2] = {p+ q

√
2|p, q ∈ Q};

ä) Z[
√

2] = {m+ n
√

2|m,n ∈ Z}; å) Z2 =

{
a
2n

∣∣∣∣ a ∈ Z, n ∈ N
}
;

æ) Z[
.
ı] = {x+ iy|x, y ∈ Z}?

1.3. Ìíîãî÷ëåíû è àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì) n-é ñòåïåíè íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå âèäà

Pn[x] = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0; (1.1)

a0, . . . , an ∈ P, an 6= 0, n ∈ N.

Ìû â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
R (ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) è íàä ïîëåì C (ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè).

×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà Pn[x] (ïèøåì: degPn[x] =
= n). Åñëè æå âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ðàâíû 0 (òàêîé ìíîãî-
÷ëåí P [x] ≡ 0 ìû íàçûâàåì íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì), òî ñ÷èòàåì, ÷òî
degP [x] = −∞.

Ïóñòü äàíû äâà ìíîãî÷ëåíà f [x] è g[x], deg f [x] = n ≥ deg g[x] = m.
Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q[x] è r[x] òàêèå, ÷òî

f [x] = g[x]q[x] + r[x], deg r[x] < deg g[x]. (1.2)

Ðàçëîæåíèå (1.2) íàçûâàåòñÿ äåëåíèåì ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíà f [x]
íà ìíîãî÷ëåí g[x]. Åñëè r[x] ≡ 0, ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f [x] äåëèòñÿ íà
g[x] áåç îñòàòêà.

Ìíîãî÷ëåí f [x] íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì èëè ïðèâîäèìûì íàä ïîëåì

P, åñëè íàéäóòñÿ äâà òàêèõ ìíîãî÷ëåíà p[x] è q[x] ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
P, ÷òî èõ ñòåïåíè ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè f [x] (ñòðîãî áîëüøå 0) è f [x] =
= p[x]q[x]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí f [x] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäè-

ìûì (íåðàçëîæèìûì) íàä ïîëåì P.
Ïîä ïîëíûì ðàçëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì P ïîíèìàþò ïðåä-

ñòàâëåíèå åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
P.
Êîðíåì ìíîãî÷ëåíà (1.1) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî x0 òàêîå, ÷òî Pn[x0] = 0.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû (òåîðåìà Ãàóññà). Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí

ñ ëþáûìè ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ìåíüøå

åäèíèöû, èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü, â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûé.

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåçó. Åñëè c1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Pn[x],
òî Pn[x] äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà äâó÷ëåí x− c1:

Pn[x] = (x− c1)Qn−1[x].

Ïî òîé æå ïðè÷èíå, åñëè c2 � âòîðîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Pn[x], òî

Qn−1[x] = (x− c2)Rn−2[x]

èëè
Pn[x] = (x− c1)(x− c2)Rn−2[x],

è ò. ä.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì Pn[x] = an(x− c1)(x− c2) · · · (x− cn) � ðàçëî-

æåíèå ìíîãî÷ëåíà Pn[x] íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, c1, . . . , cn � âñå êîðíè
ìíîãî÷ëåíà Pn[x]. Ñðåäè êîðíåé ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå. Ïîýòîìó ïîë-
íîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìååò âèä

Pn[x] = an(x− x1)
k1(x− x2)

k2 · · · (x− xm)km, k1 + · · ·+ km = n, (1.3)

ãäå x1, . . . , xm � âñå ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Pn[x]. Â ðàçëîæåíèè
(1.3) ÷èñëî ki íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ xi. Êîðåíü êðàòíîñòè 1
òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì.

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû Pn[x] an, an−1, . . . , a0 ∈ R (â ýòîì ñëó÷àå ãîâî-
ðèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn[x] � âåùåñòâåííûé) è zk = xk +

.
ıyk � åãî êîì-

ïëåêñíûé êîðåíü êðàòíîñòè s. Òîãäà zk = xk −
.
ıyk ñ íåîáõîäèìîñòüþ

òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Pn(z) òîé æå êðàòíîñòè s. Òàêèì
îáðàçîì, â ðàçëîæåíèè (1.3) èìååòñÿ äâà ìíîæèòåëÿ:

(x− zk)s(x− zk)s = (x2 + px+ q)s,

ãäå
p = −zk − zk = −xk −

.
ıyk − xk +

.
ıyk = −2xk ∈ R,

q = zk · zk = x2
k + y2

k ∈ R, D = p2 − 4q < 0.

Ïåðåìíîæèâ â ðàçëîæåíèè (1.3) ìíîæèòåëè, ñîäåðæàùèå êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûå êîðíè, ïîëó÷èì ïîëíîå ðàçëîæåíèå íàä ïîëåì äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë:

Pn[x] = an(x−x1)
k1 · · · (x−xl)kl(x2 +p1x+q1)

s1 · · · (x2 +prx+qr)
sr , (1.4)
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x1, . . . , xl ∈ R.
Ïðèìåð 12. Ðàçëîæèòü ïîëèíîì x6 − 16x3 + 64 íàä ïîëåì äåéñòâè-

òåëüíûõ è íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ðåøåíèå

x6 − 16x3 + 64 = (x3 − 8)2 = (x− 2)2(x2 + 2x+ 4)2 � ðàçëîæåíèå íàä
ïîëåì R.

Íàéäåì êîìïëåêñíûå êîðíè òðåõ÷ëåíà x2 + 2x+ 4:

x1,2 = −1±
√

3 · .ı.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

x6 − 16x3 + 64 = (x− 2)2(x+ 1−
√

3 · .ı)2(x+ 1 +
√

3 · .ı)2

� ðàçëîæåíèå íàä ïîëåì C.

Ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé â ñóììó ïðîñòåéøèõ

Ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

p[x]

q[x]
, (1.5)

ãäå p[x] è q[x] � ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç P. Åñëè ïðè ýòîì
âûïîëíåíî óñëîâèå deg p[x] < deg q[x], òî ôóíêöèÿ (1.5) íàçûâàåòñÿ ïðà-
âèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïîëèíîìà è ïðàâèëüíîé
ðàöèîíàëüíîé äðîáè (äîêàæèòå!).
Ïðîñòåéøåé äðîáüþ íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

p[x](
q[x]

)r ,
ãäå p[x] è q[x] � ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì P, ïðè÷åì q[x] íåðàçëîæèì íàä
ýòèì ïîëåì è deg p[x] < deg q[x].
Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïîëåì P ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì

P.
Ïóñòü (1.5) � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü è

q[x] = (q1[x])r1 · (q2[x])r2 · · · (qk[x])rk

� ïîëíîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè åå çíàìåíàòåëÿ íàä íåîáõîäèìûì
ïîëåì. Òîãäà â èñêîìîå ðàçëîæåíèå (1.5) â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé
áóäóò âõîäèòü äðîáè ñëåäóþùåãî âèäà:

s1[x]

q1[x]
,
s2[x]

(q1[x])2
, . . . ,

sr1[x]

(q1[x])r1
, . . . ,

trk[x]

(qk[x])rk
,
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ãäå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ s1[x], . . . , sr1[x], . . . , trk[x] îïðåäåëÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Â íàèáîëåå âàæíîì äëÿ íàñ ñëó÷àå ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ó÷åòîì
ðàçëîæåíèÿ çíàìåíàòåëÿ, êàê â (1.4), ïîëó÷àåì

1
an
P [x]

(x− x1)k1 . . . (x2 + p1x+ q1)s1 . . .
=

A1

(x− x1)
+ · · ·+ Ak1

(x− x1)k1
+ · · ·+

+
B1x+ C1

(x2 + p1x+ q1)
+ · · ·+ Bs1x+ Cs1

(x2 + p1x+ q1)s1
+ . . . (1.6)

Ñóììó ïðîñòûõ äðîáåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.6) ïðèâîäÿò ê îá-
ùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîñëå ÷åãî íàõîäÿò íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû
A1, . . ., Ak1, . . ., B1, . . ., Bs1, . . ., C1, . . ., Cs1, . . ., ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì
÷èñëèòåëåé.
Ïðèìåð 13. Ðàçëîæèòü íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëü-

íóþ äðîáü
x+ 1

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1

â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1 = (x4 − 2x3 + x2) + (x2 − 2x+ 1) =

= (x− 1)2x2 + (x− 1)2 = (x− 1)2(x2 + 1).

Èñõîäÿ èç âèäà ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèå äàííîé äðîáè â âèäå ñóììû
ïðîñòåéøèõ äðîáåé çàïèñûâàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x+ 1

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
, (1.7)

ãäå êîýôôèöèåíòûA,B,C,D ïîäëåæàò äàëüíåéøåìó îïðåäåëåíèþ. Ïðè-
âåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.7) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ

x+ 1

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
=
A(x− 1)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî ÷èñëèòåëåé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì çíà÷å-
íèè x. Ïîäñòàâèì â ÷èñëèòåëè x = 1:

1 + 1 = B(12 + 1); 2 = 2B; B = 1.

Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì:

x+1 = (A+C)x3 +(1−A−2C+D)x2 +(A+C−2D)x+(1−A+D), èëè
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A+ C = 0;
1− A− 2C +D = 0;
A+ C − 2D = 1;
1− A+D = 1;


A = −1/2;
C = 1/2;
D = −1/2,

ò. å. èñêîìîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä

x+ 1

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
= −

1
2

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

1
2
x− 1

2

x2 + 1
.

Ñõåìà Ãîðíåðà

Äëÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíà P [x] íà äâó÷ëåí x − x0 î÷åíü
óäîáíà òàê íàçûâàåìàÿ ñõåìà Ãîðíåðà. Ïóñòü

P [x] = anx
n+ · · ·+a1x+a0 = (bn−1x

n−1 + · · ·+b1x+b0)(x−x0)+r. (1.8)

Ïîëîæèì bn−1
.= an, à äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ (1.8) èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

bn−2
.= an−1 + x0bn−1, . . . , b0

.= a1 + x0b1, r
.= a0 + x0b1.

Ýòè ôîðìóëû óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû

an an−1 an−2 · · · · · · a1 a0

+ bn−1x0 bn−2x0 · · · · · · b1x0 b0x0

x0 bn−1 bn−2 bn−3 · · · · · · b0 r

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå èäåò ðåêóððåíòíî, íà÷èíàÿ îò ñòàðøèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ÷àñòíîãî ê ìëàäøèì è îñòàòêó.
Ïðèìåð 14. Èñïîëüçóÿ ñõåìó Ãîðíåðà, ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ìíîãî-

÷ëåí f [x] = 2x5 + 3x4 − x2 + x− 5 íà äâó÷ëåí (x− 2).
Ðåøåíèå

2 3 0 −1 1 −5
+ 4 14 28 54 110
2 2 7 14 27 55 105

Îòâåò: f [x] = (x− 2) · (2x4 + 7x3 + 14x2 + 27x+ 55) + 105.

Ñõåìó Ãîðíåðà óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîèñêà êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà è ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà. Ïîñêîëüêó îñòàòîê îò äå-
ëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P [x] íà äâó÷ëåí (x − c) ïî òåîðåìå Áåçó â òî÷íîñòè
ðàâåí çíà÷åíèþ P [c], ïðîâåäÿ ýòî äåëåíèå, ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè c êîðíåì ìíîãî÷ëåíà. Êîíå÷íî, ýòó ïðîâåðêó ìîæíî ïðîâåñòè è
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ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêè c â P [x], íî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà òðåáóåò
áîëåå ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé è, êðîìå òîãî, åñëè c îêàæåòñÿ êîðíåì P [x],
íàì âñå ðàâíî ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè äåëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå
ñõåìû Ãîðíåðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì.

Ïåðåä íàìè âñòàåò âîïðîñ, êàêèå æå çíà÷åíèÿ ìîãóò èëè íå ìîãóò ÿâ-
ëÿòüñÿ êîðíÿìè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîëíîñòüþ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
óäàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü ëèøü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Çàìåòèì, ÷òî, äîìíîæèâ òàêîé ìíîãî÷ëåí íà íàèìåíüøèé
îáùèé çíàìåíàòåëü åãî êîýôôèöèåíòîâ, ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí ñ öåëû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèé ðîâíî òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî êîðíåé.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîìîæåò íàì èñêàòü öåëûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ
ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P [x] = anx

n + · · ·+a1x+a0 èìååò

öåëûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà öåëîå ÷èñëî c ìîæåò áûòü êîðíåì P [x]
òîëüêî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûé êîýôôèöèåíò a0 äåëèòñÿ íà c

íàöåëî.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîìîæåò íàì â ïîèñêå öåëûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, åñëè îíè åñòü.
Ïðèìåð 15. Íàéòè ïîëíîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f [x] = x5 + x4−

−8x3 − 6x2 + 8x+ 24 íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ðåøåíèå

Öåëûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f [x] ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà {±1,±2,±3,±4,±6,±8,±12,±24}. Ïîäñòàâëÿÿ ±1, ëåãêî óáåæäà-
åìñÿ, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè f [x]. Ïîïðîáóåì çíà÷åíèå
c = 2:

1 1 −8 −6 8 24
+ 2 6 −4 −20 −24

2 1 3 −2 −10 −12 0

Ïîëó÷èëè íóëåâîé îñòàòîê, ñëåäîâàòåëüíî, ìû íàøëè ïåðâûé êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç x1 = 2. Ïðè äåëåíèè f [x] íà (x − x1)
ïîëó÷èëè ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âûïè-
ñàíû â íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé ñòðîêîé, ÷òîáû åùå
ðàç ïîäåëèòü ìíîãî÷ëåí íà (x − x1) è ïðîâåðèòü òàêèì îáðàçîì, íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè x1 êðàòíûì êîðíåì:

1 3 −2 −10 −12
+ 2 10 16 12
2 1 5 8 6 0

Ïîëó÷èëè x2 = x1 = 2. Ïðîâåðèì åùå ðàç çíà÷åíèå c = 2:
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1 5 8 6
+ 2 14 44
2 1 7 22 50

Îñòàòîê ïîëó÷èëñÿ íåíóëåâîé, ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ïðîáîâàòü äðóãèå
êîðíè. Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà-÷àñòíîãî
âñå ïîëîæèòåëüíûå, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ó íåãî áûòü
íå ìîæåò. Ïðîâåðèì îòðèöàòåëüíûé êîðåíü c = −2:

1 5 8 6
+ −2 −6 −4

−2 1 3 2 2

×èñëî −2 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, ïðîáóåì c = −3:

1 5 8 6
+ −3 −6 −6

−3 1 2 2 0

Ïîëó÷èëè x3 = −3 è èìååì ÷àñòè÷íîå ðàçëîæåíèå f [x] = (x − 2)2(x+
+3)(x2 +2x+2). Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü èìååò îòðèöàòåëüíûé äèñêðèìè-
íàíò è ïîòîìó íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åí-
íîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ðàçëîæåíèåì íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë.

Îòâåò: f [x] = (x− 2)2(x+ 3)(x2 + 2x+ 2).

Òàêæå ñõåìà Ãîðíåðà ìîæåò áûòü ïîëåçíîé äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ïðî-
ñòåéøèå ðàöèîíàëüíîé äðîáè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé èìååò âèä (x − c)r.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü deg f [x] < r è

f [x]

(x− c)r
=

A1

x− c
+

A2

(x− c)2
+ · · ·+ Ar

(x− c)r
.

Òîãäà f(x) = A1(x−c)r−1+A2(x−c)r−2+· · ·+Ar−1(x−c)+Ar. Ïîëó÷åííîå
ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíà f [x] ïî ñòåïåíÿì (x−
−c). Çàìåòèì, ÷òî Ar åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ f [x] íà
(x− c), Ar−1 � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷àñòíîãî íà (x− c) è òàê äàëåå.
Ïðèìåð 16. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè

2x5 − 3x4 + x3 + 5x2 − 7x+ 12

(x− 3)6
.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü ïî ñòåïåíÿì (x− 3). Äëÿ ýòîãî ïðèìå-
íèì ñõåìó Ãîðíåðà íåñêîëüêî ðàç. Â ñîêðàùåííîé çàïèñè ïîëó÷èì
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2 −3 1 5 −7 12
3 2 3 10 35 98 306
3 2 9 37 146 536
3 2 15 82 392
3 2 21 145
3 2 27
3 2

Ïîëó÷àåì f [x] = 2(x − 3)5 + 27(x − 3)4 + 145(x − 3)3 + 392(x − 3)2+
+536(x−3)+306. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

2x5 − 3x4 + x3 + 5x2 − 7x+ 12

(x− 3)6
=

=
2

x− 3
+

27

(x− 3)2
+

145

(x− 3)3
+

392

(x− 3)4
+

536

(x− 3)5
+

306

(x− 3)6
.

1.3. Çàäà÷è

1. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:
à) x2 + 2x+ 5 = 0;
á) x2 + (1− 2

.
ı)x− 7− .

ı = 0;
â) (x+ 1)4 − 16 = 0;
ã) (x+ 1)4 + 16 = 0;
ä) x4 + 9x2 + 20 = 0.
2. Ðàçëîæèòå ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëÿìè äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ

÷èñåë:
à) x4 − 1;
á) x4 + 4x3 + 11x2 + 14x+ 10; x1 = −1 +

.
ı � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà;

â) x5 + x4 + x3 − x2 − x− 1, x1 = −1
2

+
.
ı

√
3

2
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà;

ã) x4 + 6x3 + 9x2 + 100, x1 = 1 + 2
.
ı � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà;

ä) x4 + 2x2 + 4;
å) x4 − 3x2 + 9;
æ) x4 − 2x3 + 2x2 + 38x− 39;
ç) x5 + 2x4 − 20x3 − 68x2 − 41x+ 30;
è) 2x6 − 14x5 − x4 + 45x3 + 153x2 + 729x− 2754.
3. Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè, èìåþùèé:
à) ïðîñòûå êîðíè 1, 2,−1,

.
ı;

á) ïðîñòûå êîðíè 1 +
.
ı, 1, äâóêðàòíûé êîðåíü 2− .

ı.
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4. Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, èìåþùèé:

à) äâóêðàòíûå êîðíè 1,−1, ïðîñòîé êîðåíü 2− .
ı;

á) äâóêðàòíûé êîðåíü
.
ı, ïðîñòîé êîðåíü 2− .

ı.
5. Ïðåäñòàâüòå ðàöèîíàëüíóþ äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

à)
1

x4 + 4
; á)

4x3 + 10x

(x2 + 1)(x2 + 4)
.

6. Ïðåäñòàâüòå ðàöèîíàëüíóþ äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

à)
1

x4 + 4
; á)

2x

(x+ 1)(x2 + 1)
.

7. Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí P [x] íà (x− x0) è íàéäèòå P [x0]:
à) P [x] = 2x5 − 5x3 − 8x, x0 = −3;
á) P [x] = x4 − 3x3 − 10x2 + 2x+ 5, x0 = −2;
â) P [x] = x5 − x4 + 2x2 + 4x− 2, x0 = 1;
ã) P [x] = x6 − 5x5 + x3 + 2x− 8, x0 = 2.
8. Îïðåäåëèòå êðàòíîñòü êîðíÿ x0 ìíîãî÷ëåíà P [x]:
à) P [x] = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8, x0 = 2;
á) P [x] = 3x5 + 2x4 + x3 − 10x− 8, x0 = −1;
â) P [x] = x6 − 9x5 + 26x4 − 10x3 − 99x2 + 243x− 216, x0 = 3;
ã) P [x] = x7 − 5x6 + 11x5 − 15x4 + 15x3 − 11x2 + 5x− 1, x0 = 1.



Ãëàâà 2

Ìàòðèöû è îïðåäåëèòåëè

2.1. Îïðåäåëèòåëè: ñâîéñòâà, âû÷èñëåíèå

Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ÷èñåë. ×èñëà, èç êîòî-
ðûõ ñîñòîèò ìàòðèöà, íàçûâàþòñÿ åå ýëåìåíòàìè. Îáîçíà÷åíèå:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 . . . amn

 =
(
aij

)
m×n,

çäåñü m � ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû, n � ÷èñëî ñòîëáöîâ, m× n � ðàçìåð-

íîñòü ìàòðèöû, aij � ýëåìåíò ìàòðèöû A, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è j-ì
ñòîëáöå. Ýëåìåíò a11 ÷èòàåòñÿ �a îäèí îäèí�, à íå �a îäèííàäöàòü�.

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, åñëè m = n:

A =


a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
an1 . . . ann

 ;
a11, . . . aii, . . . ann � ãëàâíàÿ äèàãîíàëü A,
a1n, a2n−1, . . . , an1 � åå ïîáî÷íàÿ äèàãîíàëü.

×èñëî ñòðîê (ñòîëáöîâ) n êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ òàêæå åå
ïîðÿäêîì. Êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî,
íàçûâàåìîå îïðåäåëèòåëåì1 ìàòðèöû. Îáîçíà÷åíèå:

detA = ∆A = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ìàëûõ ïîðÿäêîâ

1) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðâîãî ïîðÿäêà |A| = |a11| = a11.
2) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|B| =
∣∣∣∣∣∣ b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣∣ = b11b22 − b12b21.

1Ìû íå äàåì òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ. Âàì íåîáõîäèìî òîëüêî
çíàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü � ýòî ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå êâàäðàòíîé ìàòðèöå,
è íàó÷èòüñÿ åãî íàõîäèòü.
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Ïðèìåð 1.

∣∣∣∣∣∣ 1 2
5 7

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 7− 2 · 5 = −3.

3) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = c11c22c33 + c12c23c31 + c13c21c32−

− c13c22c31 − c12c21c33 − c11c23c32.

Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ýòîé ôîðìóëû ñóùåñòâóåò ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî
òðåóãîëüíèêà

• • •
• • •
• • •

• • •
• • •
• • •
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.

Ïðèìåð 2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1·5·9+2·6·7+3·4·8−3·5·7−2·4·9−1·6·8 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðàâèëî ïðèìåíèìî òîëüêî ê îïðåäåëèòåëÿì òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà; äëÿ îïðåäåëèòåëåé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïîäîáíîãî ïðàâèëà íå
ñóùåñòâóåò2 .

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ

Ìèíîðîì ýëåìåíòà aij ìàòðèöûA íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,
ïîëó÷àåìûé èçA âû÷åðêèâàíèåì i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Îáîçíà÷àåòñÿ
òàêîé ìèíîð ÷åðåç Mij.

Ïðèìåð 3. A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ;M23 =

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣∣ .
Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

Aij = (−1)i+jMij. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ïî ìîäóëþ
ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìèíîðîì, è åñëè ïðè ýòîì ñóììà èíäåê-
ñîâ i+ j íå÷åòíàÿ, òî çíàê àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ ïðîòèâîïîëîæåí
çíàêó ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíîðà.

2Íà ñàìîì äåëå ìîæíî èçîáðåñòè íå÷òî ïîäîáíîå (õîòÿ è íå òàêîå êðàñèâîå)
äëÿ îïðåäåëèòåëåé ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ, íî ýòî âðÿä ëè èìååò ñìûñë. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî îáëåã÷àåò òîëüêî çàïîìèíàíèå ôîðìó-
ëû, íî íèêàê íå åå èñïîëüçîâàíèå. À àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà óæå äëÿ ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà áóäåò ñîñòîÿòü èç 24 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç 4 ìíî-
æèòåëåé. Ìîæåò, è íàéäóòñÿ ãåðîè, ñïîñîáíûå òàêóþ ôîðìóëó ïðèìåíÿòü, íî
ìû ïðåäëàãàåì áîëåå ïðîñòîé ìåòîä.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé ëþáûõ ïîðÿäêîâ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ
Òåîðåìà. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-íèáóäü ñòðîêè èëè

ñòîëáöà íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ (ai1Ai1 + · · · + ainAin) íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ñòðîêè èëè ñòîëáöà è ðàâíà îïðåäåëèòåëþ äàííîé

ìàòðèöû

∀ 1 ≤ i ≤ n detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

· · ·
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

aijAij. (2.1)

Ôîðìóëà (2.1) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî

(i-é) ñòðîêå. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ ñòîëá-
öîâ, è ìîæíî çàïèñàòü òàêæå ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ïî ñòîëáöó.

Ïðèìåð 4. Ðàçëîæèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå.∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëîæèâ åãî ïî âòîðîé ñòðîêå.∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2
−3 0 1
2 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a21A21 + a22A22 + a23A23 = −3 · (−1)3

∣∣∣∣∣∣ −1 2
3 −2

∣∣∣∣∣∣+
+0 · (−1)4

∣∣∣∣∣∣ 1 2
2 −2

∣∣∣∣∣∣ + 1 · (−1)5

∣∣∣∣∣∣ 1 −1
2 3

∣∣∣∣∣∣ = −12− 5 = −17.

Íàðÿäó ñ ìàòðèöåé A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

 áóäåì òàêæå ðàññìàò-

ðèâàòü ìàòðèöó AT (÷èòàåòñÿ �A òðàíñïîíèðîâàííàÿ�), ñòðîêè êîòîðîé
ñîâïàäàþò ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû A, è íàîáîðîò:

AT =


a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n . . . ann

 .

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

1) |A| = |AT|, ò. å. ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ñòîëáöû è ñòðîêè
ìàòðèöû ðàâíîïðàâíû.
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2) Åñëè ó ìàòðèöû ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà), òî åå
îïðåäåëèòåëü ñìåíèò çíàê:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 . . . ain
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 . . . ajn
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 . . . ajn
· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 . . . ain
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ñëåäñòâèå. Åñëè ó ìàòðèöû äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà) îäèíàêîâûå,
òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ.

3) Îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà) ìîæíî âûíîñèòü çà
çíàê îïðåäåëèòåëÿ:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

· · · · · · · · · · · ·
λai1 λai2 . . . λain
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 . . . ain
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ó ìàòðèöû åñòü íóëåâàÿ ñòðîêà (ñòîëáåö),òî
îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ó ìàòðèöû äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà) ïðîïîðöè-
îíàëüíû, òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ.

4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
bi1 + ci1 . . . bin + cin
· · · · · · · · ·
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
bi1 . . . bin
· · · · · · · · ·
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
ci1 . . . cin
· · · · · · · · ·
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðî-
êè (ñòîëáöà) ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè (ñòîëá-
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öà), óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå îäíî è òî æå ÷èñëî:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 . . . ain
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 . . . ajn
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

· · · · · · · · · · · ·
ai1 + λaj1 ai2 + λaj2 . . . ain + λajn
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 . . . ajn
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

6) Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðå-
äåëèòåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðó-
ãîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ðàâíà íóëþ

n∑
j=1

aijAkj = 0 ïðè k 6= i.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 5, îïðåäåëèòåëü ïðåîáðàçóåì ê âèäó, óïðîùàþùå-
ìó åãî âû÷èñëåíèå, êîãäà â íåêîòîðîé ñòðîêå èëè ñòîëáöå �ìíîãî� íóëåé
(íå áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà) � â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ðàçëîæèòü
îïðåäåëèòåëü ïî ýòîé ñòðîêå (ñòîëáöó).
Ïðèìåð 6. Íàéòè çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ.∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
1 3 4
−2 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ +I
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3
1 3 4
0 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2II

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −5 −11
1 3 4
0 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= a11A11 + a21A21 + a31A31 = a21A21 = 1 · (−1)3 ·
∣∣∣∣∣∣ −5 −11

6 0

∣∣∣∣∣∣ = −66.

À åñëè óäàñòñÿ ïðèâåñòè îïðåäåëèòåëü ê òðåóãîëüíîìó âèäó3, â êîòî-
ðîì íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ëèøü íóëåâûå ýëåìåíòû, òî ýòî åùå
ëó÷øå: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11 · a22 · · · · · ann.

Ïðèìåð 7. Ïðèâåñòè îïðåäåëèòåëü A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ê òðåóãîëüíîìó

âèäó è âû÷èñëèòü åãî.
3Íà ñàìîì äåëå, òàêîé âèä ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíûì. Òàêàÿ æå ôîðìóëà

âåðíà è äëÿ íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö (ñìîòðè ñ. 37).
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Ðåøåíèå∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −I−I =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 2
0 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −2II
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · 1 = 1.

2.1. Çàäà÷è

1. Íå âû÷èñëÿÿ, äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 −5
8 7 −2
2 −1 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sin2 α cos2 α 3
sin2 β cos2 β 3
cos2 γ sin2 γ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣ −1 4
−5 2

∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣ a+ b
.
ı b

2a a− b .ı

∣∣∣∣∣∣ ; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −1
0 2 5
3 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 5
4 −1 −7
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 4 1
4 −2 3 2
−4 1 2 −2

3 −1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 a

2 0 b 0
3 c 4 5
d 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 b c d

b 0 d c
c d 0 b
d c b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 3
2 3 −2 0
−2 1 3 −1
−3 −2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; è)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
−3 2 −5 13

1 −2 10 4
−2 9 −8 25

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3.∗ Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè ïîðÿäêà n, ýëåìåíòû êîòîðûõ çàäàíû
óñëîâèÿìè:

à) aij = min{i, j}; á) aij = max{i, j}.
4. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ, íå ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëåé:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 1− x 1 1
1 1 2− x 1
1 1 1 3− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
5− t2 2 3 4

2 3 5− t2 1
2 3 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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2.2. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êðàìåðà

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (ò. å.
êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà):

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1x1 + · · ·+ annxn = bn.

, èëè4AX = B.

Åñëè |A| 6= 0, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëåííîé5 . Åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ
ôîðìóë Êðàìåðà:

x1 =
∆x1

∆
; . . . ;xn =

∆xn

∆
,

ãäå

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; ∆x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n

· · · · · · · · · · · ·
bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

∆x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13 . . . a1n

· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 bn an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; · · · ; ∆xn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n−1 b1

· · · · · · · · · · · ·
an1 . . . ann−1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Âàæíî çàïîìíèòü, ÷òî ìåòîä Êðàìåðà ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ

êâàäðàòíûõ îïðåäåëåííûõ ñèñòåì.
Ïðèìåð 8. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Êðàìåðà:

3x1 − x2 + 3x3 = −1;
−2x1 + 3x2 − x3 = 2;

4x1 + 5x3 = −1

Ðåøåíèå

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 3
−2 3 −1

4 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3; ∆x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 3

2 3 −1
−1 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3;

4Ïîñëåäíÿÿ, ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîäðîáíî îáúÿñíÿåòñÿ â
ãëàâå 6. Âïðî÷åì, âû è ñàìè ïîéìåòå, îòêóäà îíà áåðåòñÿ, èçó÷èâ îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

5Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B
îïðåäåëåííàÿ, òî |A| 6= 0.
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∆x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 3
−2 2 −1

4 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3; ∆x3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 −1
−2 3 2

4 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3;

x1 =
∆x1

∆
=

3

3
= 1; x2 =

∆x2

∆
= 1; x3 =

∆x3

∆
= −1.

2.2. Çàäà÷è

1. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Êðàìåðà:

à)

 3x− 5y = 1,
2x− 7y = −3;

á)


x− y − 4z = 6,
2x+ 3y − 7z = 16,
5x+ 2y + z = 16;

â)


2x+ y = 5,
x+ 3z = 16
5y − z = 10;

ã)


3x− y + 2z = −5,
−2x+ y − z = 3,
−x− 3y + 3z = −16;

ä)


2x− y + 3z = 9,
3x− 5y + z = −4,
4x− 7y + z = 5;

å)



2x+ y + 4z + 8v = −1,
x+ 3y − 6z + 2v = 3,
3x− 2y + 2z − 2v = 8,
2x− y + 2z = 4;

æ)


5x− 6y + 4z = 3,
3x− 3y + 2z = 2,
4x− 5y + 2z = 1;

ç)



2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4,
4x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6,
8x1 + 5x2 − 3x3 + 4x4 = 12,
3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 6.

2. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí f(x) âòîðîé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî:

à) f(1) = 8, f(−1) = 2, f(2) = 14;
á) f(1) = 4, f(−2) = 13, f(−1) = 8.
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3. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé λ ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå:

à)


λx+ y = 1;
x+ λy + z = 2;
y + λz = 3;

á)



x+ 2y + 3z + 4v = 1;
(3− λ)x+ 2y + 3z + 4v = 2;
(2 + λ)x+ 3y + (4− λ)z + v = 3;
2x+ 3y + 4z + v = 4?

2.3. Ìàòðèöû è îïåðàöèè íàä íèìè. Ðàíã ìàòðèöû

Âèäû ìàòðèö

E =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . 1

 ; λE =


λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . λ

 ;

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà

diag(a1, a2, . . . , an) =


a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . an

 ;

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

U =


a11 ∗ · · · ∗
0 a22 · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ann

 ; L =


a11 0 · · · 0
∗ a22 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
∗ · · · ∗ ann

 ;

âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà

0 =


0 . . . 0
· · · · · · · · ·
0 . . . 0

 ; A =
(
a11 a12 . . . a1n

)
; B =


a11

a21
...
an1

 .

íóëåâàÿ ìàòðèöà âåêòîð-ñòðîêà âåêòîð-ñòîëáåö

Çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷àþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèö, êîòîðûå ìîãóò ïðèíè-
ìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ, ñêàëÿðíàÿ è äèà-
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ãîíàëüíàÿ ìàòðèöû � âñåãäà êâàäðàòíûå, à íóëåâàÿ6 ìàòðèöà ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. ßñíî òàêæå, ÷òî E (è 0, åñëè îíà êâàä-
ðàòíàÿ) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñêàëÿðíîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïðåäñòàâëÿþøåé ñî-
áîé ÷àñòíûé ñëó÷àé êàê âåðõíå-, òàê è íèæíåòðåóãîëüíîé. Äëÿ âåðõíå- è
íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèö ñóùåñòâóåò îáùåå íàçâàíèå � òðåóãîëüíûå.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

Ïóñòü A = (aij)m×n, B = (bij)m×n, λ ∈ R.
Ìàòðèöû A è B ðàâíû (A = B), åñëè èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò è

∀ 1 ≤ i ≤ m ∀ 1 ≤ j ≤ n
(
aij = bij

)
;

D = AT (òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû): D = (dij)n×m, dij = aji.
C = A+B (ñóììà ìàòðèö), ãäå C = (cij)m×n, cij = aij + bij.

G = λA (ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî): G = (gij)m×n, gij = λaij.
Çàìå÷àíèå. Ñêëàäûâàòü ìîæíî òîëüêî ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàç-

ìåðíîñòè.

Óìíîæåíèå ìàòðèö

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîð-ñòðîêè A =
(
a1 a2 . . . an

)
íà âåêòîð-ñòîë-

áåö B =
(
b1 b2 . . . bn

)T
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

AB = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn =
n∑
i=1

aibi.

Ïðèìåð 9. Ïåðåìíîæèòü ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

(
1 −2 3 4

)


4
−3
2
1

 = 1 · 4 + (−2)(−3) + 3 · 2 + 4 · 1 = 20.

Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A = (aij)m×p íà ìàòðèöó B = (bij)p×n íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöà C = (cij)m×n, ýëåìåíòû êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìó-
ëå

cij = ai1b1j + · · ·+ aipbpj =
p∑

k=1

aikbkj.

6Â äàííîì ïîñîáèè âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ìû îáîçíà÷àåì íóëåâóþ ìàòðèöó ñèìâîëîì
0. Íî ýòà íîòàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòîé, è ÷àñòî íóëåâóþ ìàòðèöó îáîçíà÷àþò ïðîñòî
0. Êàê ïðàâèëî, ïî êîíòåêñòó âñåãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, ÷òî èìåííî èìååòñÿ â
âèäó � ÷èñëî 0 èëè íóëåâàÿ ìàòðèöà.
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Çàìå÷àíèå. Ðàçìåðíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðà-
âèëó (m× p)(p× n) = (m× n). Åñëè ÷èñëî ñòîëáöîâ ëåâîé ìàòðèöû íå

ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòðîê ïðàâîé ìàòðèöû, òî îíè íåïåðåìíîæàåìû.

Ïðèìåð 10. Ïåðåìíîæèòü ìàòðèöû:

 2 −1 3
0 4 −2




1 −2
−3 1

2 3

 =

=

 2 · 1− 1(−3) + 3 · 2 2(−2)− 1 · 1 + 3 · 3
0 · 1 + 4(−3)− 2 · 2 0(−2) + 4 · 1− 2 · 3

 =

 11 4
−16 −2

 .
Â îáùåì ñëó÷àå7 AB 6= BA. Åñëè æå ðàâåíñòâî AB = BA âûïîëíÿ-

åòñÿ, òî ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ êîììóòèðóþùèìè èëè ïåðåñòàíî-
âî÷íûìè.

Óìíîæåíèå ìàòðèö óäîáíî èçîáðàæàòü ãðàôè÷åñêè

A

m× p

p× n

B

m× n

C = AB

i

j

cij
n×n

n×1

n×1
1×n

n×n

1×n
1×n

n×1

1×1

1×n

n×n

Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè

Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A, B è C, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâó-
þùèå îïåðàöèè, è äëÿ ëþáûõ ÷èñåë λ è µ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðà-
âåíñòâà:

1) A+B = B + A;
2) (A+B) + C = A+ (B + C);
3) λ(A+B) = λA+ λB, (λ+ µ)A = λA+ µA;
4) (AB)C = A(BC);
5) (A+B)T = AT +BT;
6) (AB)T = BTAT, (λA)T = λAT;
7Âîîáùå ãîâîðÿ, èç ïåðåìíîæàåìîñòè ìàòðèö A è B íå ñëåäóåò ïåðåìíîæà-

åìîñòü B è A. Äàæå åñëè îáà ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA îïðåäåëåíû, îíè ìîãóò
èìåòü ðàçíóþ ðàçìåðíîñòü. Íî äàæå åñëè AB è BA èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåð-
íîñòü (ò.å. ìàòðèöû A è B � êâàäðàòíûå îäíîãî ïîðÿäêà), âñå ðàâíî, âîîáùå
ãîâîðÿ, AB 6= BA.
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7) (A+B)C = AC +BC, A(B + C) = AB + AC;
8) AE = A, EB = B.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö

Ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè:
1) ïåðåñòàíîâêà ñòðîê;
2) óìíîæåíèå êàêîé-ëèáî ñòðîêè íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ;
3) ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà êàêîå-

ëèáî ÷èñëî;
4) òå æå îïåðàöèè íàä ñòîëáöàìè.
Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ìàòðèöó, ýêâè-

âàëåíòíóþ èñõîäíîé.

Ðàíã ìàòðèöû

Ïóñòü â ìàòðèöå A ðàçìåðíîñòè m×n âûáðàíû k ñòðîê è k ñòîëáöîâ,
k ≤ m è n. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðîé ñòîÿò íà ïåðåñå÷å-
íèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ïîðÿäêà k ìàòðèöû A.

Ïóñòü âñå ìèíîðû ìàòðèöû A ïîðÿäêîâ, áîëüøèõ r, ðàâíû íóëþ, è ïðè
ýòîì ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð ïîðÿäêà r. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ
ðàíãîì ìàòðèöû A. Îáîçíà÷åíèå8: rankA = r. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàíãîì
ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìè-
íîðà ìàòðèöû A. Ýòîò ìèíîð íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ìèíîðîì. Çàìåòèì,
÷òî îí îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî.
Òåîðåìà (î áàçèñíîì ìèíîðå). Áàçèñíûå ñòðîêè (ñòîëáöû) ëèíåé-

íî íåçàâèñèìû. Ëþáàÿ ñòðîêà (ñòîëáåö) ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé9 áàçèñíûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ).
Èç óïîìÿíóòîé âûøå òåîðåìû âûòåêàåò åùå îäíî îïðåäåëåíèå ðàí-

ãà ìàòðèöû, ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó: ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ
íàèáîëüøåå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû A.

Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû

À. Ìåòîä îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ
Åñëè ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå ôîðìàëüíî, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàíãà

íàì ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âñå ìèíîðû âñåõ äîïóñòèìûõ ïîðÿäêîâ. Ê
ñ÷àñòüþ, íàì íå ïðèäåòñÿ ýòîãî äåëàòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ìèíîð

8Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàíãà íåò ñòàíäàðòíîãî îáîçíà÷åíèÿ. Ðàçíûå àâòîðû îáîçíà÷àþò åãî
ïî-ðàçíîìó: rkA, ðåæå r(A) è äàæå rA.

9Ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ââîäÿòñÿ â ãëàâå 7 íà ñ. 103;
ïðî íèõ ìîæíî ïðî÷èòàòü òàêæå â ãëàâå 3 íà ñ. 53.
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Mk ïîðÿäêà k íå ðàâåí íóëþ, à âñå îêàéìëÿþùèå åãî ìèíîðû, ò. å. ìèíî-
ðû ïîðÿäêà k+1, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿMk, ðàâíû íóëþ, òî íå ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîãî ìèíîðà ïîðÿäêà áîëüøå k. Ïîýòîìó ìû íà÷èíàåì ïîèñê íåíó-
ëåâûõ ìèíîðîâ ñ ñàìîãî ìëàäøåãî ïîðÿäêà � ïåðâîãî. Äàëüøå äåéñòâóåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìû íàøëè ìèíîðMk ïîðÿäêà k, îòëè÷íûé îò
íóëÿ. Ðàññìîòðèì ëèøü îêàéìëÿþùèå åãî ìèíîðû. Åñëè âñå òàêèå ìè-
íîðû ðàâíû íóëþ, òî ðàíã ìàòðèöû ðàâåí k. Åñëè íàøåëñÿ ìèíîð Mk+1

ïîðÿäêà k+1, îòëè÷íûé îò íóëÿ, òî ðàíã ìàòðèöû óæå, ïî ìåíüøåé ìåðå,
k + 1, è ìû ðàññìàòðèâàåì ìèíîðû, îêàéìëÿþùèå ìèíîð Mk+1, è ò. ä.
Á. Ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèì ìàòðèöó A ê

ëåâîñòóïåí÷àòîìó âèäó

A ∼



0 · · · a′1i1 · · ·
0 · · · · · · 0 a′2i2 · · ·
... ... . . .
0 · · · · · · · · · · · · 0 a′rir · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0
... ... ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0



. (2.2)

Ìàòðèöó òàêîãî âèäà ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîñòî ñòóïåí÷àòîé.
Ôîðìàëüíîå åå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç αi ÷èñëî íà÷àëüíûõ íóëåé ñëåâà â i-é ñòðîêå ìàòðèöû (ò.å. ÷èñëî
íóëåé äî ïåðâîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà, èëè äëèíó ñòðîêè, åñëè îíà íóëå-
âàÿ). Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ëåâîñòóïåí÷àòîé, åñëè α1 6 α2 6 . . . 6 αm,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî αi = αi+1 âîçìîæíî òîëüêî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà
i-ÿ è (i+ 1)-ÿ ñòðîêè îáå íóëåâûå.

Ðàíã òàêîé ìàòðèöû10 ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê r. Ïîñêîëüêó
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èçìåíÿþò ðàíãà ìàòðèöû (ñì. çàäà÷ó
6 íà ñ. 44), ðàíã ìàòðèöû A òîæå ðàâåí r.

Ïðèìåð 11. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû A =


2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

.
10Íåôîðìàëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ëåâîñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ (ëåâî)ñòóïåí÷àòîé, åñëè åå ýëåìåíòû ìîæíî
ðàçäåëèòü �ëåñåíêîé� � ëîìàíîé ëèíèåé, èçîáðàæåííîé â (2.2) � îáëàäàþùåé
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) ëåâåå è íèæå ëåñåíêè âñå ýëåìåíòû ðàâíû 0; 2) âû-
ñîòà êàæäîé �ñòóïåíüêè� ðàâíà 1; 3) â íà÷àëå êàæäîé ñòóïåíüêè ñòîèò íåíóëåâîé
ýëåìåíò.
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Ðåøåíèå

À. Ìåòîä îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ. Ôîðìàëüíî ìû äîëæíû íà÷àòü ñ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà, îáðàçî-
âàííûé ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêîé è âòîðûì è òðåòüèì ñòîëáöîì, íå ðàâåí
íóëþ:

M2 =

∣∣∣∣∣∣ −1 3
−2 5

∣∣∣∣∣∣ = −5 + 6 = 1 6= 0.

Òåïåðü îêàéìëÿåì ýòîò ìèíîð. Ïîñêîëüêó îí ðàñïîëîæåí âî âòîðîì è
òðåòüåì ñòîëáöå è â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêå, äëÿ îêàéìëåíèÿ ïåðåáèðàåì
òðè îñòàâøèõñÿ ñòîëáöà è îäíó îñòàâøóþñÿ ñòðîêó.

M
(1)
3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
4 −2 5
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, òàê êàê ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáöû ïðîïîðöèî-

íàëüíû.

M
(2)
3 =

−1 3 −2
−2 5 1 −2I
−1 1 8 −I

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 −2

0 −1 5
0 −2 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

M
(3)
3 =

−1 3 4
−2 5 7 −2I
−1 1 2 −I

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 4

0 −1 −1
0 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàê êàê âñå îêàéìëÿþùèå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâíû 0 è ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâîé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà, òî rankA = 2.

Á. Ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

 -2I
-I
∼


2 −1 3 −2 4
0 0 −1 5 −1
0 0 −2 10 −2


-2II
∼

∼


2 −1 3 −2 4

0 0 −1 5 −1
0 0 0 0 0


Òàê êàê â ïîëó÷åííîì ñòóïåí÷àòîì âèäå îñòàëîñü ðîâíî äâå íåíóëåâûå

ñòðîêè, òî rankA = 2.

2.3. Çàäà÷è

1. Äàíû ìàòðèöû: A =
(
a11 a12 a13

)
, B =

(
b11 b12

)
,

C =


c11

c21

c31

 , D =


d11 d12

d21 d22

d31 d32

 , E =


e11 e12 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33

 .
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Êàêèå èç íèõ ìîæíî ïåðåìíîæàòü? Óêàæèòå ðàçìåðíîñòè âñåõ ïðîèçâå-
äåíèé.
2. Âû÷èñëèòå:

à)

 3 −2
5 −4

 2 1
0 3

 ;

á) ( 2 3 −1 0 )


4
5
3
−8

 ;

â)

 3 −1 2
0 1 −3



−3 2 1

1 1 2
2 3 0

 ;

ã)


2 3
3 4
4 −3




1 −5
4 8
0 7


T

;

ä)


1 −1 4
4 3 4
2 5 3
5 −7 −5




4 12
5 −5
3 17

 ;

å)


3 −4 5
2 −4 1
3 −5 −1




3 29
2 18
0 −3

 ;

æ)

 1 5 3
2 −3 1




2 −3 5
−1 4 −2

3 −1 1



ç)


3 9 4
2 7 3
6 −3 0




3 5
8 10

−12 4


 1 2

2 6

 ;

è)


1 2 2
2 1 −2
2 −2 1


2

;

ê) f(A), ãäå f(x) = x3 − 2x2 + 1, A =


2 1 0
0 2 0
1 1 1

 .
3. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A =

 a b

c d

 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

X2 − (a+ d)X + (ad− bc)E = 0.
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4. Êàêèì ñâîéñòâàì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöû A è B äëÿ òîãî,
÷òîáû áûëè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(A+B)2 = A2 + 2AB +B2; (A+B)(A−B) = A2 −B2?

5. Äîêàæèòå:
à) åñëè A2 = 0, òî (E + A)3 = E + 3A;
á) åñëè A2 = A, òî (E + A)3 = E + 7A.
6. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, åñëè:
à) çàìåíèòü ñòðîêè ñòîëáöàìè (òðàíñïîíèðîâàòü ìàòðèöó);
á) óìíîæèòü ýëåìåíòû îäíîé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò

íóëÿ;
â) ïåðåñòàâèòü äâå ñòðîêè (ñòîëáöà);
ã) ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû

äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå ÷èñëî.
7. Êàê ìîæåò èçìåíèòüñÿ ðàíã ìàòðèöû, åñëè ïðèïèñàòü ê íåé:
à) îäèí ñòîëáåö; á) äâå ñòðîêè?
8. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäèòå ìàòðèöó ê

ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Óêàæèòå ðàíã ìàòðèöû:

à)


0 4 10 1
4 8 18 7
10 18 40 17
1 7 17 3

 ; á)


2 1 11 2
1 0 4 −2

11 4 56 2
2 −1 5 −10

 ;

â)


2 1 1 1 1 1
1 3 1 1 2 1
1 1 4 1 3 1
1 1 1 5 4 1

 ; ã)


2 −1 3 2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 −4 2

 ;

ä)


1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1

 ; å)


3 −1 3 2 5
5 −3 2 3 4
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1

 .

9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ ìàòðèöà èìååò íàèìåíüøèé ðàíã:

à)


2 1 −2 3
−3 1 λ 0

1 3 −2 6

 ; á)


3 3 1 5
4 0 3 2
−1 λ −2 3

?
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2.4. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé (íåâûðîæäåííîé),
åñëè detA = 0 (detA 6= 0).

Òåîðåìà. Åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ìàò-

ðèöà A−1 òàêàÿ, ÷òî AA−1 = A−1A = E (E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà).

Ìàòðèöà A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå A. Çàìåòèì, ÷òî âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) (AB)−1 = B−1A−1;
2) (AT)−1 = (A−1)T;

3) (λA)−1 =
1
λ
A−1.

Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû

À. I ñïîñîá11

à) Âû÷èñëèì detA. Ïóñòü detA = ∆ 6= 0 (èíà÷å îáðàòíîé ìàòðèöû íå
ñóùåñòâóåò).

á) Íàéäåì Ã = (Aij), ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû A. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Ã ñîñòàâëåíà èç àëãåáðàè÷åñêèõ
äîïîëíåíèé ê ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A.

â) Íàéäåì A∗ = (Ã)T. Ìàòðèöà A∗ íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ìàò-
ðèöåé äëÿ ìàòðèöû A.

ã) A−1 =
1

detAA
∗.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ìàòðèöà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëå:

A−1 =
1

|A|


A11 · · · A1n
... . . . ...
An1 · · · Ann


T

.

Ïðèìåð 12. Íàéòè A−1

A =


−1 2 −3

0 1 2
2 4 5

 .
Ðåøåíèå

11Ýòîò ñïîñîá íå èìååò ñâîåãî îáùåóïîòðåáèòåëüíîãî íàçâàíèÿ, õîòÿ åãî èíîãäà
íàçûâàþò ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé. Ýòîò ìåòîä âûòåêàåò èç äîêà-
çàòåëüñòâà óïîìÿíóòîé âûøå òåîðåìû îá îáðàòíîé ìàòðèöå.
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à) detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 −3

0 1 2
2 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 17.

á) A11 = −3; A12 = 4; A13 = −2; A21 = −22; A22 = 1; A23 = 8;

A31 = 7; A32 = 2; A33 = −1. Ã =


−3 4 −2
−22 1 8

7 2 −1

.

â) A∗ =


−3 −22 7

4 1 2
−2 8 −1

.

ã) A−1 =
1
17


−3 −22 7

4 1 2
−2 8 −1

.
Á. II ñïîñîá � ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ïîñòðîèì ìàòðèöó (A|E) ðàçìåðíîñòè n × 2n è ñ ïîìîùüþ ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê (ñì. ñ. 40) ïðèâåäåì åå ê âèäó (E|B):
(A|E) ∼ (E|B). Ïðè ýòîì B = A−1. Åñëè ìàòðèöà (A|E) íèêàêèìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè íå ïðèâîäèòñÿ ê íóæíîìó âèäó, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |A| = 0
è A−1 íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 13. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé:


−1 2 −3
0 1 2
2 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼


1 −2 3
0 1 2
0 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 1 0
2 0 1

 ∼

∼


1 0 7
0 1 2
0 0 −17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 0
0 1 0
2 −8 1

 ∼


1 0 7
0 1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 0
0 1 0

− 2
17

8
17
− 1

17

 ∼

∼


1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− 3
17
−22

17
7
17

4
17

1
17

2
17

− 2
17

8
17

− 1
17


; A−1 =

1

17


−3 −22 7
4 1 2
−2 8 −1

 .
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Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1;
a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1x1 + · · ·+ annxn = bn.

Îáîçíà÷èì: A =


a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
an1 . . . ann

 ;X =


x1
...
xn

 ;B =


b1
...
bn

 . Òîãäà
ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå12 : AX = B. Åñëè detA 6= 0,
òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé è ñóùåñòâóåò A−1. Óìíîæèì ñëåâà ýòó
ñèñòåìó íà A−1:

A−1AX = A−1B;

EX = A−1B;

X = A−1B.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû, êàê è ìåòîä Êðàìåðà, ìîæíî
ïðèìåíÿòü òîëüêî ê êâàäðàòíûì îïðåäåëåííûì ñèñòåìàì.
Ïðèìåð 14. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàò-

íîé ìàòðèöû: 
−x1 + 2x2 − 3x3 = −2;

x2 + 2x3 = 3;
2x1 + 4x2 + 5x3 = 11.

A =


−1 2 −3
0 1 2
2 4 5

 ;

A−1 =
1

17


−3 −22 7
4 1 2
−2 8 −1

 ;

Ðåøåíèå

X =
1

17


−3 −22 7
4 1 2
−2 8 −1



−2
3
11

 =
1

17


6− 66 + 77
−8 + 3 + 22
4 + 24− 11

 =

12Òåïåðü-òî óæå ïîíÿòíî ïðîèñõîæäåíèå òàêîé çàïèñè. Åñëè ôîðìàëüíî óìíî-
æèòü A íà X, ïîëó÷èì âåêòîð-ñòîëáåö, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ëåâûìè
÷àñòÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé, òàê ÷òî ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà
çàïèñè â âèäå óðàâíåíèé.
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=
1

17


17
17
17

 =


1
1
1

 .

x1 = 1

x2 = 1

x3 = 1.

Ïðèìåð 15. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå


2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

X


3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

 =


1 −2 0
1 3 2
−1 0 1

 .

Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

A =


2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

 ; B =


3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

 ; C =


1 −2 0
1 3 2
−1 0 1

 .

Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: AXB = C.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàéòè ìàòðèöóX, íóæíî îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ ñëåâà óìíîæèòü íà ìàòðèöó A−1, à ñïðàâà íà ìàòðèöó B−1:

A−1AXBB−1 = A−1CB−1.

Ïîñêîëüêó A−1A = E, BB−1 = E, EX = X, XE = X, ïîëó÷àåì X =
= A−1CB−1.

Íàõîäèì A−1 =


1 −1 1

−38 41 −34
27 −29 24

; B−1 =


−8 29 −11
−5 18 −7

1 −3 1

,
ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåì X:

X =


1 −1 1

−38 41 −34
27 −29 24




1 −2 0
1 3 2
−1 0 1



−8 29 −11
−5 18 −7

1 −3 1

 =

=


32 −116 45

−1243 4511 −1752
879 −3190 1239

 .
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2.4. Çàäà÷è

1. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ äàííîé:

à)

 1 2
3 4

 ; á)

 cosα − sinα
sinα cosα

 ; â)


2 −4 5
3 −3 1
3 −5 −1

 ;

ã)


1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

 ; ä)


0 1 3
2 3 5
3 5 7

 ; å)


1 1 1
1 2 3
1 3 6

 .

2. Ðåøèòå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ, åñëè X � ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçìåðíîñòè:

à)

 1 2
3 4

X =

 3 5
5 9

 ;

á)


1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

X =


1 −3 0
10 2 7
10 7 8

 ;

â)

 3 −1
5 −2

X
 5 6

7 8

 =

 14 16
9 10

 ;

ã) X


5 3 1
1 −3 −2
−5 2 1

 =


−8 3 0
−5 9 0
−2 15 0

 ;

ä)


2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3

X


9 7 6
1 1 2
1 1 1

 =


2 0 −2
18 12 9
23 13 11

 .
3. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðè-

öû:

à)


2x1 − 3x2 = 7;
x1 − x2 − 3x3 = 12;
2x2 − 4x3 = −14;

á)

 x1 − 3x2 = 11;
3x1 + x2 = 3;

â)


3x1 − 4x2 + 5x3 = 17;
2x1 − 3x2 + x3 = 7;
3x1 − 5x2 − x3 = 6;

ã)



−x1 + 3x2 − x3 + 3x4 = 0;
2x1 − x2 − 3x3 = 6;
2x2 + 5x3 − x4 = −8;
3x1 + x2 − x3 − 3x4 = 0.
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4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (E + A)−1 = E +B, òî A+B + AB = 0.
5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A2 = 0, òî (E + A)−1 = E − A.
6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � öåëî÷èñëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è

detA = ±1, òî A−1 � òîæå öåëî÷èñëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.
7.∗ Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà 17 −6

35 −12

 =

 2 3
5 7

 2 0
0 3

 −7 3
5 −2



è ñ åãî ïîìîùüþ âû÷èñëèòå

 17 −6
35 −12

5

.



Ãëàâà 3

Ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ

âåêòîðîâ

3.1. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä íèìè

Âåêòîðîì ìû áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåííûé îòðåçîê1. Îáîçíà÷åíèå:
a èëè AB, ãäå A è B � íà÷àëî è êîíåö âåêòîðà. Äëèíà (ìîäóëü) âåêòîðà
îáîçíà÷àåòñÿ |a|, |AB|. Âåêòîð íóëåâîé äëèíû îáîçíà÷àåòñÿ 0 è íàçûâà-
åòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì.

Âåêòîðû, íàïðàâëåíèÿ êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàð-
íûìè. Îáîçíà÷åíèå: a||b. Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû ìîãóò áûòü ñîíàïðàâ-
ëåííûìè èëè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè (a ↑↑ b èëè a ↑↓ b).

Âåêòîðû a è b íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (a = b), åñëè |a| = |b| è a ↑↑ b. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû íå �ïðèâÿçàíû� íè ê êàêîé òî÷êå è ñâîáîäíî
�ïåðåìåùàþòñÿ� ïàðàëëåëüíî ñàìèì ñåáå. Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè (a = −b), åñëè |a| = |b| è a ↑↓ b.

Âåêòîðû, ïàðàëëåëüíûå îäíîé ïëîñêîñòè, íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Ñóììîé äâóõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ ïðàâèëàìè: ïðàâèëîì ïàðàëëåëîãðàììà è
ïðàâèëîì òðåóãîëüíèêà2 .

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà: ñóììîé âåêòîðîâ a è b, ïðèëîæåííûõ ê
îäíîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ñîâïàäàþùèé ñ äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëî-
ãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b. (Ñóììà ïðèëîæåíà ê òîé æå
òî÷êå, ÷òî è ñëàãàåìûå.)

Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà: åñëè íà÷àëî âåêòîðà b ñîâìåùàåòñÿ ñ êîíöîì
âåêòîðà a, òî ñóììîé âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ âåêòîð, íàïðàâëåííûé
èç íà÷àëà âåêòîðà a â êîíåö âåêòîðà b.

1Òàêîå îïðåäåëåíèå íå ñîâñåì êîððåêòíî è âëå÷åò íåêîòîðûå ïðîòèâîðå÷èÿ. Òåì íå ìå-
íåå â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ìû âûíóæäåíû îãðàíè÷èòüñÿ òàêèì �îïðåäåëåíèåì�. Âî èçáåæàíèå
óïîìÿíóòûõ âûøå ïðîòèâîðå÷èé äîñòàòî÷íî ÷åòêî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî âåêòîð � ýòî
ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, çàäàííûé òîëüêî äëèíîé è íàïðàâëåíèåì.

2Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòè ïðàâèëà ýêâèâàëåíò-
íû. Çàìåòèì òåì íå ìåíåå, ÷òî ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà áîëåå óäîáíî ïðè ñóììè-
ðîâàíèè áîëåå ÷åì äâóõ âåêòîðîâ.
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Ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ âåêòîð c, ðàâíûé ñóììå âåêòîðà
a è âåêòîðà, ïðîòèâîïîëîæíîãî b.

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð b = λa òàêîé, ÷òî: 1) |b| = |λ||a|, 2) b ↑↑ a, åñëè λ > 0, è b ↑↓ a, åñëè
λ < 0.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

a||b ⇐⇒ ∃λ ∈ R (a = λb èëè b = λa). (3.1)

Âåêòîð a0 íàçûâàåòñÿ îðòîì âåêòîðà a, åñëè |a0| = 1 è a0 ↑↑ a. Âåêòîð,
äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì èëè ïðîñòî
îðòîì.

3.1. Çàäà÷è

1. Âûðàçèòå âåêòîð c ÷åðåç âåêòîðû a è b.

-�
�
�
�
�
��

A
A
A
A
A
AK

à)

a

b

c
�
�
�
�
�
��J
J
J
J
J
J
J
J
ĴXX

XXX
XXX

XXX
Xy

á)

a

b

c

�
�

�
�

�
�	� @

@
@
@

@
@I

â)

a

b

c

2. Êàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðû a è b:

à) åñëè |a+ b| = |a− b|; á) |a+ b| > |a− b|; â) |a+ b| < |a− b|?
3. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äàíû âåêòîðû AB = a è AD = b, M �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Íàéäèòå âåêòîðû MA, MB, MC, MD.

4. Äàíû âåêòîðû a è b: |a| = 3, |b| = 4, (â, b) = 120◦. Ïîñòðîéòå âåêòîð
c = 2a− 1, 5b. Íàéäèòå åãî äëèíó.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñ åãî âåðøèíàìè, ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

6. Â òðåóãîëüíèêå OAB åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëåíèé OA è OB
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî m è n, OM � ìåäèàíà. Ñäåëàéòå ÷åðòåæ è âûðà-
çèòå âåêòîðû OA, OB, AB, BA, OM ÷åðåç m è n:

à) åñëè |OA| = 2, |OB| = 6; á) |OA| = 6, |OB| = 4.

7. Äàíû òðè êîìïëàíàðíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà m, n, p, (m̂, n) = α,
(n̂, p) = β. Ïîñòðîéòå âåêòîð u = am+ bn+ cp:

à) åñëè α = 30◦, β = 60◦, a = 2, b = 1, c = 3;

á) α = 60◦, β = 30◦, a = 3, b = 1, c = −2.
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3.2. Ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ

Ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ â ñîâîêóïíîñòè ñ ââåäåííûìè â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè íàä íèìè áóäåì íàçûâàòü
ïðîñòðàíñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîñòðàíñòâ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû òîëü-
êî íà ïëîñêîñòè, èëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ìîæåì è âîâñå íà
ïðÿìîé. Äîãîâîðèìñÿ òîëüêî, ÷òî åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî
âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè, òî â íåãî âõîäÿò âñå âåêòîðû ïëîñêîñòè, è ò. ä.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ, âêëþ÷àþùèå âåêòîðû, ëå-
æàùèå íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâåííî V1,
V2 è V3.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä âåêòîðà-
ìè íå âûâîäèò íàñ çà ïðåäåëû ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè-
÷åñêèõ âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü a1, . . . , ak � âåêòîðû èç Vn (n = 1, 2
èëè 3). Òîãäà ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ, óìíîæåííûõ íà íåêîòîðûå ÷èñëà

λ1a1 + · · ·+ λkak,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , ak è òîæå ïðèíàä-
ëåæèò Vn. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λk íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, íà-
çûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé. Áóäåì íàçûâàòü íàáîð âåêòîðîâ ñèñòåìîé âåê-

òîðîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëþáîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ âñåãäà ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó. À ìîæåò ëè íåòðèâèàëüíàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áûòü íóëåâîé? Ýòî óæå çàâèñèò îò çàäàííîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ.

Íàáîð âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì, åñëè íàé-
äåòñÿ íóëåâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ýòîé ñèñòå-
ìû, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ1, . . . , λk, íå âñå îäíîâðåìåííî ðàâíûå
íóëþ, ÷òî

λ1a1 + · · ·+ λkak = 0. (3.2)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, . . . , ak ðà-
âåíñòâî (3.2) âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà λ1 = λ2 = . . . = λk = 0.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ {a} = {a1, . . . , ak}. Áàçèñîì ñèñòåìû
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âåêòîðîâ {a} íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ (ïî ÷èñëó âåêòîðîâ) ëèíåéíî
íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà âåêòîðîâ èç {a}.
Ïðèìåð 1. Êîãäà ñèñòåìà èç îäíîãî âåêòîðà {a} áóäåò ëèíåéíî çà-

âèñèìîé?
Ðåøåíèå. Äëÿ îäíîãî âåêòîðà a ñîîòíîøåíèå (3.2) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

λa = 0, (3.3)

ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äîëæíà áûòü íåòðèâèàëüíàÿ, ò.å. λ 6= 0.
Íî ïðè íåíóëåâîì λ ñîîòíîøåíèå (3.3) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a � íóëåâîé âåêòîð.

Îòâåò: a ëèíåéíî çàâèñèì ⇐⇒ a = 0.
Ïðèìåð 2. Êîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ {a, b} ëèíåéíî çàâèñèìà?
Ðåøåíèå. Çàïèøåì íóëåâóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äëÿ ýòîé ñèñòåìû:

λa+ µb = 0, (3.4)

è, ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåòðèâèàëüíàÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
λ 6= 0 èëè µ 6= 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè λ 6= 0. Òîãäà èç (3.4) ìîæíî
âûðàçèòü a:

a = −µ
λ
b.

Ýòî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ a

è b (ñì. (3.1)). Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî èç êîëëèíåàðíîñòè ïàðû âåêòîðîâ
ñëåäóåò èõ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

Îòâåò: ñèñòåìà âåêòîðîâ {a, b} ëèíåéíî çàâèñèìà ⇐⇒ a||b.
Ìàêñèìàëüíàÿ (ïî âêëþ÷åíèþ) ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòî-

ðîâ èç Vn (n = 1, 2 èëè 3) íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Vn. Ñëîâà
�ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ� â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àþò, ÷òî ïðè äîáàâ-
ëåíèè ê òàêîé ñèñòåìå ëþáîãî âåêòîðà èç Vn òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vn,
òî:

1) âåêòîðû {e1, . . . , en} îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó;
2) ∀e ∈ Vn ñèñòåìà {e1, . . . , en, e} ëèíåéíî çàâèñèìà.
Â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñóùåñòâóåò ìíîæå-

ñòâî ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ, íî îíè âñå ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà
âåêòîðîâ. ×èñëî âåêòîðîâ â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíî-

ñòüþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïðèìåð 3. Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V1 ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íåíóëåâîé âåê-

òîð èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîñêîëüêó ëþáûå äâà âåêòîðà èç V1 áóäóò
êîëëèíåàðíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî çàâèñèìû (ñì. ïðèìåð 2).
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Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû îïðåäåëÿþò áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ V2 è V3.
Òåîðåìà Ëþáàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè V2 îáðà-

çóåò áàçèñ ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà Ëþáàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V3

îáðàçóåò áàçèñ V3.

Òàêèì îáðàçîì, Vn ìîæåò ÷èòàòüñÿ êàê �ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ
âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè n�.

Ïóñòü {e} = {e1, . . . , en} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vn, x � ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð èç Vn. Òîãäà âåêòîð x ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó {e}, ò. å.
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç {e}.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, . . . , en, x
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ñóùåñòâóåò íóëåâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû:

λ1e1 + · · ·+ λnen + λx = 0,

ïðè÷åì íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ íåêîòî-
ðûå èç êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò áûòü íóëåâûå, λ 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
λ = 0, òî λ1e1 + · · · + λnen = 0, à ýòî ðàâåíñòâî äëÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, . . . , en âîçìîæíî òîëüêî ïðè âñåõ íóëåâûõ
êîýôôèöèåíòàõ, à íàøà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé.
Ïîñêîëüêó λ 6= 0,

x = −λ1

λ
e1 − · · · −

λn
λ
en

.= x1e1 + · · ·+ xnen.

×èñëà x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñå {e}.
Ïðèìåð 4. Îïðåäåëèòü, îáðàçóþò ëè âåêòîðû e1(1, 3, 4), e2(3, 5, 2) è

e3(1, 0, 2) áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V3.
Ðåøåíèå. Ðàçìåðíîñòü V3 ðàâíà òðåì, òàê ÷òî áàçèñ V3 äîëæåí ñî-

ñòîÿòü òàêæå èç òðåõ âåêòîðîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðû e1, e2 è e3 îá-
ðàçîâûâàëè áàçèñ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè áûëè ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè. Çàïèøåì èõ íóëåâóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = 0.

Òåïåðü âìåñòî âñåõ âåêòîðîâ ïîäñòàâèì ñòîëáöû èõ êîîðäèíàò:

λ1


1
3
4

 + λ2


3
5
2

 + λ3


1
0
2

 =


0
0
0

 ;
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λ1

3λ1

4λ1

 +


3λ2

5λ2

2λ2

 +


λ3

0
2λ3

 =


0
0
0

 ;


λ1 + 3λ2 + λ3

3λ1 + 5λ2

4λ1 + 2λ2 + 2λ3

 =


0
0
0

 ;


λ1 + 3λ2 + λ3 = 0;

3λ1 + 5λ2 = 0;
4λ1 + 2λ2 + 2λ3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà âåêòîðîâ áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áóäåò èìåòü
òîëüêî íóëåâîå (òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ó ýòîé ñèñòåìû âñå-
ãäà ñóùåñòâóåò íóëåâîå ðåøåíèå, ïîýòîìó íàñ èíòåðåñóåò, åäèíñòâåííî
ëè åå ðåøåíèå? Åñëè ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òî ñèñòåìà áóäåò îïðåäåëåí-
íîé (ñì. ñ. 35) è åå ìàòðèöà áóäåò íåâûðîæäåííîé. Íàéäåì îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 1
3 5 0
4 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 1
3 5 0
2 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 3 5
2 −4

∣∣∣∣∣∣ = −12− 10 = −22 6= 0.

Èòàê, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëåííàÿ, ò. å. èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå è (ïîñêîëüêó îíà çàâåäîìî èìååò íóëåâîå ðåøåíèå), òàêèì
îáðàçîì, íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî òðèâèàëü-
íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ e1, e2 è e3 áóäåò íóëåâîé, çíà÷èò, ýòà
ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà è îáðàçóåò áàçèñ.
Ïðèìåð 5. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x = (2,−3, 1) â áàçèñå

e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 0), e3 = (1, 0, 0).
Ðåøåíèå. Íàì íóæíî íàéòè òàêèå ÷èñëà x1, x2, x3, ÷òî x = x1e1+

+x2e2 +x3e3. Çàïèñàâ ýòî ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (êàê â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

x1 + x2 + x3 = 2;
x1 + x2 = −3;

x1 = 1.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì Êðàìåðà; òî, ÷òî åå îïðåäåëèòåëü
íå ðàâåí íóëþ, òîëüêî ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò, ÷òî âåêòîðû e1, e2 è e3

îáðàçóþò áàçèñ. Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì x1 = 1, x2 = −4, x3 = 5, èëè
x = e1 − 4e2 + 5e3.
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3.2. Çàäà÷è

1. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè λ èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ {a1, a2} âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {λa1 + a2, a1 +
λa2}?
2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç âåêòîðû a1, a2, a3:
à) åñëè a1 = (2, 3, 5), a2 = (3, 7, 8), a3 = (1,−6, 1), b = (7,−2, λ);
á) a1 = (4, 4, 3), a2 = (7, 2, 1), a3 = (4, 1, 6), b = (5, 9, λ).
3. Íàéäèòå âñå áàçèñû ñèñòåìû âåêòîðîâ a1 = (3, 2, 3), a2 = (2, 3, 4),

a3 = (3, 2, 1), a4 = (4, 1,−2).
4. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû e1, e2 è e3 îáðàçóþò áàçèñ. Íàéäèòå êîîð-

äèíàòû âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå:
à) e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 0), e3 = (1, 0, 0), x = (3, 2, 1);
á) e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 2), e3 = (1, 2, 3), x = (6, 9, 14);
â) e1 = (2, 1,−3), e2 = (3, 2,−5), e3 = (1,−1, 1), x = (6, 2,−7);
ã) e1 = (1, 2, 1), e2 = (2, 3, 3), e3 = (3, 7, 1), x = (3, 1, 4).
5. Ïîêàæèòå, ÷òî òðîéêà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ äâà êîëëèíåàðíûõ

âåêòîðà, ëèíåéíî çàâèñèìà.
6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b, c è ëþáûõ ÷èñåë α, β, γ

ñèñòåìà âåêòîðîâ αa− βb, γb− αc, βc− γa ëèíåéíî çàâèñèìà.
7. Äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàæäûé

âåêòîð îäíîé ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ äðóãîé ñèñòå-
ìû è íàîáîðîò. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè òðè âåêòîðà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
αa + βb + γc = 0, ãäå α 6= 0, β 6= 0, γ 6= 0, òî ñèñòåìû âåêòîðîâ {a, b},
{a, c}, {b, c}, {a, b, c} ýêâèâàëåíòíû.
8. Êîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ èìååò åäèíñòâåííûé áàçèñ?

3.3. Äåêàðòîâ áàçèñ è ñèñòåìà êîîðäèíàò

Â ïðîñòðàíñòâå V3 ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå
áàçèñû {e1, e2, e3} òàêèå, ÷òî

e1, e2, e3 ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è |e1| = |e2| = |e3| = 1. (3.5)

Òàêèå áàçèñû íàçûâàþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè. Íåêîòîðûå èç íèõ �ïî-
õîæè� íà äðóãèå, ò. å. ñîâìåùàþòñÿ ïðè ïîäõîäÿùèõ ïîâîðîòàõ. Åñëè
áðàòü òîëüêî �íåïîõîæèå� áàçèñû, òî îñòàíåòñÿ òîëüêî äâà, áóäåì ãî-
âîðèòü, êëàññà îðèåíòàöèè3. Ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ ïîêàçàíû íà
ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

3 Áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå äàíî íà ñ. 63.
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Ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V3 (óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó
(3.5)) íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðÿìîóãîëüíûì áàçèñîì. Îáîçíà÷àþò òà-
êîé áàçèñ {i, j, k}. Ñîâîêóïíîñòü òî÷êè O (íà÷àëà êîîðäèíàò) è áàçèñà
{i, j, k} íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

�
�
��

- -

a

b′ b

Ïðîåêöèåé ïðba âåêòîðà a íà âåêòîð b íàçûâàåòñÿ
äëèíà âåêòîðà b′, âçÿòàÿ ñî çíàêîì �ïëþñ�, åñëè b ↑↑ b′,
è ñî çíàêîì �ìèíóñ�, åñëè b ↑↓ b′.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà a â äåêàðòîâîì ïðÿìîóãîëüíîì áàçèñå ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêöèÿìè a íà êîîðäèíàòíûå îñè:
a = xi+ yj + zk;

x = ïðia; y = ïðja; z = ïðka.
Åñëè α, β, γ � óãëû, êîòîðûå âåêòîð a ñîñòàâëÿåò ñ âåêòîðàìè i, j, k,

òî:
x = |a| cosα; y = |a| cos β; z = |a| cos γ.

a0 = (cosα, cos β, cos γ) =
1
|a|(x, y, z).

Âåëè÷èíû cosα, cos β è cos γ íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè
âåêòîðà a è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Äëèíà âåêòîðà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå |a| =
√
x2 + y2 + z2.

Âåêòîð OM = xi + yj + zk íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè
M(x, y, z).

Åñëè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) � äâå òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíîé äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî âåêòîð M1M2 èìååò êîîðäèíàòû

(x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)
4.

Ïóñòü A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2) � äâå òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíîé äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à òî÷êà M äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè
|AM |
|MB| = λ. Êîîðäèíàòû òî÷êè M íàõîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

4Ò. å. êîîðäèíàòû âåêòîðà íàõîäÿòñÿ ïî ïðàâèëó �èç êîíöà îòíÿòü íà÷àëî�.
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äåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè:

xM =
x1 + λx2

1 + λ
; yM =

y1 + λy2

1 + λ
; zM =

z1 + λz2

1 + λ
.

Åñëè òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî λ = 1 è òîãëà xM =
x1 + x2

2
,

yM =
y1 + y2

2
, zM =

z1 + z2

2
.

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êà M íàõîäèòñÿ âíå îòðåçêà AB (òàê íàçûâàå-
ìîå âíåøíåå äåëåíèå, òî çíà÷åíèå λ áåðåòñÿ îòðèöàòåëüíûì.

Ïóñòü a = (x1, y1, z1) è b = (x2, y2, z2) � âåêòîðû â ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà:

a = b⇐⇒ x1 = x2; y1 = y2; z1 = z2;

a‖b⇐⇒ x1

x2
=
y1

y2
=
z1

z2
;

c = a+ b⇐⇒ c = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2);

b = λa⇐⇒ b = (λx1, λy1, λz1).

Ïðèìåð 6. a = (3, 2, z); |a| = 5; ( ̂a,Oz) � îñòðûé óãîë. Îïðåäåëèòü
z.

Ðåøåíèå

|a| =
√

9 + 4 + z2 = 5;

z2 = 25− 9− 4; z2 = 12; z =
√

12.

Ïðèìåð 7.Äàíû ñìåæíûå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììàA(2,−3),B(4, 2)
è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé M(7, 0). Íàéòè êîîðäèíàòû äâóõ
äðóãèõ âåðøèí.

A D

CB

M

Ðåøåíèå. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåðøèíû C. Òàê êàê AC
CM

=
2
1

= 2

è òî÷êà C íàõîäèòñÿ âíå îòðåçêà AM , òî òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AM
â îòíîøåíèè λ = −2. Ïðèìåíèì ôîðìóëó äåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì
îòíîøåíèè:

xC =
xA − 2xM

1− 2
=

2− 2 · 7
−1

= 12, yC =
yA − 2yM

1− 2
=
−2− 2 · 0
−1

= 3.
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Àíàëîãè÷íî íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè D:

xD =
xB − 2xM

1− 2
=

4− 2 · 7
−1

= 10, yD =
yB − 2yM

1− 2
=

2− 2 · 0
−1

= −2.

Ïðîâåðèì ïðàâèëüíîñòü ðåøåíèÿ, íàéäÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ AB è DC
(ïðè ïðàâèëüíîì ðåøåíèè îíè äîëæíû ñîâïàäàòü). AB = (4 − 2, 2 −
(−3)) = (2, 5); DC = (12 − 10, 3 − (−2) = (2, 5) = AB. Ïðîâåðêà ïîä-
òâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ.

3.3. Çàäà÷è

1. Óêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîåêöèé åäèíè÷íîãî âåêòîðà.
2.Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êèA(3,−1, 2),B(1, 2,−1), C(−1, 1,−3),D(3,−5, 3)

� âåðøèíû òðàïåöèè ABCD.
3. Íàéäèòå âåêòîð b, åñëè |b| = 75, c = 16i− 15j + 12k è b ↑↓ c.
4. Äàíû òî÷êè A(1, 2, 3) è B(3,−4, 6). Ïîñòðîéòå âåêòîð AB, åãî ïðî-

åêöèè íà îñè êîîðäèíàò. Îïðåäåëèòå äëèíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
âåêòîðà AB.
5. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè: A(1,−2), B(2, 1), C(3, 2), D(−2, 3). Äî-

êàæèòå, ÷òî AB è AC � áàçèñ. Ðàçëîæèòå âåêòîð CD ïî ýòîìó áàçèñó.
6. Âåêòîð r ñîñòàâëÿåò ñ îñÿìè êîîðäèíàò ðàâíûå îñòðûå óãëû, |r| =

= 2
√

3. Îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà r.
7. Çíàÿ îäíó èç âåðøèí 4ABC : A(2,−5, 3) è âåêòîðû, ñîâïàäàþ-

ùèå ñ äâóìÿ åãî ñòîðîíàìè AB = (4, 1, 2) è BC = (3,−2, 5), íàéäèòå
îñòàëüíûå âåðøèíû è ñòîðîíó CA.
8. Äàíû âåêòîðû p = (3, 2, 1), q = (−1, 1,−2), r = (2, 1,−3). Íàéäèòå

ðàçëîæåíèå âåêòîðà s = (11, 2, 5) ïî áàçèñó p, q, r.
9. Îñíîâàíèåì ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà SABC ñëóæèò òðåóãîëüíèê

ABC ñî ñòîðîíîé 1. SO � âûñîòà ïèðàìèäû. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåê-
òîðîâ OA, OB, OC, OS, åñëè çà îñè ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïðèíÿòü ïðÿìûå OA, OK, OS. OK ëåæèò â ïëîñêîñòè ABC,
è òî÷êè K è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé OA5.
10. Â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè A(3, 2, 1), B(−1, 0, 2), C(1, 4, 2) íàé-

äèòå äëèíó ìåäèàíû AM .
11.Îòðåçîê AB ðàçäåëåí íà 3 ðàâíûå ÷àñòè òî÷êàìèM1 èM2 íà÷èíàÿ

îò òî÷êè A. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê äåëåíèÿ.
12. Äîêàæèòå, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí M òðå-

óãîëüíèêà ∆ABC ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì xM =
xA + xB + xC

3
,

yM =
yA + yB + yC

3
, zM =

zA + zB + zC
3

.

5Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû OA, OK è OS îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Ñì. ñ. 63.



Ãëàâà 4

Ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

4.1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâ-
íîå ïðîèçâåäåíèþ äëèí âåêòîðîâ a è b íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè.
Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (a, b) èëè ab:

ab = |a||b| cos(â, b) = |a|ïðab = |b|ïðba.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1) ab = ba;
2) a(b+ c) = ab+ ac;
3) (λa)b = λ(ab);
4) a2 = aa = |a|2;
5) cos(â, b) = ab

|a||b| ;

6) ïðba = ab
|b| (ãåîìåòðè-

÷åñêèé ñìûñë);

7) ab = 0⇐⇒


a ⊥ b,

|a| = 0,
|b| = 0;

8) ðàáîòà ñèëû F , äåéñòâóþùåé íà ìà-
òåðèàëüíóþ òî÷êó ïðè ïåðåìåùåíèè åå
èç íà÷àëà â êîíåö âåêòîðà s, âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå: A = Fs (ôèçè÷åñêèé
ñìûñë).

Âåêòîðû a è b íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè ab = 0. Ïîíÿòèå
îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
èõ íàïðàâëåíèé, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî íóëåâîé âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðåí ëþ-
áîìó âåêòîðó1. Îáîçíà÷àòü ýòó ñèòóàöèþ ìû áóäåì ÷åðåç a ⊥ b. Åñëè
âåêòîðû a = (x1, y1, z1) è b = (x2, y2, z2) çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â
ïðÿìîóãîëüíîì äåêàðòîâîì áàçèñå2 , òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ab = x1x2 + y1y2 + z1z2,

â ÷àñòíîñòè,
a2 = x2

1 + y2
1 + z2

1; |a| =
√
x2

1 + y2
1 + z2

1;

1Ýòî âïîëíå ðàçóìíîå äîïóùåíèå, è ìû òàê è áóäåì ñ÷èòàòü âïðåäü. Òî, ÷òî íóëåâîé
âåêòîð íå èìååò íàïðàâëåíèÿ, ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê, ÷òî îí íàïðàâëåí âî âñå ñòîðîíû
îäíîâðåìåííî. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò òî, ÷òî íóëåâîé âåêòîð ïàðàëëåëåí ëþáîìó
âåêòîðó, è â òî æå âðåìÿ îí ïåðïåíäèêóëÿðåí ëþáîìó âåêòîðó, â òîì ÷èñëå ñàìîìó ñåáå.

2Ýòà æå ôîðìóëà âåðíà â ëþáîì äðóãîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.
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cos(â, b) =
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x2
1 + y2

1 + z2
1

√
x2

2 + y2
2 + z2

2

.

Ïðèìåð 1.Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêàABC:A(1,−1, 2),B(0, 3,−2)
è C(1, 2, 0). Íàéòè óãîë ïðè âåðøèíå C, ïðîåêöèþ AB íà AC, äëèíó âû-
ñîòû BD, îïóùåííîé èç âåðøèíû B.

Ðåøåíèå

cosC =
CB · CA
|CB||CA|

;

CB = (−1, 1,−2); CA = (0,−3, 2); CB · CA = 0− 3− 4 = −7;

|CB| =
√

1 + 1 + 4 =
√

6; |CA| =
√

0 + 9 + 4 =
√

13.

cosC =
− 7√
6 · 13

= − 7√
78
⇒ C � òóïîé óãîë.

ïðACAB =
AB · AC
|AC|

; AB = (−1, 4,−4); AC = (0, 3,−2).

ïðACAB =
(−1, 4,−1)(0, 3,−2)√

0 + 9 + 4
=

12 + 2√
13

=
14√
13
.

BD =
√
AB2 −

(
ïðACAB

)2
=

√√√√(1 + 16 + 16)− 196

13
=

=

√√√√429− 196

13
=

√√√√233

13
.

Îòâåò. C = π − arccos
7√
78
, ïðACAB =

14√
13
, BD =

√√√√233
13

.

4.1. Çàäà÷è

1. Â êàêîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàâíî ïðîåêöèè
îäíîãî âåêòîðà íà íàïðàâëåíèå äðóãîãî?
2. Ïðîâåðüòå, âåðíû ëè ðàâåíñòâà, åñëè a = |a|, b = |b|:

à) aa = a2; á) a2a = a3; â) (a a)b = a2b;

ã) a2a = a3; ä) (ab)2 = a2b
2
.

3. Äàí âåêòîð a = 2m − n, ãäå m è n � åäèíè÷íûå âåêòîðû, óãîë
ìåæäó êîòîðûìè 120◦. Íàéäèòå cos(â, n), cos( ̂a,m).
4. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α âåêòîðû a = αi − 3j + 2k è b =

= i+ 2j − αk îðòîãîíàëüíû?
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5. Íà îñÿõ Ox, Oy, Oz îòëîæåíû îòðåçêè, ðàâíûå 4, è ía íèõ ïîñòðîåí
êóá. Ïóñòü M � öåíòð âåðõíåé ãðàíè, N � öåíòð ïðàâîé áîêîâîé ãðàíè.
Îïðåäåëèòå âåêòîðû OM è ON è óãîë ìåæäó íèìè.
6. Íàéäèòå ïðîåêöèþ âåêòîðà a = (4,−3, 2) íà îñü, ñîñòàâëÿþùóþ ñ

êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ðàâíûå îñòðûå óãëû.
7. Âû÷èñëèòå ðàáîòó, ïðîèçâîäèìóþ ñèëîé F = (3,−2,−5), åñëè òî÷-

êà åå ïðèëîæåíèÿ, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî, ïåðåìåùàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ
A(2,−3, 5) â ïîëîæåíèå B(3,−2,−1).
8. Äàíû âåêòîðû a = (3,−1, 5) è b = (1, 2,−3). Íàéäèòå âåêòîð m,

åñëè m ⊥ Oz, ma = 9, m b = −4.
9. Â ïëîñêîñòè xOy íàéäèòå âåêòîð p, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó a =

= (5,−3, 4) è èìåþùèé îäèíàêîâóþ ñ íèì äëèíó.
10. Íàéäèòå óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè óãëîâ xOy è yOz.
11. Åäèíè÷íûå âåêòîðû a, b, c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a + b + c = 0.

Âû÷èñëèòå ab+ bc+ c a.
12. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð p = (ac)b− (ab)c îðòîãîíàëåí âåêòîðó a.
13. Ïðè êàêîì óñëîâèè âåêòîð (a+ b) îðòîãîíàëåí âåêòîðó (a− b)?
14. Óïðîñòèòå:
(3i− 2j)j + (j − 2k)j − (i− 2j)2.
15. Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííî-

ãî íà âåêòîðàõ a è b, åñëè:

à) |a| = 2, |b| = 1, (â, b) =
π
3
;

á) |a| = 3, |b| = 2, (â, b) =
2π
3
.

16. Êàêîé óãîë îáðàçóþò åäèíè÷íûå âåêòîðû p è q, åñëè âåêòîðû a =
= p+ 2q è b = 5p− 4q: à) ïåðïåíäèêóëÿðíû; á) ïàðàëëåëüíû?

4.2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ e1, e2, e3 íàçûâàåòñÿ
ïðàâîé, åñëè äëÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â êîíöå âåêòîðà e3, êðàò-
÷àéøèé ïîâîðîò îò e1 ê e2 ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå òðîéêà íàçûâàåòñÿ ëåâîé3. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì

âåêòîðîâ a è b (îáîçíà÷àåòñÿ [a, b] èëè a× b) íàçûâàåòñÿ âåêòîð c, îïðå-
äåëÿåìûé ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1) c ⊥ a, c ⊥ b;
2) |c| = |a||b| sin(â, b);
3) åñëè a 6 ||b, òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.
3Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðèñóíêîì íà ñ. 57.
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à) ïðàâàÿ òðîéêà; á) ëåâàÿ òðîéêà; â) c = a× b.
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî, çàäà-

åòñÿ òîëüêî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ V3.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1) a‖b⇐⇒ a× b = 0 (êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ);
2) a× b = −b× a;
3) λa× b = λ(a× b);
4) (a+ b)× c = a× c+ b× c;
5) ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b, âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S = |a× b| (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë).
Åñëè âåêòîðû a è b çàäàíû êîîðäèíàòàìè a = (x1, y1, z1), b = (x2, y2, z2)

â ïðÿìîóãîëüíîì äåêàðòîâîì áàçèñå, òî

a× b = (y1z2 − y2z1, x2z1 − x1z2, x1y2 − x2y1),

èëè (â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè4)

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣∣ k.
Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

åñëè F � âåêòîð ñèëû, à r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû,
èìåþùèé ñâîå íà÷àëî â òî÷êå A , mA(F ) �ìîìåíò ñèëû F îòíîñèòåëüíî
òî÷êè A, òî

mA(F ) = r × F .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ a = 2m+ n è b = m− 2n, ãäå |m| = 3, |n| = 1; (m̂, n) =
2π
3
.

Ðåøåíèå. S = |a× b|; a× b = (2m+ n)× (m− 2n) =

= 2m×m− 4m× n+ n×m− 2n× n = 4n×m+ n×m = 5n×m.
4Ñì. ïðèìåð 4 ñî ñ. 31.
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S = |5n×m| = 5|n||m| sin 2π

3
= 5 · 3 ·

√
3

2
=

15
√

3

2
.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC: A(1, 2, 3); B(3, 2, 1);
C(1,−1, 0).

Ðåøåíèå. Åñëè äîñòðîèòü òðåóãîëüíèêABC äî ïàðàëëåëîãðàììàABCD,

òî S4ABC =
1
2
SABCD =

1

2
|BA×BC|;

BA = (−2, 0, 2), BC = (−2,−3,−1);

BA×BC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
−2 0 2
−2 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6i− 6j + 6k;

S4ABC =
1

2

√
36 + 36 + 36 = 3

√
3. B A

C D

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�J

J
J
J
J
J

4.2. Çàäà÷è

1. Ìîæíî ëè ñäåëàòü âûâîä, ÷òî a = c, åñëè a× b = c× b?
2. Ïðè êàêîì óñëîâèè íåíóëåâûå âåêòîðû a, b, a × b îáðàçóþò áàçèñ

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà?
3. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

tg(â, b) =
|a× b|
ab

.

4. Êàêèì êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì ïàðàëëåëüíû âåêòîðû
a× i, a× j, a× k?
5. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC: A(1,−1, 2), B(5,−6, 2),

C(1, 3,−1). Âû÷èñëèòå äëèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B.
6. Ñèëà P = (2, 2, 9) ïðèëîæåíà ê òî÷êå A(4, 2,−3). Îïðåäåëèòå âå-

ëè÷èíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè
C(2, 4, 0).
7. Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàéäèòå âåêòîð m, çíàÿ, ÷òî

îí îðòîãîíàëåí âåêòîðàì a è b, è m · c = 10. a = (2,−3, 1), b = (1,−2, 3),
c = (1, 2,−7).
8. Çíàÿ äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: AB = 3p−4q è BC = p+5q,

âû÷èñëèòå äëèíó åãî âûñîòû CD, åñëè:

à) |p| = |q| = 1, (p̂, q) =
π
2
;

á) |p| = 2, |q| = 3, (p̂, q) =
π
3
.

9. Âåêòîð m ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì a = (4,−2,−3) è b = (0, 1, 3)
è îáðàçóåò ñ îñüþ Oy òóïîé óãîë. |m| = 26. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòî-
ðà m.
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10. Íàéäèòå âåêòîð m, åñëè mj = 3, m× j = −2k.
11. Äàíî: a× b = c× d, a× c = b× d. Äîêàæèòå, ÷òî (a− d) è (b− c)

� êîëëèíåàðíû.
12. Íàéäèòå |a× b|, åñëè |a| = 10, |b| = 2 è ab = 12.

13. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b ðàâåí π
4
; |a| = |b| = 5. Íàéäèòå

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a− 2b è 3a+ 2b.
14. Îïðåäåëèòå è ïîñòðîéòå âåêòîð c = a × b, åñëè a = 2i + 3j, b =

= 3j + 2k.
15. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) (a× b)2 ≤ a2b

2;
á) ∀ a, b, c, d ∈ V3 (a× d, b× d, c× d � êîìïëàíàðíû);

â) (a× b)2 + (ab)2 = a2b
2.

16. Óïðîñòèòå:
à) (a+ b)× (a− b) + 3a× (a+ 2b) + (2a+ 3b)× a;
á) (a+ 2b− 3c)× (a− b) + (a+ c)× (b+ c) + (3a+ b)× (b− c).
17. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, äèàãîíàëè êîòîðîãî îïðå-

äåëÿþò âåêòîðû d1 = 3m + n è d2 = m − 5n, åñëè |m| = |n| = 1,

(m̂, n) =
π
4
.

4.3. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè âåêòîðîâ a, b, c
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà a × b íà
âåêòîð c. Îáîçíà÷åíèå: abc = (a, b, c) = (a× b)c. Òàê æå êàê è âåêòîðíîå,
ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî â V3.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1) abc = bca = cab = −acb = −bac = −cba;
2) (λa)bc = λ(abc);
3) (a1 + a2)bc = a1bc+ a2bc;
4) âåêòîðû a, b è c êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà abc = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
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Ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ abc ðà-
âåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî
íà âåêòîðàõ a, b è c, à çíàê îòâå÷àåò çà îðè-
åíòàöèþ òðîéêè a, b, c : abc > 0, åñëè òðîéêà
ïðàâàÿ, è abc < 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå5.

Åñëè âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â äåêàðòîâîì ïðÿìîóãîëü-
íîì áàçèñå: a = (x1, y1, z1), b = (x2, y2, z2), c = (x3, y3, z3), òî èõ ñìåøàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

abc =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèìåð 4.Ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êèA(2,−3, 4),B(2, 3,−4), C(−2, 3, 4),

D(2, 3, 4) â îäíîé ïëîñêîñòè, íàéòè îáúåì òåòðàýäðà ABCD.
Ðåøåíèå. Íàéäåì âåêòîðû:AB(0, 6,−8); AC(−4, 6, 0); AD(0, 6, 0). Âû-

÷èñëèì èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

AB · AC · AD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 6 −8
−4 6 0
0 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6 · (−32) = 192.

Ïîñêîëüêó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ, âåêòîðû íåêîì-
ïëàíàðíû è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A,B,C è D íå ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè.

Òàê êàê îáúåì òåòðàýäðà ðàâåí 1
6
îáúåìà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàëëå-

ëåïèïåäà, èìååì

VABCD =
1

6
|AB · AC · AD| = 1

6
· 192 = 32.

4.3. Çàäà÷è

1. Â êàêîì ñëó÷àå ïàðàëëåëåïèïåä, ïîñòðîåííûé íà òðåõ âåêòîðàõ,
èìååò íàèáîëüøèé îáúåì?

2. Êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìååò âûðàæåíèå |abc||a× b| äëÿ ïèðà-

ìèäû, ïîñòðîåííîé íà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðàõ a, b, c?
3. Âåêòîð c ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì a è b, óãîë ìåæäó êîòîðûìè

ðàâåí π
6
, |a| = 6, |b| = |c| = 3. Âû÷èñëèòå |abc|.

5À åñëè abc = 0, òî ïî ñâîéñòâó 4) âåêòîðû a, b è c êîìïëàíàðíû, ò. å. ëèíåéíî çàâèñèìû,
è, ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ îá îðèåíòàöèè ýòîé òðîéêè íå ñòàâèòñÿ.
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4. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: (a+ b)(b+ c)(c+ a) = 2abc.
5. Äîêàæèòå àíàëèòè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ

a, b, c âåêòîðû (a− b), (b− c), (c− a) � êîìïëàíàðíû.
6. Äàíû âåðøèíû ïèðàìèäû OABC. Âû÷èñëèòå îáúåì, ïëîùàäü ãðà-

íè ABC, âûñîòó ïèðàìèäû, îïóùåííóþ íà ýòó ãðàíü, åñëè:
à) A(5, 2, 0), B(2, 5, 0), C(1, 2, 4);
á) A(3, 5, 6), B(3, 6, 5), C(0, 2, 4).
7. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû a = −i+ 3j + 2k, b = 2i− 3j − 4k,

c = −3i+ 12j + 6k êîìïëàíàðíû. Ðàçëîæèòå âåêòîð c â áàçèñå a, b.
8. Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà, ðàñïîëîæåííîãî â ïåðâîì îêòàíòå, ïî-

ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ OA,OB,OC, åñëè ýòè âåêòîðû íàïðàâëåíû ïî
áèññåêòðèñàì êîîðäèíàòíûõ óãëîâ è äëèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà äâóì.
9. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

a, b, a× b, ðàâåí |a× b|2.
10.Îáúåì òåòðàýäðàABCD ðàâåí 5.A(2, 1,−1), B(3, 0, 1), C(2,−1, 3).

Íàéäèòå âåðøèíó D, åñëè îíà ëåæèò íà îñè Oy.
11. Äîêàæèòå:
à) (a+ b)a(c+ b) = −abc;
á) |abc| ≤ |a| |b| |c|;
â) åñëè a× b+ b× c+ c× a = 0, òî a, b, c � êîìïëàíàðíû.
12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α è β âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ab(c+ αa+ βb) = abc.



Ãëàâà 5

Ëèíåéíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû

5.1. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òàêèõ
êàê êðèâûå è ïîâåðõíîñòè, çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè ýòèõ îáúåêòîâ èõ
óðàâíåíèÿìè. Óðàâíåíèå F (x, y) = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êðèâîé Γ
(íà ïëîñêîñòè), åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ.

1. Êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè M(x, y) ∈ Γ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
F (x, y) = 0;

2. Ëþáàÿ òî÷êà M(x, y), êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèþ F (x, y) = 0, ïðèíàäëåæèò êðèâîé Γ.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ Γ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò åå óðàâíåíèþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü ïðÿìóþ, íóæíî îïðåäåëèòü åå íàïðàâëåíèå è
ðàñïîëîæåíèå. Íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåò êëàññ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, è,
äëÿ òîãî ÷òîáû èç íèõ âûáðàòü îäíó, äîñòàòî÷íî óêàçàòü êîîðäèíàòû
ëþáîé òî÷êè íà ïðÿìîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàôèêñèðîâàòü òî÷êó
ïðÿìîé, òî ìû çàäàäèì êëàññ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.
Âñå îíè îòëè÷àþòñÿ íàïðàâëåíèåì, çàäàâ êîòîðîå ìû îïðåäåëèì ïðÿìóþ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðÿìóþ (è â äàëüíåéøåì ïî-
ñòðîèòü åå óðàâíåíèå), òðåáóåòñÿ çàäàòü åå íàïðàâëåíèå è ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó íà ïðÿìîé.

Íàïðàâëåíèå óäîáíåå âñåãî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ âåêòîðà. Íà ïëîñêîñòè
ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Íåíóëåâîé âåêòîð, íàïðàâëåíèå êî-
òîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé l, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, à íåíóëåâîé
âåêòîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé, íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì ïðÿìîé l. Íàïðàâëåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíî ñ
ïîìîùüþ ëþáîãî èç îïèñàííûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì äëèíà íîðìàëüíîãî
è íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðîâ íå èìååò çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ýòè âåêòîðû
ñëóæàò òîëüêî äëÿ çàäàíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íîðìàëüíûé è íàïðàâëÿþùèé âåêòîðû ïðÿìîé
îðòîãîíàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íîðìàëüíûé âåêòîð èìååò êîîðäè-
íàòû (A,B), òî â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîð
ñ êîîðäèíàòàìè (−B,A).
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Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ïðÿìîé.
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1) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóM0(x0, y0)
ïåðïåíäèêóëÿðíî (íîðìàëüíîìó) âåêòîðó n =
= (A,B), îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì A(x − x0)+
+B(y − y0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè íàì äîñòàòî÷íî
çíàòü êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè, ïðèíàäëåæà-
ùåé ïðÿìîé, è êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî íîðìàëü-
íîãî âåêòîðà ïðÿìîé.

2) Ax+By+C = 0 � îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Óðàâíåíèå òàêîãî âè-
äà ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ âèäà 1) ðàñêðûâàíèåì ñêîáîê. Çäåñü âåêòîð
n = (A,B) � íîðìàëüíûé, à âåêòîð s = (−B,A) � íàïðàâëÿþùèé.

3) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
M0(x0, y0) ïàðàëëåëüíî (íàïðàâëÿþùåìó)
âåêòîðó s = (p, q), îïèñûâàåòñÿ êàíîíè÷å-

ñêèì óðàâíåíèåì

x− x0

p
=
y − y0

q
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàäàòü ïðÿìóþ è ñ ïîìîùüþ íàïðàâëÿþùåãî âåê-
òîðà. Òàêæå ìîæíî çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ x = x0 + pt;

y = y0 + qt,

ãäå t � ïàðàìåòð, èçìåíÿþùèéñÿ îò −∞ äî ∞.
6
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4) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå íåñîâïà-
äàþùèå òî÷êèM1(x1, y1) èM2(x2, y2), îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèåì

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
èëè îáùèì óðàâíåíèåì

(y2 − y1)(x− x1) + (x1 − x2)(y − y1) = 0.

5) x cosα + y sinα − ρ = 0, ρ ≥ 0 �
íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé l, ðàäèóñ-âåêòîð
OP ⊥ l, |OP | = ρ; (

̂
OP,Ox) = α. ×òîáû ïå-

ðåéòè îò îáùåãî óðàâíåíèÿ 2) ê íîðìàëüíîìó,
íàäî âñå åãî ÷ëåíû óìíîæèòü íà íîðìèðóþùèé

ìíîæèòåëü µ =
1

±
√
A2 +B2

, çíàê µ ïðîòèâî-

ïîëîæåí çíàêó C.
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Îòêëîíåíèå òî÷êè M(x1, y1) îò ïðÿìîé l, çàäàííîé óðàâíåíèåì 5),
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

δ(M, l) = x1 cosα + y1 sinα− ρ.

Åñëè òî÷êàM è íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿ-
ìîé l, òî δ > 0, à åñëè ïî îäíó ñòîðîíó, òî δ < 0. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M
äî ïðÿìîé l ðàâíî ìîäóëþ îòêëîíåíèÿ

ρ(M, l) = |x1 cosα + y1 sinα− ρ| = |Ax1 +By1 + C|√
A2 +B2

.

6) Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ

x

a
+
y

b
= 1. -

6Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

•

•
O

x

y
b

a

l
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7) Åñëè â îáùåì óðàâíåíèè 1) B 6= 0, òî,
âûðàçèâ y, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà
y = kx+ b, ãäå k = tgα � óãëîâîé êîýôôèöè-

åíò ïðÿìîé l.

À òåïåðü ñîñòàâèì óäîáíóþ òàáëèöó ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ïðÿìîé íà
ïëîñêîñòè.

Íàçâàíèå
óðàâíåíèÿ

Âèä óðàâíåíèÿ Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ïàðàìåòðîâ

1. Îáùåå óðàâíåíèå

ïðÿìîé

Ax+By + C = 0 n = (A,B) ⊥ l;
s = (−B,A) ‖ l

2. Óðàâíåíèå ïðÿ-

ìîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç äàííóþ òî÷-

êó ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî äàííîìó

âåêòîðó

A(x−x0) +B(y−y0) = 0
n = (A,B) ⊥ l;
M0(x0, y0) ∈ l

3. Êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå ïðÿìîé

x− x0

p
=
y − y0

q
s = (p, q) ‖ l;
M0(x0, y0) ∈ l

4. Ïàðàìåòðè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

x = x0 + pt;

y = y0 + qt
s = (p, q) ‖ l;
M0(x0, y0) ∈ l

5. Óðàâíåíèå ïðÿ-

ìîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç äâå òî÷êè

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
;

(y2 − y1)(x− x1)+
+(x1−x2)(y−y1) = 0

M1(x1, y1) ∈ l;
M2(x2, y2) ∈ l.
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Îêîí÷àíèå òàáëèöû
Íàçâàíèå
óðàâíåíèÿ

Âèä óðàâíåíèÿ Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ïàðàìåòðîâ

6. Íîðìàëüíîå óðàâ-

íåíèå ïðÿìîé

x cosα + y sinα− ρ = 0 6
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ρ > 0 � ðàññòîÿíèå îò íà-

÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîé

7. Óðàâíåíèå ïðÿìîé

â îòðåçêàõ íà îñÿõ

(l 6‖ Ox, l 6‖ Oy,

O(0, 0) /∈ l)

x

a
+
y

b
= 1

a � îòðåçîê íà Ox,

b � îòðåçîê íà Oy

8. Óðàâíåíèå ïðÿ-

ìîé ñ óãëîâûì

êîýôôèöèåíòîì

(l 6‖ Oy)

y = kx+ b
6
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k = tgα � óãëîâîé êîýô-

ôèöèåíò,

b � îòðåçîê íà Oy

9. Óðàâíåíèå ïðÿ-

ìîé ñ çàäàííûì

óãëîâûì êîýô-

ôèöèåíòîì,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

äàííóþ òî÷êó

y − y0 = k(x− x0) k � óãëîâîé êîýôôèöèåíò,

M0(x0, y0) ∈ l

Çàìå÷àíèå. Åñëè â óðàâíåíèÿõ âèäà 3 è 5 îäèí èç çíàìåíàòåëåé îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü (äâà çíàìåíàòåëÿ îáðàòèòüñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî íå
ìîãóò), òî óðàâíåíèå ïðÿìîé ïîëó÷àåòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ÷èñëèòåëÿ.

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè l1 è l2 ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè s1

è s2 èëè íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè n1 è n2:

cosϕ =
n1 · n2

|n1||n2|
=

s1 · s2

|s1||s2|
.
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Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, òî

tgϕ =
k2 − k1

1 + k1k2
.

Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ

l1‖l2 : k1 = k2 èëè
A1

A2
=
B1

B2
èëè

p1

p2
=
q1

q2
;

l1 ⊥ l2 : k1k2 = −1 èëè A1A2 +B1B2 = 0 èëè p1p2 + q1q1 = 0.

Ïðèìåð 1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC : A(1,−2), B(−2, 3), C(0, 2). Íà-
ïèñàòü óðàâíåíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A, íàéòè òî÷êó D
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé âûñîòû ñ ïðÿìîé BC è óðàâíåíèå áèññåêòðèñû ïðÿìîãî
óãëà ∠ADB.

Ðåøåíèå

BC = (2,−1) � íîðìàëüíûé âåêòîð âûñîòû AD.

Èñïîëüçóåì óðàâíåíèå 1:

2(x− 1)− (y + 2) = 0; 2x− y − 4 = 0.

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè D, íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé,
ñîñòàâëåííóþ èç óðàâíåíèé ïðÿìûõ AD è BC. Íàéäåì óðàâíåíèå BC â
ôîðìå 3:

x+ 2

2
=
y − 3

−1
, x+ 2y − 4 = 0.

Ðåøèì ñèñòåìó:2x− y − 4 = 0,

x+ 2y − 4 = 0;
x =

12

5
, y =

4

5
; D

(
12

5
,
4

5

)
.

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð s áèññåêòðèñû DN óãëà ∠ADB íàéäåì êàê

ñóììó îðòîâ âåêòîðîâ DA è DB. DA =

(
−7

5
,−14

5

)
, DB =

(
−22

5
,
11
5

)
,

DA0 =
1

|DA|
DA =

1√√√√49
25

+
196
25

(
−7

5
,−14

5

)
=

(
− 1√

5
,− 2√

5

)
,

DB0 =
1√√√√484

25
+

121
25

(
−22

5
,
11

5

)
=

(
− 2√

5
,

1√
5

)
.
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s = DA0 + DB0 =

− 3√
5
,− 1√

5

. Óðàâíåíèå áèññåêòðèñû íàéäåì â

ôîðìå 3:

x− 12
5

− 3√
5

=
y − 4

5

− 1√
5

,
5x− 12

3
=

5y − 4

1
, x− 3y = 0.

Îòâåò. AD : 2x− y − 4 = 0, D
(

12
5
,
4
5

)
, DN : x− 3y = 0.

5.1. Çàäà÷è

1. Ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè M(x1, y1) è N(x2, y2). Âûðàçèòå óã-
ëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé ïðÿìîé ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷åê. ×åìó îí áóäåò
ðàâåí, åñëè M(1,−3), N(2, 4)?
2. Äëÿ äàííîé ïðÿìîé l : 2x+ y − 1 = 0 è òî÷êè M(−1, 2):
à) âû÷èñëèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé;
á) íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M ïåðïåí-

äèêóëÿðíî ïðÿìîé l è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé l.
3. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC. Íàéòè: 1) óðàâíåíèå ïðÿìîé

AB; 2) óðàâíåíèå âûñîòû CD; 3) äëèíó âûñîòû CD; 4) óãîë ìåæäó
âûñîòîé CD è ìåäèàíîé BM ; 5) óðàâíåíèå áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî
óãëà ïðè âåðøèíå A, åñëè:

à) A(1,−2), B(5, 4), C(−2, 0);
á) A(−3,−5), B(−2, 2), C(7, 5).
4. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè m äâå ïðÿìûå (m− 1)x + my − 5 = 0 è mx+

+(2m− 1)y + 7 = 0 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà îñè àáñöèññ?
5. Ïðÿìàÿ y = kx + 5 óäàëåíà îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèå

d =
√

5. Íàéäèòå k.
6. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóQ(−1, 0) ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî îòðåçêó OQ.
7. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè

2x+ 3y = 12 è 3x+ 2y = 12.
8. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, åñëè òî÷êà P (2, 3) � îñíîâàíèå ïåð-

ïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ýòó ïðÿìóþ.
9. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A(3,−5), B(−2,−7) è C(18, 1) ëåæàò íà îä-

íîé ïðÿìîé.
10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 24x − 10y + 39 = 0 è 12x − 5y − 26 = 0

ïàðàëëåëüíû, è íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.
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11. Èç òî÷êè M(−5, 6) âûõîäèò ëó÷ ñâåòà ïîä óãëîì ϕ = arctg(−2) ê
îñè Ox, îòðàæàåòñÿ îò îñè Ox, çàòåì îò îñè Oy. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
âñåõ òðåõ ëó÷åé.

12. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM(8, 6)
è îòñåêàåò îò êîîðäèíàòíîãî óãëà òðåóãîëüíèê ñ ïëîùàäüþ, ðàâíîé 12.

13. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(−2, 3)
íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷åê M1(5,−1) è M2(3, 7).

14. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè-
íàò ïîä óãëîì 45◦ ê ïðÿìîé y = 4− 2x.

15. Äàíû äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC : A(−4, 3) è B(4,−1) è
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò M(3, 3). Íàéäèòå âåðøèíó C.

16. Ñòîðîíû AB è BC ïàðàëëåëîãðàììà çàäàíû óðàâíåíèÿìè
2x− y + 5 = 0 è x− 2y + 4 = 0. Äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
M(1, 4). Íàéäèòå äëèíû âûñîò.

17. Äàíû ïðÿìàÿ l : x+2y−4 = 0 è òî÷êà A(5, 7). Íàéäèòå ïðîåêöèþ
òî÷êè A íà ïðÿìóþ l.

18. Äâå ñòîðîíû êâàäðàòà ëåæàò íà ïðÿìûõ 5x − 12y − 65 = 0 è
5x− 12y + 26 = 0. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü êâàäðàòà.

19. Â òðåóãîëüíèêå ABC íàéäèòå êîîðäèíàòû ñåðåäèí åãî ñòîðîí è
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí:

à) A(7,−4), B(−1, 8), C(−12,−1);

á) A(−4, 2), B(2, 6), C(0,−2).

20. Íàéäèòå óðàâíåíèå áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà A òðåóãîëüíèêà
ABC:

à) A(1,−2), B(5, 4), C(−2, 0),

á) A(3,−3), B(7, 3), C(0,−1).

21. Äàíû òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà A, B, C.
Íàéäèòå êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû D:

à) A(3, 2), B(−2, 1), C(1,−4),

á) A(5, 1), B(0, 0), C(3,−5).

22. Îòðåçîê çàäàí òî÷êàìè A, B. Äî êàêîé òî÷êè C åãî íóæíî ïðî-
äîëæèòü â íàïðàâëåíèè îò A ê B, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòðåçîê AC, äëèíà
êîòîðîãî áûëî áû â α ðàç áîëüøå äëèíû AB:

à) A(−4, 7), B(0, 1), α = 1.5,

á) A(−3,−6), B(1,−3), α = 5.
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5.2. Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå

Ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå òàêæå áóäåì îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ óðàâ-

íåíèé. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå óäîáíåå âñåãî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ âåê-
òîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè, ò. å. íîðìàëüíîãî âåêòîðà, è êàêîé-
íèáóäü òî÷êè, ëåæàùåé íà ïëîñêîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå,
àíàëîãè÷íîå îáùåìó óðàâíåíèþ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè.

1) Ax+By + Cz +D = 0 � îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, âåêòîð
n = (A,B,C) 6= 0 � íîðìàëüíûé âåêòîð.

2) Ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó n = (A,B,C) è ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0), îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Ýòî îñíîâíàÿ ôîðìóëà, êîòîðîé ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðî-
åíèè óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ åþ, äîñòà-
òî÷íî íàéòè êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè è êîîðäèíàòû íåêî-
òîðîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïëîñêîñòè.

3) Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òðè äàííûå òî÷êè M1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3), íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

-
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4) Ïëîñêîñòü, îòñåêàþùàÿ íà îñÿõ êîîð-
äèíàò íåíóëåâûå îòðåçêè a, b, c, îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì â îòðåçêàõ

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.
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5) Åñëè íîðìàëüíûé âåêòîð èìååò åäèíè÷-
íóþ äëèíó è íàïðàâëåí èç íà÷àëà êîîðäèíàò
â ñòîðîíó ïëîñêîñòè, òî ïîëó÷àåì íîðìàëüíîå
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

x cosα + y cos β + z cos γ − ρ = 0 (5.1)

ρ ≥ 0; OP ⊥ L; |OP | = ρ; (
̂

OP,Ox) = α;

(
̂

OP,Oy) = β; (
̂

OP,Oz) = γ.

O
-

6
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b
b
b
b
b
b
bb

y

x

z
P

L

α β

γ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèâåñòè îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ê íîðìàëüíî-
ìó, íóæíî óìíîæèòü âñå ÷ëåíû îáùåãî óðàâíåíèÿ 2) íà íîðìèðóþùèé

ìíîæèòåëü µ =
1

±
√
A2 +B2 + C2

; çíàê µ ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó D.

Îòêëîíåíèå òî÷êèM1(x1, y1, z1) îò ïëîñêîñòè L, çàäàííîé óðàâíåíèåì
(5.1), íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Îïèøåì ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè P â ñëåäóþùåé ñâîäíîé òàá-
ëèöå.

Íàçâàíèå Âèä Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïà-

ðàìåòðîâ

Îáùåå óðàâíå-
íèå ïëîñêîñòè

Ax+By + Cz +D = 0 n = (A,B,C) ⊥ P �
íîðìàëüíûé âåêòîð

Óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó
ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ äàííîìó
âåêòîðó

A(x−x0) +B(y− y0) +C(z−
z0) = 0.

n = (A,B,C) ⊥ P ,
M0(x0, y0, z0) ∈ P .

Óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç
òðè äàííûå
òî÷êè

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
M1(x1, y1, z1)
M2(x2, y2, z2)
M2(x2, y2, z2)

 ∈ P .
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Îêîí÷àíèå òàáëèöû
Íàçâàíèå Âèä Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïà-

ðàìåòðîâ

Íîðìàëüíîå
óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè

x cosα+y cos β+z cos γ−p =
0

n =
(cosα, cos β, cos γ) ⊥
P , (n) íàïðàâëåí â
ñòîðîíó P îò íà÷à-
ëà êîîðäèíàò, åãî
êîîðäèíàòû � åãî
íàïðàâëÿþùèå êîñè-
íóñû, p � ðàññòîÿíèå
îò íà÷àëà êîîðäèíàò
äî P .

Ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïëîñ-
êîñòè

r = r0 + t1a+ t2b r0 � ðàäèóñ-âåêòîð
òî÷êè M0 ∈ P , a, b �
íåêîëëèíåàðíûå âåê-
òîðû, ïàðàëëåëüíûå
P , t1, t2 � ïàðàìåòðû.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ
ïëîñêîñòè â
êîîðäèíàòíîé
ôîðìå


x = x0 + t1p1 + t2p2,

y = y0 + t1q1 + t2q2,

z = z0 + t1r1 + t2r2

M0(x0, y0, z0) ∈ P ,
a = (p1, q1, r1) ,b =
(p2, q2, r2).

Óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè â
îòðåçêàõ

x
a

+
y
b

+
z
c

= 1 a � îòðåçîê íà Ox, b
� îòðåçîê íà Oy, c �
îòðåçîê íà Oz, a, b, c 6=
0.

δ(M1, L) = x1 cosα + y1 cos β + z1 cos γ − ρ.

Åñëè òî÷êà M1 è íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïëîñêîñòè L, òî δ > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå δ < 0. Åñëè δ = 0, òî ïëîñêîñòü
L ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M1.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M1(x1, y1, z1) äî ïëîñêîñòè L íàõîäèòñÿ ïî ôîð-
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ìóëå

ρ(M1, L) = |δ(M1, L)| = |x1 cosα + y1 cos β + z1 cos γ − ρ| =

=
|Ax1 +By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Èññëåäîâàíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè

Ïóñòü ïëîñêîñòü L çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì Ax+By + Cz +D = 0.
Òîãäà âåêòîð n = (A,B,C) � íîðìàëüíûé âåêòîð L. Çàìåòèì, ÷òî íîð-
ìàëüíûé âåêòîð íåíóëåâîé, ò. e. êîýôôèöèåíòû A, B è C íå ìîãóò îáðà-
ùàòüñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îáùåãî
óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè L.

A = 0 L ‖ Ox
B = 0 L ‖ Oy
C = 0 L ‖ Oz
D = 0 L ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü çà-
äàíà îäíèì óðàâíåíèåì. Ïîýòîìó áóäåì ãîâîðèòü îá óðàâíåíèÿõ ïðÿ-
ìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ïðîùå âñåãî çàäàòü ïðÿìóþ ñ ïîìîùüþ òî÷êè è
íàïðàâëåíèÿ. Íàïðàâëåíèå çàäàåòñÿ íåíóëåâûì íàïðàâëÿþùèì âåêòî-

ðîì, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé � àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî äåëàåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè1.

Îïèøåì ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàí-
ñòâå.

1) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïàðàëëåëüíî íà-
ïðàâëÿþùåìó âåêòîðó s = (p, q, r), îïèñûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâ-

íåíèÿìè
x− x0

p
=
y − y0

q
=
z − z0

r
,

èëè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x = x0 + pt;
y = y0 + qt;
z = z0 + rt.

1Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òî÷êè è íîðìàëüíîãî
âåêòîðà, à ïðÿìàÿ � ñ ïîìîùüþ òî÷êè è íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà.
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2) Ïðÿìàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïëîñêîñòåé, îïèñûâàåòñÿ
îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x+B1y + C1z +D1 = 0;

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣∣
2

6= 0.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòè íå ïàðàëëåëüíû è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé.

3) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè M1(x1, y1, z1)
è M2(x2, y2, z2), îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
.

Åñëè ïðè ýòîì îäèí èëè äâà çíàìåíàòåëÿ îáðàùàþòñÿ â íîëü, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ê íóëþ íóæíî ïðèðàâíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëèòåëè.

Îïèøåì ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé l â ñëåäóþùåé ñâîäíîé òàáëèöå.

Íàçâàíèå Âèä Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïà-

ðàìåòðîâ

Îáùèå óðàâíå-
íèÿ ïðÿìîé â
ïðîñòðàíñòâå

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,∣∣∣∣∣∣B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣∣∣
2

+∣∣∣∣∣∣A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣∣
2

6= 0

n1 = (A1, B1, C1),
n2 = (A2, B2, C2) �
íîðìàëüíûå âåêòîðû
íåïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-
êîñòåé, çàäàþùèõ ïðÿ-
ìóþ êàê ëèíèþ ïåðå-
ñå÷åíèÿ

Êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ
ïðÿìîé â ïðî-
ñòðàíñòâå

x− x0

p
=
y − y0

q
=
z − z0

r
s = (p, q, r)||l � íà-
ïðàâëÿþùèé âåêòîð,
M0(x0, y0, z0) ∈ l

Ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé â ïðîñòðàí-
ñòâå


x = x0 + pt,

y = y0 + qt,

z = z0 + rt

s = (p, q, r)||l � íà-
ïðàâëÿþùèé âåêòîð,
M0(x0, y0, z0) ∈ l, t �
ïàðàìåòð
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Îêîí÷àíèå òàáëèöû
Íàçâàíèå Âèä Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïà-

ðàìåòðîâ

Ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé â âåêòîð-
íîé ôîðìå

r = r0 + ts r0 � ðàäèóñ-âåêòîð
òî÷êè M0 ∈ l, s �
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
l.

Óðàâíåíèå
ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåä
äâå ðàçëè÷íûå
òî÷êè

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1

M1(x1, y1, z1)
m2(x2, y2, z2)

 ∈ l.

Íàõîæäåíèå óãëà ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ èëè ìåæäó ïëîñêîñòÿ-
ìè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ óãëîâ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè
(íîðìàëüíûìè äëÿ ïëîñêîñòè è íàïðàâëÿþùèìè äëÿ ïðÿìîé).

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè A1x+B1y + C1z +D1 = 0;
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

cosϕ =
n1n2

|n1||n2|
=

A1A2 +B1B2 + C1C2√
A2

1 +B2
1 + C2

1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé l è ïëîñêîñòüþ L íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

sinϕ =
|sn|
|s||n|

=
|pA+ qB + rC|√

p2 + q2 + r2
√
A2 +B2 + C2

.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå îïèñàíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé. Ïóñòü ïëîñêîñòü L1 çàäàíà óðàâíåíèåì
A1x + B1y + C1z + D1 = 0, ïëîñêîñòü L2 � óðàâíåíèåì A2x + B2y+

+C2z + D2 = 0, ïðÿìàÿ l1 � óðàâíåíèÿìè x− x1

p1
=

y − y1

q1
=

z − z1

r1
,

ïðÿìàÿ l2 � óðàâíåíèÿìè x− x2

p2
=
y − y2

q2
=
z − z2

r2
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

n1 = (A1, B1, C1) íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè L1, ÷åðåç n2 = (A2, B2, C2)
íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè L2, s1 = (p1, q1, r1) � íàïðàâëÿþùèé âåê-
òîð ïðÿìîé l1, s2 = (p2, q2, r2) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé l2. Çàìå-
òèì òàêæå, ÷òî òî÷êè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) ëåæàò íà ïðÿìûõ l1
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è l2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàñïîëîæåíèå Óñëîâèÿ íà âåêòîðû Óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû

L1 ⊥ L2 n1 ⊥ n2 A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0

L1 ‖ L2 n1 ‖ n2
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2

L1 = L2
n1 = n2,
δ(O,L1) = δ(O,L2)

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
=
D1

D2

l1 ⊥ L1 n1 ‖ s1
A1

p1
=
B1

q1
=
C1

r1

l1 ‖ L1 n1 ⊥ s1 A1p1 +B1q1 + C1r1 = 0

l1 ⊂ L1 n1 ⊥ s1, M1 ∈ L1
A1p1 +B1q1 + C1r1 = 0
A1x1 +B1y1 + C1z1 +D1 = 0

l1 ⊥ l2 s1 ⊥ s2 p1p2 + q1q2 + r1r2 = 0

l1 ‖ l2 s1 ‖ s2
p1

p2
=
q1

q2
=
r1

r2

l1 = l2
s1 ‖ s2,

M2 ∈ l1

p1

p2
=
q1

q2
=
r1

r2
,

x− x2

p1
=
y − y2

q1
=
z − z2

r1

l1 è l2
ïåðåñåêàþòñÿ

s1, s2 è M1M2

êîìïëàíàðíû

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p1 q1 r1

p2 q2 r2

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

l1 è l2
ñêðåùèâàþòñÿ

s1, s2 è M1M2

íå êîìïëàíàðíû

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p1 q1 r1

p2 q2 r2

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Ïðèìåð 2. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷-

êè M(1, 0,−1) íà ïðÿìóþ l: x+ 1
1

=
y − 1

2
=

z
− 3

.

Ðåøåíèå

1) Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè L, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé l:

s = (1, 2,−3) � íîðìàëüíûé âåêòîð èñêîìîé ïëîñêîñòè;
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1(x− 1) + 2(y − 0)− 3(z + 1) = 0; x+ 2y − 3z − 4 = 0.

2) Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (K) ïëîñêîñòè L è ïðÿìîé l.
Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îò êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé l ê ïàðàìåò-

ðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì:

x+ 1

1
= t;

y − 1

2
= t;

z

−3
= t,

îòêóäà ïîëó÷èì

x = t− 1;
y = 2t+ 1;
z = −3t

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè:
t− 1 + 2(2t+ 1)− 3(−3t)− 4 = 0;

14t− 3 = 0; t0 =
3
14
.

Íàéäåííîå çíà÷åíèå t0 ïîäñòàâèì â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé è íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè K:

K

(
−11

14
,
10

7
,− 9

14

)
.

3) MK ⊥ l, ò. å. MK � èñêîìàÿ ïðÿìàÿ.

Óðàâíåíèÿ MK :
x− 1

−11
14
− 1

=
y − 0

10
7
− 0

=
z + 1

− 9
14

+ 1
,

èëè
x− 1

5
=

y

−4
=
z + 1

−1
.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M1(x1, y1, z1) äî ïðÿìîé l, çà-

äàííîé êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
x− x0

p
=
y − y0

q
=
z − z0

r
.

•
M0

-
s

�
�
�
��3
•M1

h

Ðåøåíèå. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M1 äî ïðÿìîé
l åñòü âûñîòà ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà
âåêòîðàõ s = (p, q, r) è M0M1 (ãäå M0(x0, y0, z0)),
îïóùåííàÿ íà îñíîâàíèå s. Ïîñêîëüêó âûñîòà ðàâ-
íà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîäåëåííîé íà äëè-
íó îñíîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

ρ(M1, l) =

∣∣∣M0M1 × s
∣∣∣

|s|
.

5.2. Çàäà÷è

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòÿì P1, P2:
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à) M(−1,−1, 2), P1 : x− 2y + z − 4 = 0, P2 : x+ 2y − 2z + 4 = 0,
á) M(3, 0, 1), P1 : 2x+ y − 3z + 1 = 0, P2 : 3x− 2y + z − 4 = 0.
2. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1 è M2

è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè P :
à) M1(−1,−2, 0), M2(1, 1, 2), P : x+ 2y − 2z − 4 = 0,
á) M1(3, 0, 2), M2(−1, 2, 7), P : 2x− 3y + 2z − 5 = 0.
3. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü Oz è ñîñòàâ-

ëÿþùåé ñ ïëîñêîñòüþ P óãîë 60◦:
à) P : 2x+ y +

√
5 · z = 0

á) P : y + z − 5 = 0.
4. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êè M1, M2, M3:
à) M(4, 3, 0), M1(1, 3, 0), M2(4,−1, 2), M3(3, 0, 1),
á) M(1,−2, 3), M1(3, 5− 1), M2(0, 2, 1), M3(1,−2, 0).
5. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè:
à) 4x+ 3y − 5z − 8 = 0 è 4x+ 3y − 5z + 12 = 0,
á) 2x+ y − 2z + 5 = 0 è 2x+ y − 2z + 8 = 0.
6. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé:

à)

-

6

�
�
�	

O

•2

•1

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@

�
�

x

z

y

á)

-

6

�
�
�	

O
•1

•1
@
@�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

z

x

y

â)

-

6

�
�
�	

O
@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

•2
•2
�
�

z

x

y

ã)

-

6

�
�
�	

O

z

x

y

1

7. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííîé îò ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòåé 4x− y − 2z − 3 = 0 è 4x− y − 2z − 5 = 0.
8. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé 2x− y + 2z − 3 = 0;

x+ 2y − z − 1 = 0.

9. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(a, b, c)
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox è ïåðåñåêàþùåé ýòó îñü.
10. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè:

x− 2

1
=
y + 1

2
=
z + 3

2
è
x− 1

1
=
y − 1

2
=
z + 1

2
.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ
x− 2

2
=
y − 1

−1
=
z − 3

1
ïàðàëëåëüíà ïëîñ-

êîñòè x+ y − z = 0.
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12. Äàíû ïðÿìàÿ l :
x− 2

1
=
y − 3

2
=
z + 1

3
è òî÷êà M(3, 4, 0). Íàïè-

øèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé:
à) ÷åðåç òî÷êó M ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé l;
á) ÷åðåç ïðÿìóþ l è òî÷êó M .
13. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ

x− 1
1

=
y + 1

2
=
z + 2

2
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè 2x+ 3y − z − 4 = 0.

14. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå

x− 3

2
=
y

1
=
z − 1

2
è
x+ 1

2
=
y − 1

1
=
z

2
.

15. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
è ñîñòàâëÿþùåé ðàâíûå óãëû ñ ïëîñêîñòÿìè 4y = 3x, y = 0, z = 0.
Íàéäèòå ýòè óãëû.
16.Íàéäèòå ïðîåêöèþ òî÷êèM(3, 1,−1) íà ïëîñêîñòü, çàäàííóþ óðàâ-

íåíèåì x+ 2y + 3z − 30 = 0.
17. Íàéäèòå ïðîåêöèþ òî÷êè M(2, 3, 4) íà ïðÿìóþ x = y = z.
18.×åðåç òî÷êèM1(−6, 6,−5) èM2(12,−6, 1) ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ. Îïðå-

äåëèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.
19. Ñîñòàâüòå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-

êó M(2, 3,−5) ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé

 3x− y + 2z − 7 = 0;
x+ 3y − 2z + 3 = 0.

20. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ x− 1
1

= y − 2
1

= z − 1
− 1

ëåæèò â ïëîñêîñòè

4x+ 3y + 7z − 17 = 0.
21. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå l1 è l2 ñêðåùèâàþòñÿ, è ïîñòðîéòå îáùèé

ïåðïåíäèêóëÿð ê íèì, åñëè:

à) l1 :
x− 1

3
=
y + 3

−1
=

z

−2
, l2 :

x

−1
=
y + 2

0
=
z − 3

1
;

á) l1 :
x+ 1

2
=
y − 2

3
=
z + 5

4
, l2 :

x− 2

1
=
y + 6

2
=
z + 9

2
.

22. Äàíî îáùååå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Çàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè â âåêòîðíîé è â êîîðäèíàòíîé ôîðìàõ:

à) 3x+ 2y − z + 5 = 0, á) 2x+ z − 25 = 0,
â) y − 3z + 1 = 0, ã) 2y + 3 = 0.
23. Ïëîñêîñòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì r = r0 + αa+ βb.

Çàïèøèòå îáùåå óðàâíåíèå ýòîé ïëîñêîñòè:
à) r0 = (1,−2, 0), a = (3,−1, 2), b = (0, 1,−2),
á) r0 = (0, 2,−1), a = (2,−1, 3), b = (2, 0,−1),



â) r0 = (2, 1,−1), a = (0, 3, 2), b = (1,−2, 0).
24. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ:
à) 7x+ 4y + 7z + 1 = 0, 2x− y − z + 2 = 0, x+ 2y + 3z − 1 = 0,
á) 2x− 3y + z − 5 = 0, x− 2y + 3z + 1 = 0, x− y − 2z − 2 = 0.
25. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α è β äàííûå ïëîñêîñòè 1) èìå-

þò îäíó îáùóþ òî÷êó; 2) ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ; 3) ïåðåñåêàþòñÿ
ïî òð¼ì ðàçëè÷íûì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì:

à) 2x− y + 3z − 1 = 0, x+ 2y − z + β = 0, x+ αy − 6z + 10 = 0,
á) 3x+ y − z + 1 = 0, x− y + 3z + β = 0, x+ αy − 2z + 5 = 0.
26. Âû÷èñëèòü ïëîùàäè ãðàíåé ïèðàìèäû, åå îáúåì è âûñîòó, îïó-

ùåííóþ èç íà÷àëà êîîðäèíà, åñëè ïèðàìèäà îãðàíè÷åíà êîîðäèíàòíûìè
ïëîñêîñòÿìè è ïëîñêîñòüþ:

à) 2x− 3y + 6z − 12 = 0,
á) 5x− 6y + 3z + 120 = 0.
27. Ïëîñêîñòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè â êîîðäèíàò-

íîé ôîðìå. Ñîñòàâüòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â âåêòîðíîé
ôîðìå:

à)


x = 5− 2t1,

y = t1 − 3t2,

z = 1− t1 + 2t2;

; á)


x = 3t1 − t2,
y = 3− 2t1,

z = 2 + 3t1 + 3t2.
28.Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â âåêòîðíîé ôîð-

ìå, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êèM1,M2 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ′ovarlinea:
à) M1(3,−1, 2), M2(0, 1, 3), a = (−1, 1, 0),
á) M1(0, 1,−3), M2(3, 0, 1), a = (1, 0, 2).
29.Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â âåêòîðíîé ôîð-

ìå, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì a1, a2:
à) M(1,−2, 1), a1 = (3, 1, 2), a2 = (−2, 0, 1),
á) M(2, 3, 0), a1 = (1,−2, 3), a2 = (3, 0,−1).
30.Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè â âåêòîðíîé ôîð-

ìå, åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ l1 ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé l2:

à) l1 :
x− 2

3
=
y + 1

2
=
z − 2

0
, l2 :

x+ 1

−1
=
y + 2

3
=
z + 1

2
,

á) l1 :
x+ 3

2
=
y − 1

3
=
z + 1

−1
, l2 :

x− 1

−2
=
y + 2

1
=
z

3
.

31. Äàíû âåðøèíû ïèðàìèäû ABCD. Ñîñòàâüòå ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ åå ãðàíåé è ðåáåð â âåêòîðíîé ôîðìå:

à) A(1, 0,−1), B(3, 2, 0), C(−2, 3, 1), D(4,−1, 3),
á) A(0, 2, 1), B(−2, 1, 3), C(1,−1, 2), D(0, 3, 4).

86



Ãëàâà 6

Îáùàÿ òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé

6.1. Èññëåäîâàíèå è ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Ìåòîä Ãàóññà

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé1 ñ n íåèçâåñòíûìè:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm;

(6.1)

èëè AX = B, ãäå

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 . . . amn

 �
ìàòðèöà
ñèñòåìû;

X =


x1

x2
...
xn

 �
âåêòîð-ñòîëáåö
íåèçâåñòíûõ;

B =


b1

b2
...
bm

 �
âåêòîð-ñòîëáåö
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Âåêòîð-ñòîëáåö C =


c1
...
cn

 íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.1), åñëè

AC = B, èëè 
a11c1 + · · ·+ a1ncn = b1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1c1 + · · ·+ amncn = bm.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò ðåøåíèå. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé.

1Â äàëüíåéøåì â ýòîé ãëàâå � ïðîñòî ñèñòåìà.
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Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òðè âàðèàíòà2:
1) ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (èìååò 0 ðåøåíèé);
2) ñèñòåìà îïðåäåëåííàÿ (èìååò 1 ðåøåíèå);
3) ñèñòåìà ñîâìåñòíàÿ, íî íåîïðåäåëåííàÿ (èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ðåøåíèé).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç rA = rankA ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû, à ÷åðåç rA =

= rankA � ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

· · ·
bm

 .

Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ñîäåðæèò â ñåáå âñþ èí-
ôîðìàöèþ î ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ò. å. çàäàåò åå ïîëíîñòüþ.
Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (6.1)

áûëà ñîâìåñòíà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû rA = rA.

Ïóñòü ñèñòåìà ñîâìåñòíà è rA = rA = r � ðàíã ñèñòåìû3, n � ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ, m � ÷èñëî óðàâíåíèé.

1) Ïóñòü r < m. Áóäåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè4, ÷òî áà-
çèñíûé ìèíîð íàõîäèòñÿ â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû A, ò. å. ïåðâûå
r ñòðîê è ïåðâûå r ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû5 . Òîãäà
ïîñëåäíèå m − r óðàâíåíèé ìîæíî îòáðîñèòü6 , òàê êàê îíè ëèíåéíî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâûå r. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå
ñëåäóþùåãî âèäà, â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ñèñòå-
ìû: 

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ar1x1 + · · ·+ arnxn = br.

2Òðè, à íå ÷åòûðå, ïîñêîëüêó îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, à íåñîâìåñòíàÿ
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.

3Ïîíÿòíî, ÷òî ãîâîðèòü î ðàíãå ñèñòåìû ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà
ñîâìåñòíà.

4Â äàííîì ñëó÷àå ñëîâà �áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè� îçíà÷àþò, ÷òî ìû âñåãäà ñìîæåì äî-
áèòüñÿ òàêîé ñèòóàöèè, ïðèìåíèâ íåîáõîäèìûå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê (óðàâíåíèé) èëè ñòîëá-
öîâ (ïåðåìåííûõ).

5Ìû ðàññìàòðèâàåì ñòðîêè ìàòðèöû êàê ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
Rn � ñì. ñ. 103.

6Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé âåêòîð C, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ïåðâûõ r óðàâ-
íåíèé, áóäåò òàêæå è ðåøåíèåì âñåé ñèñòåìû.
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2) Åñëè r = n, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò
áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êðàìåðà.

3) Ïóñòü r < n (ñ÷èòàåì, ÷òî áàçèñíûé ìèíîð íàõîäèòñÿ â ëåâîì âåðõ-
íåì óãëó ìàòðèöû A).

Íàçîâåì íåèçâåñòíûå x1, . . . , xr áàçèñíûìè, à
xr+1,, . . . , xn � ñâîáîäíûìè.

Ïðèäàâàÿ ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì
îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðèíèìàÿ
ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå çà ïàðàìåòðû, ìîæíî âûðàçèòü áàçèñíûå ïåðå-
ìåííûå ÷åðåç ñâîáîäíûå, ò.å. ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1).

Èòàê, â õîäå èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìû ïîëó÷èëè
ñëåäóþùóþ ñõåìó, îòðàæàþùóþ êëàññèôèêàöèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé:

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñîâìåñòíûå Íåñîâìåñòíûå


• · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 • · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · 0 • · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∗
...
∗
•



rA = rA rA 6= rA

Îïðåäåëåííûå
Ñîâìåñòíûå

íåîïðåäåëåííûå
rA = n rA < n



• ∗ · · · ∗
0 • ∗ · · ·
... . . . . . . ∗
0 · · · 0 •

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∗
...
...
∗




• ∗ · · · · · · · · · · · · · · · ∗
0 · · · 0 • ∗ · · · · · · ∗
0 · · · · · · · · · 0 • ∗ · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
...
∗
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Â ýòîé ñõåìå ñèìâîë �∗� îçíà÷àåò ëþáîå ÷èñëî, à ñèìâîë �•� � ëþáîå
íåíóëåâîå ÷èñëî.
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Ìåòîä Ãàóññà

Ìåòîä Ãàóññà � óíèâåðñàëüíûé7 ìåòîä èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñè-
ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â õîäå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ñèñòåìû òîìó èëè èíîìó êëàññó (ñîâìåñòíîñòü,
îïðåäåëåííîñòü), â ñëó÷àå åå ñîâìåñòíîñòè íàõîäèòñÿ ðàíã ñèñòåìû, îïðå-
äåëÿþòñÿ áàçèñíûå è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå è íàõîäèòñÿ îáùåå ðåøåíèå
ñèñòåìû.

Ìåòîä Ãàóññà ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ.
I ýòàï (ïîäãîòîâèòåëüíûé). Òàêæå íàçûâàåòñÿ �ïðÿìîé õîä� ìåòî-

äà Ãàóññà. Öåëü ýòîãî ýòàïà � ïðèâåñòè ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû
ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, èñïîëüçóÿ òîëüêî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñòðîê.
II ýòàï (èññëåäîâàíèå). Â õîäå èññëåäîâàíèÿ òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü

òðè ìîìåíòà:
à) ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà (ò. å. ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ñîâ-

ïàäàþò ëè ðàíãè ìàòðèöû ñèñòåìû è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû). Çíà÷åíèÿ
îáîèõ ðàíãîâ âèäíû èç ñòóïåí÷àòîãî âèäà ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Çà-
ìåòèì, ÷òî âûâîä î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ìîæíî òàêæå ñäåëàòü, åñ-
ëè â ñòóïåí÷àòîì âèäå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ïðèñóòñòâóåò �íåõîðîøàÿ�
ñòðîêà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå ïîñëåäíåãî. Òàêîé
âûâîä ìîæíî ñäåëàòü äàæå ðàíüøå, äî ïîëíîãî ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷à-
òîìó âèäó, åñëè â õîäå ïðåîáðàçîâàíèé ïîÿâèëàñü �íåõîðîøàÿ� ñòðîêà.
Åñëè ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, ðåøåíèå çàäà÷è ïðåêðàùàåòñÿ8;

á) ÷åìó ðàâåí ðàíã ñèñòåìû (ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû). Äîãîâîðèìñÿ â
ýòîì îïèñàíèè ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû îáîçíà÷àòü ïðîñòî îäíîé áóêâîé
r;

â) êàêèå ïåðåìåííûå âûáðàòü çà áàçèñíûå. ×èñëî áàçèñíûõ ïåðåìåí-
íûõ äîëæíî áûòü ðàâíî r, íî íå ëþáûå r ïåðåìåííûõ ìîãóò ñëóæèòü
áàçèñíûìè. Áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè ìîãóò ñëóæèòü ëèøü òàêèå r ïå-
ðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòîëáöû ñòóïåí÷àòîãî âèäà
ìàòðèöû ñèñòåìû âõîäÿò â êàêîé-íèáóäü áàçèñíûé ìèíîð ýòîé ìàòðèöû.
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî íàáîð áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîä-
íîçíà÷íî. Ê ñ÷àñòüþ, íàì íå ïðèäåòñÿ ïåðåáèðàòü âñåâîçìîæíûå íàáîðû
èç r ïåðåìåííûõ â ïîèñêàõ áàçèñíîãî. Ìåòîä Ãàóññà ïðåäëàãàåò ñïîñîá
ñäåëàòü òàêîé âûáîð ñðàçó. Äàâàéòå ðàññìîòðèì â ñòóïåí÷àòîì âèäå ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû âûñòóïàþùèå ÷àñòè �ñòóïåíåê�. Òåïåðü â

7Ò. å. ïîäõîäÿùèé äëÿ ëþáûõ ñèñòåì.
8Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çàäà÷à �ðåøèòü ñèñòåìó� èìååò ðåøåíèå, äàæå åñëè ñèñòåìà

íåñîâìåñòíà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òàê è çàïèøåì îòâåò çàäà÷è: �Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.�
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êàæäîé òàêîé ÷àñòè âûáåðåì íåíóëåâîé ýëåìåíò (êîòîðûé ñ ãàðàíòèåé
ñóùåñòâóåò â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû). Êîíå÷íî, âñå ýòè
âûáðàííûå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ñòîëáöàõ. Ýòè ñòîëáöû è ñî-
îòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì, êîòîðûå ìû ïðèìåì çà áàçèñíûå. Îñòàëüíûå
ïåðåìåííûå � ñâîáîäíûå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íåò,
òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëåííàÿ.

III ýòàï (íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ). Íàçûâàåòñÿ òàêæå �îá-
ðàòíûé õîä� ìåòîäà Ãàóññà. Öåëü ýòîãî ýòàïà � âûðàçèòü âñå áàçèñíûå
ïåðåìåííûå òîëüêî ÷åðåç ñâîáîäíûå. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû ïðåîáðà-
çîâàòü ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè ñòðîê ê òàêîìó âèäó, â êîòîðîì êàæäûé ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé
áàçèñíîé ïåðåìåííîé, ñîäåðæèò òîëüêî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò (êîòî-
ðûé ìû âûäåëÿëè íà ïðåäûäóùåì ýòàïå), ïðè÷åì ýòîò ýëåìåíò ðàâåí 1.
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò èñêëþ÷åíèþ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ èç
�âåðõíèõ óðàâíåíèé�. Òðåòèé ýòàï íîñèò íàçâàíèå �îáðàòíûé õîä�, ïîòî-
ìó ÷òî òðåáóåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîáíî ïðîâîäèòü ñíèçó ââåðõ: ñíà-
÷àëà èñêëþ÷èòü ïîñëåäíþþ áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ èç âñåõ ñòðîê, êðîìå
ïîñëåäíåé íåíóëåâîé, ïîòîì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé ñíèçó, è ò.ä. Ïðîâåäÿ
âñå íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàïèøåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åííîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå. Çàìåòèì, ÷òî ýòà
ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà9 èñõîäíîé, è â êàæäîå óðàâíåíèå âõîäèò ðîâíî
îäíà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðè÷åì ñ êîýôôèöèåíòîì 1, ÷òî î÷åíü îáëåã-
÷àåò âûðàæåíèå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ýòàï ìîæíî òàêæå ïðîâîäèòü è íå â ìàò-
ðè÷íîì âèäå, à íåïîñðåäñòâåííî ïðåîáðàçóÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòóïåí÷àòîìó âèäó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòå-
ìû. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû âõîäèò
òîëüêî îäíà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ è åå ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç ñâîáîäíûå.
Ýòî âûðàæåíèå ïîäñòàâèì â ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå è èç íåãî âûðàçèì
ñëåäóþùóþ áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ, è òàê äàëåå, ñíèçó ââåðõ. Â ðåçóëüòà-
òå ýòèõ âûðàæåíèé òàêæå ïîëó÷èì òðåáóåìîå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.

9Ò. å. èìååò òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
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Ìåòîä Ãàóññà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìûé ìîùíûé è óäîáíûé èíñòðó-
ìåíò äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èçó÷àåìûé â ýòîì êóð-
ñå10 . Ê åãî íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâàì ìîæíî îòíåñòè óíèâåðñàëüíîñòü,
à òàêæå âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîñòîòó. Òàê ÷òî â äàëüíåéøåì ïðè ñòîëêíî-
âåíèè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, àâòîðû,
áåçóñëîâíî, ðåêîìåíäóþò èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ãàóññà (åñëè, êîíå÷íî, ÿâ-
íî íå îãîâîðåíà íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü äðóãîé ìåòîä).

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé



x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 30;
−x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 = 10;

x2 − x3 + x4 = 3;
x1 + x2 + x3 + x4 = 10.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷à-
òîìó âèäó:


1 2 3 4
−1 2 −3 4
0 1 −1 1
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

30
10
3
10

 ∼


1 2 3 4
0 4 0 8
0 1 −1 1
0 3 −2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

30
40
3
20

 ∼


1 2 3 4
0 1 0 2
0 1 −1 1
0 3 −2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

30
10
3
20

 ∼

∼


1 0 3 0
0 1 0 2
0 0 −1 −1
0 0 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

10
10
−7
−10

 ∼


1 0 3 0
0 1 0 2
0 0 1 1
0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

10
10
7
10

 ∼


1 0 3 0

0 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

10
10
7
−4

 ∼

∼


1 0 3 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

10
2
3
4

 ∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2
3
4

 ;



x1 = 1
x2 = 2
x3 = 3
x4 = 4

↑
ñòóïåí÷àòûé âèä

10Íà ñàìîì äåëå ýòîò ìåòîä, êàê è ìíîãèå äðóãèå, èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè î÷åíü áîëüøèõ ñèñòåì (êîãäà êîëè÷åñòâî ïåðåìåí-
íûõ èñ÷èñëÿåòñÿ ñîòíÿìè) ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ãàóññà
ìîæåò äàòü ñóùåñòâåííóþ îøèáêó, âîçíèêàþùóþ èç-çà ïðèáëèæåííûõ âû÷èñ-
ëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé. Íî ýòîò ôàêò ñëåäóåò,
ñêîðåå, îòíåñòè ê íåäîñòàòêó êîìïüþòåðà, à íå ìåòîäà Ãàóññà.
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Ïðèìåð 2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé



x1 − x2 + x3 − x4 = 4;
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 8;

2x1 + 4x2 + 5x3 + 10x4 = 20;
2x1 − 4x2 + x3 − 6x4 = 4.

Ðåøåíèå

A =


1 −1 1 −1
1 1 2 3
2 4 5 10
2 −4 1 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4
8
20
4

 ∼


1 −1 1 −1
0 2 1 4
0 6 3 12
0 −8 −4 −16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4
4
12
−16

 ∼

∼


1 −1 1 −1

0 2 1 4

0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4
4
0
0

 .

Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ìîæíî îòáðîñèòü, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïåðâûõ äâóõ:

 1 −1 1 −1
0 2 1 4

∣∣∣∣∣∣ 4
4

 ∼
 1 0 3/2 1

0 1 1/2 2

∣∣∣∣∣∣ 6
2

 .
Ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà:


x1 +

3
2
x3 + x4 = 6;

x2 +
1
2
x3 + 2x4 = 2;

áàçèñíûå íåèçâåñòíûå x1, x2,
ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå x3, x4.

Â ýòîé ñèñòåìå ëåãêî âûðàçèòü áàçèñíûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ñâîáîäíûå è
çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

Îòâåò.


x1 = 6− 3

2
x3 − x4;

x2 = 2− 1
2
x3 − 2x4;

x3, x4 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Îòâåò ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Äëÿ ýòîãî êàæ-
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äóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ çàìåíèì ñâîèì ïàðàìåòðîì11 :

x1 = 6− 3/2c1 − c2;
x2 = 2− 1/2c1 − 2c2;
x3 = c1;
x4 = c2,

ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

6.1. Çàäà÷è

1. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

à)


2x1 − x2 − x3 = 4;
3x1 + 4x2 − 2x3 = 11;
3x1 − 2x2 + 4x3 = 11;

á)


x1 + x2 + 2x3 = −1;
2x1 − x2 + 2x3 = −4;
4x1 + x2 + 4x3 = −2;

â)


−3x1 − 4x2 + x3 = 5;
2x1 + 3x2 + x3 = 1;
2x1 + x2 + 3x3 = 11;

ã)


x1 + 2x2 + 4x3 = 31;
5x1 + x2 + 2x3 = 29;
3x1 − x2 + x3 = 10.

2. Èññëåäóéòå ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ñîâìåñòíîñòü è îïðåäåëåííîñòü.
Íàéäèòå ðåøåíèÿ, åñëè ñèñòåìû ñîâìåñòíû:

à)


5x− 6y + z = 4;
3x− 5y − 2z = 3;
2x− y + 3z = 5;

á)


2x− 3y + z = 2;
3x− 5y + 5z = 3;
5x− 8y + 6z = 5;

â)


x1 − x2 − x3 = 4;
3x1 − 2x2 + 2x3 = 7;
5x1 − 4x2 = 2;

ã)


4x1 − 3x2 − 10x3 = −1;
x1 + 3x2 + 5x3 = 1;
3x1 + 6x2 + 9x3 = 2;

ä)


6x1 − 23x2 + 29x3 = 4;
7x1 + 3x2 + 4x3 = 7;
5x1 + 2x2 + 3x3 = 5.

3. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè λ ñèñòåìà óðàâíåíèé

λx1 + x2 + x3 = 1;
x1 + λx2 + x3 = 1;
x1 + x2 + λx3 = 1 :

à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;
á) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé;
â) íåñîâìåñòíà?

11Íà ñàìîì äåëå êàæäîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

íåêèé ïàðàìåòð, ò. å. ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ xi çàìåíÿåòñÿ íà λici, λi 6= 0. Ìû
âçÿëè λi = 1, íî ìîæíî âçÿòü è äðóãèå çíà÷åíèÿ, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò äðîáåé â
çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, â äàííîì ñëó÷àå óäîáíî âçÿòü x3 = 2c1.
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4. Èññëåäóéòå è ðåøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà:

à)



2x1 + x2 + x3 = 2;
x1 + 2x2 − x3 = 7;
x1 + x2 + 5x3 = −7;
2x1 + 3x2 − 3x3 = 14;

á)



x1 + x2 − 3x3 = −1;
2x1 + x2 − 2x3 = 1;
x1 + x2 + x3 = 3;
x1 + 2x2 − 3x3 = 1;

â)


x1 − 2x2 + x3 + x4 = 4;
3x1 + x2 − x3 + 2x4 = −2;
x1 + 5x2 − 3x3 = −10;

ã)



2x1 + 5x2 − 8x3 = 8;
4x1 + 3x2 − 9x3 = 9;
2x1 + 3x2 − 5x3 = 7;
x1 + 8x2 − 7x3 = 12;

ä)


2x1 + x2 − x3 = 1;
x1 − 3x2 + 4x3 = 2;
11x1 − 12x2 + 17x3 = 3;

å)


2x1 − x2 + 3x3 − 7x4 = 5;
6x1 − 3x2 + x3 − 4x4 = 7;
4x1 − 2x2 + 14x3 − 31x4 = 18;

æ)


2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6;
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4;
9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2;

ç)


2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1;
4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2;
2x1 − 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1;

è)


3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2;
7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5;
5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3;

ê)



x1 − 2x2 + x3 − x4 = 5;
2x1 + x2 − 4x3 − 2x4 = −7;
x1 − 2x3 + 3x3 + x4 = 9;
3x1 + x2 − x3 + 3x4 = 0.
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6.2. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìà AX = 0 (çäåñü, êîíå÷íî, 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ
âåêòîð-ñòîëáöîì), èëè



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0;
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0,

(6.2)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. Òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, ïîñêîëüêó èìå-
åò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x1 = x2 = . . . = xn = 012 . Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà áûëà
íåîïðåäåëåííîé, ò. å. rA < n, ãäå rA � ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà m = n, êðèòåðèåì íåòðèâèàëüíîé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû
(6.2) ñëóæèò óñëîâèå detA = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Rn (ñì. ñ.
102).

Ïóñòü r = rA < n. Ñèñòåìà (6.2) èìååò r áàçèñíûõ è (n−r) ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ.
Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ) îäíîðîäíîé ñèñòåìû íà-

çûâàåòñÿ íàáîð èç (n− r) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû.
ÔÑÐ ñîñòàâëÿåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (6.2).

Îáîçíà÷èì ÔÑÐ ñèñòåìû (6.2) ÷åðåç E = (E1, . . . , En−r). Åå óäîá-
íî íàõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü áàçèñíûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xr,
à xr+1, . . . , xn � ñâîáîäíûå. Ïðèñâîèâ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ
xr+1 = 1, xr+2 = . . . = xn = 0, íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ áàçèñ-
íûõ ïåðåìåííûõ è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì

E1 =



x11
...
xr1
1
0
...
0


.

12Âûâîä î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ìîæíî ñäåëàòü òàêæå, îïèðàÿñü íà òåîðåìó
Êðîíåêåðà�Êàïåëëè. Äåéñòâèòåëüíî, äîáàâëåíèå ê ìàòðèöå ñèñòåìû íóëåâîãî
ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ íå ìîæåò èçìåíèòü ðàíã ìàòðèöû.
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Ïîäñòàâèâ âìåñòî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ çíà÷åíèÿ
xr+1 = 0, xr+2 = 1, xr+3 = . . . = xn = 0, ïîëó÷èì

E2 =



x12
...
xr2
0
1
0
...
0


è òàê äàëåå,

En−r =



x1,n−r
...

xr,n−r
0
...
0
1


.

Ñèñòåìà E ëèíåéíî íåçàâèñèìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ÔÑÐ. Îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÔÑÐ:

X = c1E1 + c2E2 + · · ·+ cn−rEn−r.

Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

 x1 − 2x2 + x4 = 0
x2 − 3x3 + 4x4 = 0

â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÔÑÐ.
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ãàóññà. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó ñèñòå-

ìû13:  1 −2 0 1
0 1 −3 4

 ∼
 1 0 −6 9

0 1 −3 4

 .
Äàííîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà x1 − 6x3 + 9x4 = 0;

x2 − 3x3 + 4x4 = 0;
=⇒

 x1 = 6x3 − 9x4;
x2 = 3x3 − 4x4.

13Â äàííîì ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà ïðåîáðàçîâûâàòü ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû, ïî-
ñêîëüêó ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé è íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê.
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Çäåñü x1, x2 � áàçèñíûå ïåðåìåííûå, x3, x4 � ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå.
Íàéäåì ÔÑÐ:

E1 =


6
3
1
0

 ; E2 =


−9
−4
0
1

 .

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû

X = c1E1 + c2E2 = c1


6
3
1
0

 + c2


−9
−4
0
1

 .

Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé AX = B, B 6= 0. Êàê ñâÿçàíî ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé ñ îá-
ùèì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû AX = 0? Îáî-
çíà÷èì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÷åðåç Xîî, òîãäà Xîî =
= c1E1 + c2E2 + . . . + ckEk, ãäå E1, . . . , Ek � ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòå-
ìû. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Xîí = Xîî +X÷í, (6.3)

ãäå X÷í � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ñîîò-
íîøåíèå (6.3) è íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðîé îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòó ñòðóêòóðó, îáùåå ðåøåíèå ñëåäóåò
çàïèñûâàòü â ñëåäóþùåì âåêòîðíîì âèäå:

Xîí = c1E1 + c2E2 + . . .+ ckEk +X÷í.

Âåêòîðíóþ çàïèñü ðåøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïàðàìåòðè÷åñêîé: ïóñòü
ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå âûãëÿäèò òàê:

x1 = α11c1 + . . .+ α1kck + β1;
· · · · · · · · · · · · · · ·
xr = αr1c1 + . . .+ αrkck + βr;
xr+1 = λ1c1;
· · · · · · · · ·
xn = λkck,
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òîãäà âåêòîðíàÿ çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ áóäåò òàêîâà:

X =


x1
...
xn

 = c1



α11
...
αr1
λ1

0
...
0


+ · · ·+ ck



α1k
...
αrk
0
...
0
λk


+



β1
...
βr
0
...
...
0


.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è çàïèñàòü åå ðåøå-
íèå â âåêòîðíîì âèäå:

x1 + 2x2 − 7x3 + x4 = 0;
2x1 + x3 + x4 = 1;
x1 − 2x2 + 8x3 − x4 = 2.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó


1 2 −7 1
2 0 1 1
1 −2 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
1
2

 ∼


1 2 −7 1
0 −4 15 −1
0 −4 15 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
1
2

 ∼


1 2 −7 1

0 −4 15 −1

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
1
1

 .

Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 è x4 è ïðîâåäåì îá-
ðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà

1 2 −7 1
0 −4 15 −1
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
1
1

 ∼


1 2 −7 0
0 −4 15 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
1

 ∼


1 0 1/2 0
0 1 −15/4 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
−1

 ,

îòêóäà


x1 = −1/2x3 + 1;
x2 = 15/4x3;
x4 = −1,

ò. å.



x1 = −2c+ 1;
x2 = 15c;
x3 = 4c;
x4 = −1.

Â âåêòîðíîì âèäå ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàïèøóòñÿ òàê:

X =


x1

x2

x3

x4

 = c


−2
15
4
0

 +


1
0
0
−1

 .
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6.2. Çàäà÷è

1. Ïîñòðîéòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, íàïèøèòå îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

à)

 x1 + 2x2 − x3 = 0;
2x1 + 9x2 − 3x3 = 0;

á)

 x1 − 2x2 − 3x3 = 0;
−2x1 + 4x2 + 6x3 = 0;

â)


3x1 + 2x2 + x3 = 0;
2x1 + 5x2 + 3x3 = 0;
3x1 + 4x2 + 2x3 = 0;

ã)


2x1 − 3x2 + 4x3 = 0;
x1 + x2 + x3 = 0;
3x1 − 2x2 + 5x3 = 0;

ä)



x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0;
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0;
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0;
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0;

å)


2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0;
3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0;
4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0;

æ)



x1 + x3 + x5 = 0;
x2 − x4 + x6 = 0;
x1 − x2 + x5 − x6 = 0;
x2 + x3 + x6 = 0;
x1 − x4 + x5 = 0.

2. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â âåêòîðíîì âèäå:

à)



5x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3;
4x1 − 2x2 + 3x3 + 7x4 = 1;
8x1 − 6x2 − x3 − 5x4 = 9;

7x1 − 3x2 + 7x3 + 17x4 = 0;

á)



x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 3;
x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 2;

2x1 + 9x2 + 8x3 + 3x4 = 7;
3x1 + 7x2 + 7x3 + 2x4 = 12,
5x1 + 7x2 + 9x3 + 2x4 = 20;

â)



2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2;
6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3;

6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9;
4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.

3.∗ Èññëåäóéòå ñèñòåìó è íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ:

3x1 + 2x2 + 5x3 + 4x4 = 3;
2x1 + 3x2 + 6x3 + 8x4 = 5;
x1 − 6x2 − 9x3 − 20x4 = −11;
4x1 + x2 + 4x3 + λx4 = 2.



Ãëàâà 7

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è ëèíåéíûå

îïåðàòîðû

7.1. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü L � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìû áóäåì íàçû-
âàòü �âåêòîðàìè�, P � íåêîòîðîå (÷èñëîâîå) ïîëå. Ïóñòü òàêæå âûïîëíå-
íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Â L îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ �ñëîæåíèÿ� ýëåìåíòîâ, ò. å. ∀x, y ∈ L

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò z ∈ L. Îáîçíà÷àåòñÿ z = x ⊕ y. Ýòà
îïåðàöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1à) ∀x, y ∈ L
(
x⊕ y = y ⊕ x

)
(êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

1á) ∀x, y, z ∈ L
(
(x⊕y)⊕z = x⊕(y⊕z)

)
(àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

1â) ∃0 ∈ L | ∀x ∈ L
(
x ⊕ 0 = x

)
(ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ. Ýëåìåíò 0

íàçûâàåòñÿ íóëåì èëè íóëåâûì ýëåìåíòîì);
1ã) ∀x ∈ L ∃(−x) ∈ L

(
x ⊕ (−x) = 0

)
(ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæ-

íîãî ýëåìåíòà. Ýëåìåíò −x íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòó x).

2. Â L îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ �óìíîæåíèÿ� ýëåìåíòà íà ÷èñëî èç P, ò.å.
∀λ ∈ P,∀x ∈ L ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò y ∈ L. Îáîçíà÷àåòñÿ
y = λ� x. Ýòà îïåðàöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

2à) ∀x ∈ L
(
1� x = x

)
;

2á) ∀x ∈ L ∀λ, µ ∈ P
(
λ � (µ � x) = (λµ) � x

)
(àññîöèàòèâíîñòü

óìíîæåíèÿ1 ).
3. Ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò çàêîíàì äèñòðèáóòèâíîñòè:
3à) ∀x, y ∈ L ∀λ ∈ P

(
λ� (x⊕ y) = λ� x⊕ λ� y

)
(äèñòðèáóòèâíîñòü

ñëåâà);
3á) ∀x ∈ L ∀λ, µ ∈ P

(
(λ+ µ)� x = λ� x⊕ µ� x

)
(äèñòðèáóòèâíîñòü

ñïðàâà).
Òîãäà ãîâîðèì, L îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèé ⊕ è λ�. Ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî îáîçíà÷èòü ñëåäóþ-

1Ýòî íàçâàíèå ñâîéñòâà íå ñîâñåì êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ñëåâà è ñïðàâà â ñêîá-
êàõ èìåþòñÿ â âèäó ðàçíûå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

101



ùèì îáðàçîì: L = 〈L,P,⊕, λ�〉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî2 . Ìíîæåñòâî
L íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L, íî ìû ÷àñòî â äàëü-
íåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ñàìî ïðîñòðàíñòâî è åãî íîñèòåëü îäíîé è òîé
æå áóêâîé.

Ñâîéñòâà 1à) � 3á) íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, åñëè P = R è îïåðà-

öèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë, è êîìïëåêñíûì, åñëè P = C è ýòà îïåðàöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïîäìíîæåñòâî V ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ (ëèíåéíûì)
ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà L, åñëè V ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ íà L.
Êðèòåðèé ïîäïðîñòðàíñòâà:

V ⊂ L ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ∀x, y ∈ V (x⊕ y ∈ V ) (çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);
2) ∀x ∈ V, α ∈ P (α� x ∈ V ) (çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ

íà ÷èñëî).
(Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî V çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ P.)
Ïðèìåð 1. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ñëåäóþùèå

ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ:
à) âñå âåêòîðû èç Rn, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

x1 + x2 + · · ·+ xn = 0;
á) âñå âåêòîðû èç Rn, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1;
â) âñå âåêòîðû èç V3, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ xa = 0, ãäå a � ôèê-

ñèðîâàííûé âåêòîð;
ã) âñå âåêòîðû èç V3, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ íà îñü Ox ðàâíà 1.
Ðåøåíèå. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì ïîäïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïðîâå-

ðÿòü çàìêíóòîñòü ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ÷èñëî.

2Â îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âõîäÿò èçâåñòíûå íàì ñëîâà, êîòî-
ðûå â äàííîì ñëó÷àå ìîãóò èìåòü ñìûñë, íå ñîâïàäàþùèé ñ òåì, ê êîòîðîìó
ìû ïðèâûêëè. Òàê ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû íàçûâàåì âåêòîðàìè
èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ óäîáñòâà � îáúåêòàì ñî çíàêîìûìè ñâîéñòâàìè äàåì ïðè-
âû÷íîå íàçâàíèå. Íà ñàìîì äåëå ýëåìåíòàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò ñëó-
æèòü ïðîèçâîëüíûå îáúåêòû è äàæå, áîëåå òîãî: íàì íå âàæíî, êàêîâà ïðèðîäà
ýòèõ îáúåêòîâ, âàæíî, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà.
Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî îïåðàöèè � èõ ìû íå ñëó÷àéíî îáîçíà÷àåì ⊕ è �, à
íå + è ·, ÷òîáû òàêæå ïîä÷åðêíóòü èõ ïðîèçâîëüíóþ ïðèðîäó.
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à) 1) Åñëè x = 〈x1, . . . , xn〉, y = 〈y1, . . . , yn〉 ∈ L, òî x1 + · · ·+ xn = 0 è
y1 + · · ·+ yn = 0. Òàê êàê x⊕ y = 〈x1 + y1, . . . , xn + yn〉, òî x1 + y1 + · · ·
+xn + yn = x1 + · · ·+ xn + y1 + · · ·+ yn = 0 + 0 = 0, ò. å. x⊕ y ∈ L;

2) αx = 〈αx1 . . . , αxn〉, ïðè ýòîì αx1 + · · ·+αxn = α(x1 + · · ·+xn) =
= α · 0 = 0, ò. å. αx ∈ L.

Ñëåäîâàòåëüíî, L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
á) Åñëè x, y ∈ L, òî x1 + · · · + xn = y1 + · · · + yn = 1, òîãäà x1 + y1 +

· · ·+ xn + yn = x1 + · · ·+ xn + y1 + · · ·+ yn = 1 + 1 = 2, ò. å. x⊕ y /∈ L.
Ïîñêîëüêó íå âûïîëíÿåòñÿ çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, L íå

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
â) 1) Åñëè x, y ∈ L, òî xa = 0, ya = 0, òîãäà (x + y)a = xa + ya =

= 0 + 0 = 0, ò. å. x+ y ∈ L.
2) (αx)a = α(xa) = α · 0 = 0, ò. å. αx ∈ L.

Ñëåäîâàòåëüíî, L ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.
ã) Åñëè x, y ∈ L, òî ïðix = ïðiy = 1, òîãäà ïði(x + y) = ïðix+

+ïðiy = 1 + 1 = 2, ò.å. x+ y /∈ L.
Ïîñêîëüêó íå âûïîëíÿåòñÿ çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, L íå

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Òàê æå êàê è â ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå ìû òîæå ââîäèì ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè, áàçèñà è êîîðäèíàò.
Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, ãäå α1, . . . , αk ∈ P � êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ � ýòî òîæå íåêîòî-
ðûé âåêòîð.

Âàæíûì ïðèìåðîì ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðû a1, . . . , ak ∈ L, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷åíèå: L〈a1, . . . , ak〉. Çàìå-
òèì òàêæå, ÷òî L〈a1, . . . , ak〉 � ýòî ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L, ñîäåðæàùåå âñå âåêòîðû a1, . . . , ak.

Ïóñòü 〈L,P,⊕, λ�〉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ñèñòåìà âåêòîðîâ {x1, . . . , xn} ∈ L íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñ-

ëè íàéäåòñÿ íóëåâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ýòîé
ñèñòåìû, ò. å. íàéäóòñÿ ÷èñëà λ1, . . . , λn ∈ P, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íó-
ëþ è òàêèå ÷òî

λ1 � x1 ⊕ · · · ⊕ λn � xn = 0. (7.1)
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Åñëè ðàâåíñòâî (7.1) âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè λ1 = λ2 = . . . =
= λn = 0, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.
Áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ïî âêëþ÷åíèþ3 ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç L. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L, òî:

1) âåêòîðû {e1, . . . , en} îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó;
2) ∀x ∈ L ñèñòåìà {e1, . . . , en, x} ëèíåéíî çàâèñèìà.
Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî4 , íî äëÿ âñåõ áà-

çèñîâ L åñòü îáùåå ñâîéñòâî: îíè âñå ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà
âåêòîðîâ, íàçûâàåìîãî ðàçìåðíîñòüþ5 ïðîñòðàíñòâà L.

Ëþáîé âåêòîð x ∈ L ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó, ò. å. ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ e1, . . . , en è ïðèòîì
åäèíñòâåííûì îáðàçîì: x = x1 � e1 ⊕ · · · ⊕ xn � en. Êîýôôèöèåíòû ýòî-
ãî ðàçëîæåíèÿ x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñå
e1, . . . , en.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

Ââåäåíèå áàçèñà è êîîðäèíàò ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ðàññìîòðåíèÿ àá-
ñòðàêòíûõ îáúåêòîâ � ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà � ê èõ êî-
îðäèíàòàì. Íàáîð êîîðäèíàò âåêòîðà � ýòî óæå êîíêðåòíûé îáúåêò, ñ
êîòîðûì ìîæíî ðàáîòàòü êîíêðåòíûìè ìåòîäàìè. Êîíå÷íî, ýòîò íàáîð
çàâèñèò îò ââåäåííîãî áàçèñà. Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü áàçèñ, ñîñòîÿùèé
èç âåêòîðîâ e1, . . . , en, ÷åðåç E = (e1, . . . , en), à âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿ-
ùèé èç êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå E , ÷åðåç [x]E :

[x]E =


x1
...
xn

 ,
ãäå x = x1 � e1 ⊕ · · · ⊕ xn � en.

Ïóñòü âåêòîðû x, y ∈ L, è E = (e1, . . . , en) � áàçèñ L.
Òîãäà êîîðäèíàòû èõ ñóììû áóäóò ðàâíû ñóììå èõ êîîðäèíàò:

[x⊕ y]E = [x]E + [y]E , à òàêæå [λ� x]E = λ[x]E .

3Íàïîìèíàåì, ÷òî ñëîâà �ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ� â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àþò, ÷òî
ïðè äîáàâëåíèè ê òàêîé ñèñòåìå ëþáîãî âåêòîðà èç L òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîñòè.

4Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ L ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà L, ñëåäîâàòåëüíî, â L
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ.

5Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
÷èñëîì.
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Ïóñòü E = (e1, . . . , en) è E ′ = (e′1, . . . , e
′
n) � äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà â

ïðîñòðàíñòâå L. Ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ áàçèñà E ïî áàçèñó E ′ èìååò âèä
e1 = s11 � e′1 ⊕ s21 � e′2 ⊕ · · · ⊕ sn1 � e′n;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
en = s1n � e′1 ⊕ s2n � e′2 ⊕ · · · ⊕ snn � e′n.

Ìàòðèöà S =


s11 . . . s1n

· · · · · · · · ·
sn1 . . . snn

 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áà-

çèñà E ê áàçèñó E ′. Îáîçíà÷åíèå: S = TE→E ′. Çàìåòèì, ÷òî S−1 � ìàòðèöà
ïåðåõîäà6 îò E ′ ê E : S−1 = TE ′→E .

Ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðè ïðåîáðàçîâàíèè áàçèñà âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[x]E ′ = S[x]E è [x]E = S−1[x]E ′, èëè [x]E ′ = TE→E ′[x]E .

Ïðèìåð 2. Â ïðîñòðàíñòâå V3 çàäàíû âåêòîðû e1 = i+ j+ k, e2 = i+
+j, e3 = i. Äîêàçàòü, ÷òî (e1, e2, e3) îáðàçóþò áàçèñ â V3, è íàéòè ìàòðèöó
ïåðåõîäà S îò áàçèñà (i, j, k) ê áàçèñó E = (e1, e2, e3). Íàéòè êîîðäèíàòû
âåêòîðà x = 2i− 3j + k â áàçèñå E .

Ðåøåíèå

e1 =


1
1
1

 ; e2 =


1
1
0

 ; e3 =


1
0
0

 � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ e1, e2, e3

â áàçèñå (i, j, k). Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (e1, e2, e3) ê áàçèñó (i, j, k)
èìååò âèä

S−1 =


1 1 1
1 1 0
1 0 0

 .
Ìàòðèöà S−1 íåâûðîæäåííàÿ: |S−1| = −1. Êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áà-
çèñå {e1, e2, e3} íàéäåì ïî ôîðìóëå [x]E ′ = S[x]E . Ïîñêîëüêó

S =


0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 ,
6Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå àâòîðû èíîãäà ïî-ðàçíîìó îïðåäåëÿþò ìàòðèöû ïå-

ðåõîäà. Èíîãäà êàê ðàç S−1 íàçûâàþò ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò E ê E ′. Íàñòîÿùåå
ïîñîáèå íàïèñàíî ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîìó îïðåäåëåíèþ, íî áóäüòå âíèìàòåëü-
íû ïðè ÷òåíèè äðóãîé ëèòåðàòóðû.
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èìååì

[x]E ′ =


0 0 1
0 1 −1
1 −1 0




2
−3
1

 =


1
−4
5

 , ò. å. x = e1 − 4e2 + 5e3.

7.1. Çàäà÷è

1. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ åñòåñòâåííûìè
äëÿ íèõ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ëèíåéíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè:

à) V3, V2, V1 � ìíîæåñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå, íà
ïëîñêîñòè, íà ïðÿìîé;

á) Pn(x) � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n;
â) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n;
ã) Rn = {〈x1, x2, . . . , xn〉|x1, . . . , xn ∈ R} � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ

íàáîðîâ èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî îïðåäåëåíû ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

〈a1, . . . , an〉 ⊕ 〈b1, . . . , bn〉 = 〈a1 + b1, . . . , an + bn〉,

λ� 〈a1, . . . , an〉 = 〈λa1, . . . , λan〉;

ä) (R+)n � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ íåîòðèöàòåëüíûõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îïåðàöèè îïðåäåëåíû â çàäà÷å 1ã);

å) R2 � ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà íàä R;
æ) C[a,b] � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b];
ç) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïëîñêîñòè, íà÷àëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ íà÷à-

ëîì êîîðäèíàò, à êîíöû ëåæàò:
1) íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò;
2) íà ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò;
3) â 1 è 2 ÷åòâåðòÿõ;
4) â 1 è 4 ÷åòâåðòÿõ.

2. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèé ⊕ è λ�:

à) L =


 a 0

0 b


∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R+ \ {0}

, A⊕B .= AB, λ� A .= A;

á) L = R+ \ {0}, a⊕ b .= ab, λ� a .= aλ;
â) L = V2, x⊕ y .= 2(x+ y), λ� x .= −λx?
3. Äîêàæèòå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà:
à) â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íóëåâîé ýëå-

ìåíò;
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á) ∀x ∈ L
0� x = 0

; â) ∀x ∈ L ∃!(−x) ∈ L;

ã) ∀x ∈ L ((−1)� x = −x); ä) ∀λ ∈ P (λ� 0 = 0).
4. Äîêàæèòå:
à) ìíîæåñòâî V1 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V2;
á) ìíîæåñòâî V2 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V3;
â) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n {Pn(x)|degPn(x) ≤ n} � ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ïðîñòðàíñòâà C(−∞,∞).
5. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L〈a1, a2, . . . , an〉 îáðàçóåò ëèíåé-

íîå ïðîñòðàíñòâî.
6. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè, íàòÿíóòîé íà

âåêòîðû:
à) x1 = (2, 1, 3, 1), x2 = (1, 2, 0, 1), x3 = (−1, 1,−3, 0);
á) x1 = (2, 1, 3,−1), x2 = (−1, 1,−3, 1), x3 = (4, 5, 3,−1),

x4 = (1, 5,−3, 1).
7. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ íóëåâîé âåê-

òîð, ëèíåéíî çàâèñèìà.
8. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìûìè:
à) 2, x, 3x+ 1; á) sin2 x, cos2 x,−5; â) ex, e2x, e3x.
9. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {1, t, t2, . . . , tn} îáðàçóåò áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå Pn ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n:

Pn = {antn + · · ·+ a0|a0, . . . , an ∈ R}.

Íàéäèòå êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà t3 − 2t â ýòîì áàçèñå.
10. Â ïðîñòðàíñòâå R4 çàäàíû âåêòîðû:

a = (1, 2,−1, 2), b = (2, 3, 0,−1), c = (1, 2, 1, 4), d = (1, 3,−1, 0).

Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà {w} = {a, b, c, d} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà
R4. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà x = (7, 14,−1, 2) â áàçèñå {w}.
11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåíóëåâûå âåêòîðû a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñè-

ìû è a3 íå âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç a1 è a2, òî a1 = α� a2.
12. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ {ax2 + bx+ c|a, b, c ∈ R} ïåðåøëè îò

áàçèñà {x2, x, 1} ê íîâîìó áàçèñó ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà

S =


1 0 0
2 1 1
0 1 0

. Óêàæèòå íîâûé áàçèñ.

13. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå òðåõ÷ëåíîâ {ax2 + bx+ c|a, b, c ∈ R} îò
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áàçèñà (x2, x, 1) ïåðåøëè ê íîâîìó áàçèñó:

à) 1, x+ 1,
(x+ 1)2

2
; á) 1, x, x2 + 2.

Íàéäèòå ìàòðèöû ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó.

7.2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Îïåðàòîðîì íàä ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì L (èëè ïðåîáðàçîâàíèåì L)
íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ : L→ L, ïðè êîòîðîì êàæäîìó
âåêòîðó x ∈ L ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé âåêòîð y ∈ L.
Îáîçíà÷åíèå: y = ϕx, èëè y = ϕ(x). Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì y,
à y � îáðàçîì x.

Â áëèæàéøèõ äâóõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âåùå-
ñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

Îïåðàòîð ϕ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) àääèòèâíîñòè � ∀x, y ∈ L (ϕ(x⊕ y) = ϕx⊕ϕy) è
2) îäíîðîäíîñòè � ∀λ ∈ R, ∀x ∈ L (ϕ(λ� x) = λ�ϕx).
Ïóñòü Ln � n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, E = (e1, . . . , en) � áàçèñ

â íåì è ϕ � ëèíåéíûé îïåðàòîð íàä Ln. Ïóñòü x = x1�e1⊕· · ·⊕xn�en ∈
Ln. Òîãäà ϕx = x1 � ϕe1 ⊕ · · · ⊕ xn � ϕen, ò. å., çíàÿ îáðàçû áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü îáðàç ëþáîãî âåêòîðà èç Ln. Íàéäåì
îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

e′1 = ϕe1 = a11 � e1 ⊕ · · · ⊕ an1 � en;
e′2 = ϕe2 = a12 � e1 ⊕ · · · ⊕ an2 � en;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

e′n = ϕen = a1n � e1 ⊕ · · · ⊕ ann � en.

Ìàòðèöà A =


a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
an1 . . . ann

 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà ϕ â áàçèñå E è îáîçíà÷àåòñÿ [ϕ]E = A. Èíîãäà èíäåêñ E îïóñêàåòñÿ,
åñëè è òàê ÿñíî, î êàêîì áàçèñå èäåò ðå÷ü. Èòàê, ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà [ϕ]E íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòîÿò èç êîîðäèíàò
(â áàçèñå E) îáðàçîâ (ïîä äåéñòâèåì ϕ) áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Åñëè [x]E =


x1
...
xn

 � êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ Ln â áàçèñå E , òî

[ϕ(x)]E = [ϕx]E = [ϕ]E [x]E .
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Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Ln èìååì äâà áàçèñà: E = (e1, . . . , en) è E ′ =
= (e′1, . . . , e

′
n), S = TE→E ′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó E ′. Òî-

ãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ïðè ñìåíå
áàçèñà

[ϕ]E ′ = S[ϕ]ES
−1 = TE→E ′[ϕ]ETE ′→E . (7.2)

Îïåðàöèè íàä îïåðàòîðàìè

1) (ϕ+ψ)x = ϕx+ψx;
2) (λϕ)x = λ(ϕx);
3) (ϕψ)x = ϕ(ψx).
Îïåðàòîð ϕ−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê îïåðàòîðó ϕ, åñëè

∀x ∈ Ln
(
ϕ−1(ϕ(x)) = x

)
.

Îïåðàòîð ϕ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò îá-
ðàòíûé îïåðàòîð ϕ−1. Ïîíÿòíî, ÷òî ϕϕ−1 = ε, ãäå ε � òîæäåñòâåííûé

îïåðàòîð: ∀x ∈ Ln
(
εx = x

)
. Ìàòðèöà íåâûðîæäåííîãî îïåðàòîðà â ëþ-

áîì áàçèñå òàêæå íå âûðîæäåíà7 .
Ïóñòü ϕ � îïåðàòîð íàä ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì Ln. Ìíîæåñòâî

Imϕ = {ϕx} íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îïåðàòîðà ϕ. Ìíîæåñòâî Kerϕ =
= {x|ϕx = 0} íàçûâàåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà ϕ. Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè Ln. Ðàíãîì îïåðàòîðà ϕ íàçû-
âàåòñÿ ðàçìåðíîñòü îáðàçà ϕ: rϕ = dim Imϕ. Äåôåêòîì îïåðàòîðà ϕ
íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ÿäðà: dϕ = dim Kerϕ. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà íàä Ln èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: rϕ + dϕ = n.
Ïðèìåð 3. Â áàçèñå (i, j, k) íàïèñàòü ìàòðèöó îïåðàòîðà POx ïðîåê-

òèðîâàíèÿ íà îñü Ox.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a = (x, y, z). POxa = (x, 0, 0). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè âûïîëíÿþòñÿ, ò. å. POx ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Íàéäåì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

POxi = (1, 0, 0); POxj = (0, 0, 0); POxk = (0, 0, 0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

[POx] =


1 0 0
0 0 0
0 0 0

 .
7Íà ñàìîì äåëå åñëè [ϕ] íå âûðîæäåíà õîòÿ áû â îäíîì áàçèñå, òî èç (7.2)

âûòåêàåò åå íåâûðîæäåííîñòü â ëþáîì áàçèñå.
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Ïðèìåð 4. Íàéòè áàçèñû ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ϕ, çà-
äàííîãî â R3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕx = (3x1 + x2 − x3, 2x1 − x3, x1 + 3x2 + x3).

Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ áàçèñîâ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
ϕ äîñòàòî÷íî ïðîäåëàòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:

1) ïîñòðîèòü ìàòðèöó (E|AT), ãäå A = [ϕ] â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, ò.å.
â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç ñòîëáöîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû;

2) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïðèâåñòè åå ê ïðàâîñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó.

Òîãäà áàçèñîì îáðàçà áóäóò íåíóëåâûå ñòðîêè â ïðàâîé ïîëîâèíå ïî-
ëó÷åííîé ïðàâîñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû, à áàçèñîì ÿäðà � ñòðîêè ëåâîé
÷àñòè ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì â ïðàâîé ïîëîâèíå8 .

A =


3 1 −1
2 0 −1
1 3 1

 , (E|AT ) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 1
1 0 3
−1 −1 1

 ∼

∼


1 0 0
−3 1 0
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 1
−8 −6 0
−4 −3 0

 ∼


1 0 0
−1 0 1
−1 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Kerϕ

Imϕ︷ ︸︸ ︷
3 2 1
−4 −3 0
0 0 0

 .

Îòâåò. Áàçèñ ÿäðà {(−1, 1,−2)}; áàçèñ îáðàçà {(3, 2, 1), (−4,−3, 0)}.
7.2. Çàäà÷è

1. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíûìè:
à) x→ a (a � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð èç Ln);
á) x→ x+ a; â) x→ αx (α � ôèêñèðîâàííûé ñêàëÿð);
ã) x→ (xa)b (a, b � ôèêñèðîâàííûå âåêòîðû èç R3);
ä) x→ (ax)x; å) (x1, x2, x3)→ (x1 + 2, x2 + 5, x3);
æ) (x1, x2, x3)→ (x1 + 3x3, x

2
2, x1 + x3);

ç) (x1, x2, x3)→ (x1, x2, x1 + x2 + x3)?
8Ñòðîêè AT ñóòü âåêòîðû, íà êîòîðûå íàòÿíóò îáðàç ϕ, ñòðîêè E � ñòàí-

äàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ýêâèâàëåíò-
íû óìíîæåíèþ ìàòðèöû AT ñëåâà íà íåêîòîðóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó U .
Åñëè (UE|UAT) � ïðàâîñòóïåí÷àòûé âèä (E|A), òî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè U
íåíóëåâûå ñòðîêè â ïðàâîé ïîëîâèíå ìàòðèöû � áàçèñ Imϕ, à ïðè äåéñòâèè
îïåðàòîðà ϕ íà ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì â ïðàâîé ïîëîâèíå, èìååì
UEAT = UAT. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè U ñòðîêè U � áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà,
ïîýòîìó ñòðîêè U , ïåðåõîäÿùèå â 0 ïðè äåéñòâèè AT, îáðàçóþò áàçèñ Kerϕ.
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2. Ñîñòàâüòå ìàòðèöû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà V3 â
áàçèñå i, j, k:

à) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;
á) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü yOz;
â) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = x;
ã) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOz;
ä) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oz;
å) (x1, x2, x3)→ (x1, x1 + 2x2, x2 + 3x3);
æ) ïîâîðîò ïëîñêîñòè xOy âîêðóã îñè Oz íà óãîë α ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè;
ç) x→ (x · a)a, ãäå a = i− 2k.
3. à) Ñîñòàâüòå ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè: ðàñòÿ-

æåíèå âäîëü îñè Ox â äâà ðàçà, ñæàòèå âäîëü îñè Oy â äâà ðàçà.

á) Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ìåæäó êîîðäèíàòàìè îáðàçà

 x′

y′

 è ïðî-

îáðàçà

 x

y

 ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè.

â) Íàéäèòå óðàâíåíèå îáðàçà îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1.
4. Êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè â áàçèñå

(e1, e2, . . . , en) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà âåêòîðà ei è ej?
5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ èìååò â áàçèñå E = (e1, e2, e3, e4) ìàòðèöó

[ϕ]E =


1 2 0 1
3 0 −1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

 .

Íàéäèòå ìàòðèöó ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â áàçèñå:
à) (e1, e3, e2, e4); á) (e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3, e1 + e2 + e3 + e4).
6. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ â áàçèñå (e1, e2, e3) èìååò ìàòðèöó [ϕ].

Íàéäèòå åãî ìàòðèöó â áàçèñå (e′1, e
′
2, e

′
3):

à)e1 = (8,−6, 7), e2 = (−16, 7,−13), e3 = (9,−3, 7),

[ϕ] =


1 −18 15
−1 −22 20

1 −25 22

, e′1 = (1,−2, 1), e′2 = (3,−1, 2), e′3 = (2, 1, 2);

á)e1 = (3,−5, 2), e2 = (1,−1, 3), e3 = (2, 1,−2),

[ϕ] =


5 1 0
3 −2 4
1 −1 2

, e′1 = (1,−6, 4), e′2 = (3, 5, 0), e′3 = (5,−12, 9).
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7. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð ëèíåéíî çàâè-
ñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ïåðåâîäèò ñíîâà â ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó
âåêòîðîâ?
8. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ïå-

ðåâîäèòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ñíîâà â ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó?
9. Ïîêàæèòå, ÷òî ÿäðî è îáðàç ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà,

äåéñòâóþùåãî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè L.
10. Äëÿ óêàçàííûõ íèæå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R3

íàéäèòå äåôåêò è ðàíã, à òàêæå ïîñòðîéòå áàçèñû ÿäðà è îáðàçà:
à) ϕx = (−x1 + x2 + x3, x1 − x2 + x3, x1 + x2 − x3);
á) ϕx = (2x1 − x2 − x3, x1 − 2x2 + x3, x1 + x2 − 2x3).
11.∗ Ïðèâåäèòå, åñëè âîçìîæíî, ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ:
à) àääèòèâíîãî, íî íå îäíîðîäíîãî;
á) îäíîðîäíîãî, íî íå àääèòèâíîãî.

7.3. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Ln. Âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì èëè ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì îïåðàòîðà ϕ, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ Ln,
÷òî

ϕx = λ�x. (7.3)

Íåíóëåâîé âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé (7.3), íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì îïåðàòîðà ϕ, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Ðà-
âåíñòâî (7.3) â ìàòðè÷íîì âèäå èìååò âèä A[x] = λ[x], èëè

(A− λE)[x] = 0, (7.4)

ãäå A = [ϕ]. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé [x] ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé (7.4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî9 , ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî det(A− λE) = 0, èëè∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (7.5)

9Âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòðèöà A çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, è åùå òðåáóåòñÿ äîêà-
çàòü ñïðàâåäëèâîñòü òîãî, ÷òî äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ (à ãëàâíîå � âûâîä) îò
âûáîðà áàçèñà íå çàâèñÿò.
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Â ëåâîé ÷àñòè (7.5) ñòîèò îïðåäåëèòåëü, ðàñêðûâ êîòîðûé ìû ïîëó÷èì
ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî λ, íàçûâàåìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëå-

íîì îïåðàòîðà ϕ. Ñàìî æå óðàâíåíèå (7.5) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì ýòîãî îïåðàòîðà. Âåùåñòâåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (è òîëüêî îíè) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïå-
ðàòîðà ϕ. Äëÿ âñåõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, íå òîëüêî
âåùåñòâåííûõ, òîæå åñòü ñâîå íàçâàíèå: îíè íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà ϕ. Íàáîð âñåõ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ÷èñåë ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ åãî ñïåêòðîì. Ñîáñòâåííûå
âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå èçâåñòíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, íàõîäÿòñÿ
êàê íåíóëåâûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

(A− λE)[x] = 0.

Ïðèâåäåì óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà:

|A− λE| = −λ3 + (a11 + a22 + a33)λ
2−

−
∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣∣
λ+ |A|.

Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà åùå ïðîùå:

|A− λE| = λ2 − (a11 + a22)λ+ |A|.

Ïðèìåð 5. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé A =


1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

.
Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ −3 3
−2 −6− λ 13
−1 −4 8− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + λ2(1− 6 + 8)−

−λ
∣∣∣∣∣∣ 1 −3
−2 −6

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ −6 13
−4 8

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ 1 3
−1 8

∣∣∣∣∣∣
 +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 = (1− λ)3 = 0.

Ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà λ = 1 èìååò êðàòíîñòü 3, äðóãèõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ýòîò îïåðàòîð íå èìååò. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
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ñîîòâåòñòâóþùèå íàéäåííîìó λ:
(1− 1)x1 − 3x2 + 3x3 = 0;
−2x1 − (6 + 1)x2 + 13x3 = 0;
−x1 − 4x2 + (8− 1)x3 = 0;


−x2 + x3 = 0;
−2x1 − 7x2 + 13x3 = 0;
x1 + 4x2 − 7x3 = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû x1 = 3x3;
x2 = x3,

èëè

X = c


3
1
1

 .

Âåêòîðû c


3
1
1

 ïðè íåíóëåâîì c ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ñîáñòâåí-

íîãî ÷èñëà λ = 1.

Îòâåò. λ1,2,3 = 1; X = c


3
1
1

 , c 6= 0.

Ïðèâåäåì òàêæå îäíó î÷åíü ïðîñòóþ, íî òåì íå ìåíåå âàæíóþ òåîðå-
ìó.
Òåîðåìà. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, ïðè÷åì íà åå äèàãîíàëè ñòîÿò ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà.

7.3. Çàäà÷è

1. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, çàäàííûõ ìàòðèöàìè:

à)

 2 5
3 4

 ; á)

 3 2
−2 −1

 ; â)

 8 −1
5 6

 ;

ã)


2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 ; ä)


0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 ; å)


4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

 ;

æ)


−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1

 ; ç)


7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

 ; è)


4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

 .

2. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V3:
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à) ϕx = ax, a ∈ R;
á) ϕx = (x · i)i;
â) ϕx = i× x.
3. Ñîñòàâüòå ìàòðèöó îïåðàòîðà ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå V2 íà óãîë

α âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîêàæèòå, ÷òî â V2 ýòîò îïåðàòîð íå èìååò
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
4. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàþò îïåðàòîðû, èìåþùèå â áàçèñå (i, j, k)

ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

à)


1 −1 0
1 1 0

0 0
√

2

; á)


0 0 1
1 0 0
0 1 0

; â)



0 0 0

0
1
2

1
2

0
1
2

1
2

; ã)


1 0 0

0
1
2

1
2

0
1
2

1
2

;

ä)


0 1 0
1 0 0
0 0 −1

; å)


0 1 0
1 0 0
0 0 1

; æ)


0 −1 0
1 0 0
0 0 0

;

ç)



1√
3

1√
3

1√
3

1√
3

1√
3

1√
3

1√
3

1√
3

1√
3


; è)



√
3

2
0 −1

2
0 1 0

1
2

0

√
3

2


?

7.4. Æîðäàíîâà ôîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Íàèáîëåå íàãëÿäíûé è ïðîñòîé âèä êâàäðàòíîé ìàòðèöû � äèàãîíàëü-
íûé. Êîãäà ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èìååò äèàãîíàëüíóþ ôîðìó,
ñðàçó âèäíî, ÷åìó ðàâíû åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (îíè ñòîÿò íà äèàãîíà-
ëè), êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî áàçèñ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ê
ñîæàëåíèþ, íå äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ.
Îäíàêî âîïðîñ î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ê íåêîòîðî-
ìó íàèáîëåå ïðîñòîìó âèäó îñòàåòñÿ àêòóàëüíûì è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
òàêîãî áàçèñà íåò.

Òàêàÿ íàèáîëåå ïðîñòàÿ (ò.å. â íåêîòîðîì ðîäå íàèáîëåå áëèçêàÿ ê
äèàãîíàëüíîé) ôîðìà, ê êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà íàä ïîëåì, ñîäåðæàùèì âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà,
íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé ôîðìîé.

Â ýòîì ðàçäåë áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë.
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Æîðäàíîâîé êëåòêîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñëåäóþùåãî âèäà:

J =



α 0 . . . 0

1 . . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 1 α

 èëè J =



α 1 . . . 0

0 . . . . . . ...
... . . . 1
0 . . . 0 α


ò. å. ëèáî íèæíåòðåóãîëüíàÿ, ëèáî âåðõíåòðåóãîëüíàÿ. Æîðäàíîâà ôîð-
ìà ìàòðèöû èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, âñå êëåòêè êîòîðîãî æîð-
äàíîâû, ðàçóìååòñÿ, ëèáî âñå íèæíåòðåóãîëüíûå, ëèáî âñå âåðõíåòðå-
óãîëüíûå.

Âèä ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà çàâèñèò îò áàçèñà. Ïîýòîìó íà-
õîæäåíèå æîðäàíîâîé ôîðìû ìîæíî ñâÿçàòü ñ íàõîæäåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî áàçèñà. Ýòà çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå. Ïåðâàÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ðàçëîæèòü ïðîñòðàíñòâî â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, à âòîðàÿ � â òîì, ÷òîáû â êàæäîì òàêîì ïîäïðîñòðàíñòâå íàé-
òè ïîäõîäÿùèé áàçèñ. Ñòðîãèå òåîðåòè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ è îáúÿñíåíèÿ
ìîæíî íàéòè â [14] è [15]. Ìû æå äàäèì òîëüêî íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ
è îïèøåì àëãîðèòìû.

Ðàçáåðåì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé íàõîæäåíèÿ æîðäàíîâîé ôîð-
ìû äëÿ òàê íàçûâàåìîãî íèëüïîòåíòíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî ϕk(x) = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V .

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî [ϕ]k = 0. Êðîìå òîãî,
íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð ϕ íå ìîæåò èìåòü íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕx = λx äëÿ íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî (ò. å.
íåíóëåâîãî) âåêòîðà x, òî ϕk(x) = λkx, à ïîñëåäíèé âåêòîð ìîæåò áûòü
íóëåâûì òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè λ = 0
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå

V ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìûé æîðäàíîâ áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðè-

öà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ñ æîðäàíîâûìè

êëåòêàìè, èìåþùèìè íóëåâûå äèàãîíàëè.

Ïîñìîòðèì, êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò æîðäàíîâ áàçèñ íèëüïîòåíò-
íîãî îïåðàòîðà. Äîïóñòèì, æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû íèëüïîòåíòíîãî
îïåðàòîðà ϕ ñîñòîèò èç s íèæíåòðåóãîëüíûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàç-
ìåðíîñòåé k1, . . . , ks, k1 + · · · + ks = n. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, áàçèñ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

ϕe1 = e2, . . . ,ϕek1−1 = ek1,ϕek1 = 0̄, . . . ,

ϕen−ks+1 = en−ks+2, . . . ,ϕen−1 = en,ϕen = 0̄.

116



Ò.å. âåêòîðû æîðäàíîâà áàçèñà ðàçáèâàþòñÿ íà �öåïî÷êè� ïåðåõîäÿùèõ
äðóã â äðóãà âåêòîðîâ, ïîñëåäíèé âåêòîð öåïî÷êè ïðèíàäëåæèò Kerϕ.
Òàêèå öåïî÷êè íàçûâàþòñÿ íèëü-ñëîÿìè. Îïðåäåëèì ýòî ïîíÿòèå áîëåå
òî÷íî.

Ïóñòü ϕ � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð è v ∈ V � íåêîòîðûé íåíóëå-
âîé âåêòîð. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ v, ϕ(v), . . . ,ϕp(v), ãäå
ϕp(v) 6= 0, íàçûâàåòñÿ íèëü-ñëîåì.

Ïîñêîëüêó ϕ � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, ëþáîé íèëü-ñëîé èìååò êî-
íå÷íóþ äëèíó. Áîëåå òîãî, äëèíà öåïî÷êè p íå ïðåâîñõîäèò k − 1, ãäå
k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ϕk(V ) = {0}. Íåñëîæíî
äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ëþáîãî íèëü-ñëîÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Â ñëó÷àå, êîãäà íèëü-ñëîé ñîäåðæèò n âåêòîðîâ, òî îíè îáðàçóþò áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà, à ìàòðèöà ϕ â ýòîì áàçèñå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îäíó
æîðäàíîâó êëåòêó. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâûì. Íî
òàêîé áàçèñ (èç åäèíñòâåííîãî íèëü-ñëîÿ) ñóùåñòâóåò äëÿ íèëüïîòåíòíî-
ãî îïåðàòîðà äàëåêî íå âñåãäà. Â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íàéòè íåñêîëü-
êî íèëü-ñëîåâ, âåêòîðû êîòîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è èõ ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà.

Ïîèñê è èññëåäîâàíèå íèëü-ñëîåâ óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ñïåöè-
àëüíîé òàáëèöû, â ñòðîêè êîòîðîé çàïèñàíû âåêòîðû íèëü-ñëîåâ, ïðè÷åì
ñòðîêè èìåþò îáùóþ ïðàâóþ âåðòèêàëüíóþ ãðàíèöó. Òàêàÿ òàáëèöà íà-
çûâàåòñÿ æîðäàíîâîé òàáëèöåé

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó íèëü-ñëîè ìîãóò èìåòü ðàçíóþ äëèíó, òî â
æîðäàíîâîé òàáëèöå ìîãóò áûòü ïóñòûå �êëåòêè� â íà÷àëå íåêîòîðûõ
ñòðîê.

Åñëè âåêòîðû â ïðàâîì ñòîëáöå æîðäàíîâîé òàáëèöå ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû, òî âñå âåêòîðû òàáëèöû áóäóò òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè æå
ê òîìó æå âåêòîðû òàáëèöû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, òî òàêîé áàçèñ
íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâûì. Ïðè ýòîì äëèíû íèëü-ñëîåâ (ñòðîê æîðäàíî-
âîé òàáëèöû) ñîîòâåòñòâóþò ðàçìåðàì æîðäàíîâûõ êëåòîê â æîðäàíîâîé
ôîðìå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ê æîðäàíîâîé òàáëèöå ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1. ïåðåñòàíîâêà ñëîåâ;

2. óìíîæåíèå ñëîÿ íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî;

3. ïðèáàâëåíèå ê ñëîþ äëèíû l ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà äëèíû l èç
äðóãîãî ñëîÿ, óìíîæåííîãî íà ëþáîå ÷èñëî (ò.å. ê áîëåå êîðîòêîé
ñòðîêå ìîæíî ïðèáàâëÿòü ÷àñòü áîëåå äëèííîé, íî íå íàîáîðîò);
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4. óäàëåíèå íóëåâûõ âåêòîðîâ â ïðàâîì ñòîëáöå ñäâèãîì ñòðîê âïðàâî.

Ïîñëå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ æîðäàíîâà òàáëèöà.
Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â ïðàâîì
ñòîëáöå òàáëèöû ïîëó÷àòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå âåêòîðû. Ïðè ýòîì åñ-
ëè èñõîäíàÿ òàáëèöà ñîäåðæàëà êàêîé-íèáóäü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, òî â
ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç òðåáóåìûé æîðäàíîâ áà-
çèñ.

Ïîëó÷èòü òàêóþ èñõîäíóþ òàáëèöó íåñëîæíî: äîñòàòî÷íî âçÿòü âåêòî-
ðû ëþáîãî áàçèñà è ïîñòðîèòü íèëü-ñëîè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ýòèõ âåêòîðîâ.

Ïóñòü k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ϕk(V ) = {0̄},
A = [ϕ]. Òîãäà Ak = 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òàáëèöó10 :(

E|AT|
(
AT

)2 | . . . |
(
AT

)k−1
)
.

Ïðèìåð 6. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ íèëüïî-
òåíòíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé

A =


1 2 −3
4 8 −12
3 6 −9

 .
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî A2 = 0. Òåì ñàìûì ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåé-

íûé îïåðàòîð äåéñòâèòåëüíî íèëüïîòåíòíûé è íà÷àëüíàÿ æîðäàíîâà òàá-
ëèöà èìååò âèä

(
E|AT

)
. Áóäåì ïðîèçâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé òàáëè-

öû ñ öåëüþ çàíóëèòü êàê ìîæíî áîëüøå ýëåìåíòîâ â ïîñëåäíåì åå ñòîëá-
öå:


1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 3
2 8 6
−3 −6 −9

−2I
+3I
∼


1 0 0
−2 1 0
3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 3
0 0 0
0 0 0

 ∼

∼


1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 3
−2 1 0
3 0 1

+2I
−3I
∼


1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 3
0 9 6
0 −12 −8

 ∼

∼


1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 3
0 9 6
0 0 0

 ∼
1 0 0

∣∣∣∣∣∣1 4 3
0 3 2

 .
Âåêòîðû â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó

âñå âåêòîðû òàáëèöû îáðàçóþò æîðäàíîâ áàçèñ. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé
10Çäåñü ìû òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ÷òîáû îáðàçû áà-

çèñíûõ âåêòîðîâ áûëè çàïèñàíû â ñòðîêè.
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ñëîé ñîñòîèò èç äâóõ âåêòîðîâ, à âòîðîé èç îäíîãî, çíà÷èò æîðäàíîâû

êëåòêè áóäóò èìåòü ðàçìåðû 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî: AJ =


0 0 0
1 0 0
0 0 0

, à

æîðäàíîâ áàçèñ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ eJ1 =


1
0
0

, eJ2 =


1
4
3

 è eJ3 =


0
3
2

.
Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü æîðäàíîâ áàçèñ íåñêîëüêî

ìåíüøèìè óñèëèÿìè. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íóæíî ñòðîèòü òàáëè-
öó ïî ñëîÿì, íà÷èíàþùèìñÿ ñ âåêòîðîâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Åñëè ïåð-
âîãî íèëü-ñëîÿ íåäîñòàòî÷íî (â íåì ìåíüøå ÷åì n âåêòîðîâ), òî äîáàâëÿ-
åì íèëü-ñëîé, ïîñòîðåííûé îò âòîðîãî áàçèñíîãî âåêòîðà è ïðîäåëûâà-
åì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òîáû âåêòîðû ïîñòðîåííîé òàáëèöû ñòàëè ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè. Åñëè èõ îïÿòü íåäîñòàòî÷íî, äîáàâëÿåì òðåòèé ñëîé è
òàê äàëåå.

Ïðèìåð 7. Äëÿ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé

A =



1 1 1 −2 2
2 2 2 −4 −5
−1 3 −1 −2 1
1 2 1 −3 −2
0 1 0 −1 1


, íàéòè æîðäàíîâ áàçèñ.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà R5 âîçüìåì ñòàíäàðòíûé

áàçèñ. Ñîñòàâèì ïåðâûé íèëü-ñëîé, íà÷èíàþùèéñÿ ñ âåêòîðà e1 =



1
0
0
0
0


.

Êîãäà ìû ñîñòàâëÿåì íèëü-ñëîé, òî çàïèñûâàåì âåêòîðû â ñòðîêè. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ îáðàçîâ âåêòîðîâ ïîëüçóåìñÿ ïðèâû÷íîé çàïèñüþ â ñòîëáöû.
Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî

Ae1 =



1
2
−1
1
0


, A2e1 =



0
0
4
1
1


, A3e1 =



4
−1
−5
−1
0


, A4e1 =



0
0
0
0
0


,

ò.å. ïåðâûé íèëü-ñëîé ñîäåðæèò ÷åòûðå âåêòîðà e1, Ae1, A
2e1, A

3e1. Çíà-
÷èò, îí íå îáðàçóåò áàçèñà ïðîñòðàíñòâà. Ñîñòàâëÿåì âòîðîé íèëü-ñëîé,
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êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ñ âåêòîðà e2 =



0
1
0
0
0


. Ýòîò ñëîé òàêæå ñîäåðæèò ÷å-

òûðå âåêòîðà: e2, Ae2, A
2e2, A

3e2.
Ñîñòàâèì èç ýòèõ äâóõ ñëîåâ æîðäàíîâó òàáëèöó è ïîëó÷èì èç íåå

æîðäàíîâ áàçèñ.1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 1 2 −1 1 0
1 2 3 2 1

∣∣∣∣∣∣ 0 0 4 1 1
4 −1 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣ 4 −1 −5 −1 0
4 −1 −5 −1 0


−I ∼

∼
 1 0 0 0 0
−1 1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 1 2 −1 1 0
0 0 4 1 1

∣∣∣∣∣∣ 0 0 4 1 1
4 −1 −5 −1 0

∣∣∣∣∣∣ 4 −1 −5 −1 0
0 0 0 0 0

 ∼
∼
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 1 2 −1 1 0
−1 1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 0 0 4 1 1
0 0 4 1 1

∣∣∣∣∣∣ 4 −1 −5 −1 0
4 −1 −5 −1 0


−I ∼

∼
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 1 2 −1 1 0
−2 −1 1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ 0 0 4 1 1
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 4 −1 −5 −1 0
0 0 0 0 0

 ∼
∼
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 1 2 −1 1 0
∣∣∣∣∣∣ 0 0 4 1 1

∣∣∣∣∣∣ 4 −1 −5 −1 0
−2 −1 1 −1 0


−I ∼

∼
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 1 2 −1 1 0
∣∣∣∣∣∣ 0 0 4 1 1

∣∣∣∣∣∣ 4 −1 −5 −1 0
−6 0 6 0 0


: (−6)

∼

∼
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣ 1 2 −1 1 0
∣∣∣∣∣∣ 0 0 4 1 1

∣∣∣∣∣∣ 4 −1 −5 −1 0
1 0 −1 0 0

 .
Òàê êàê âåêòîðû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è âñÿ

òàáëèöà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ÷èñëî âåêòîðîâ â íåé 5,
ò. å. ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òî ìû ïîëó÷èëè æîðäàíîâ áàçèñ.
Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå èìååò âèä

AJ =



0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0


.

Êàê âèäèì, îíà ñîñòîèò èç äâóõ æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàçìåðíîñòè 4 è 1
ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ æîðäàíîâûõ
ôîðì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñ-
ëî λ. Äåëî â òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ψ = ϕ − λε (ãäå ε
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�òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì. Æîðäàíîâ áàçèñ
äëÿ îïåðàòîðà ψ ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà ϕ, à æîð-
äàíîâà ôîðìà âûãëÿäèò ïî÷òè òî÷íî òàêæå, òîëüêî ïî äèàãîíàëè ó íåå
èäóò íå íóëè, à ÷èñëà λ.

Íî ÷àùå íàì âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Ïóñòü òåïåðü α � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî îïåðàòîðà ϕ, ε � òîæäå-
ñòâåííûé îïåðàòîð. Òîãäà îïåðàòîð ψ = ϕ−αε èìååò íåíóëåâîå ÿäðî è,
ñëåäîâàòåëüíî, Imψ = ψ(V ) ⊂ V � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ò. å.
èìååì öåïî÷êó óáûâàþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ V ⊃ ψ(V ) ⊃ ψ2(V ) ⊃ . . . ,
êîòîðàÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà êàêîì-òî øàãå. Ïóñòü k � íàèìåíüøåå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì ψk(V ) = ψk+1(V ). Êîðíåâûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì, îòíîñÿùèìñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó α, íàçîâåì ïîäïðî-
ñòðàíñòâî

Vα = Kerψk = {x ∈ V |ψk(x) = 0}.

Ïîíÿòíî, ÷òî îïåðàòîð ψ íà Vα ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, ïîýòîìó ïî
òåîðåìå 1 â Vα ñóùåñòâóåò æîðäàíîâ áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà [ψ] èìååò
êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, ñîñòîÿùèé èç æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ íóëåâîé
äèàãîíàëüþ. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì áàçèñå

[ψ] = [ϕ− αε] = [ϕ]− αE =



0 0 . . . 0

1
. . .

... 0
...

. . . . . . 0
0 . . . 1 0

. . .
0 0 . . . 0

1
. . .

...

0
...

. . . . . . 0
0 . . . 1 0



,

òîãäà

[ϕ] = [ψ] + αE =



α 0 . . . 0

1
. . .

... 0
...

. . . . . . 0
0 . . . 1 α

. . .
α 0 . . . 0

1
. . .

...

0
...

. . . . . . 0
0 . . . 1 α



,
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ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ â æîðäàíîâîì áàçèñå êîðíåâîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà èìååò æîðäàíîâó ôîðìó ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì
α íà äèàãîíàëè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåò-
ñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ϕ. Ïóñòü òåïåðü λ1, . . . , λs �
âñå ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà ϕ ñ êðàòíîñòÿìè
m1, . . . ,ms, ò. å. õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä:

f [λ] = (−1)n(λ− λ1)
m1 · · · (λ− λs)ms.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2. Ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ:
V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλs;

ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòè êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàâíû êðàòíîñòÿì

ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì

ìíîãî÷ëåíå îïåðàòîðà ϕ.

Âîò, íàêîíåö, è ñòàëî ïîíÿòíî, êàê íóæíî èñêàòü áàçèñ, â êîòîðîì ìàò-
ðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èìååò æîðäàíîâó ôîðìó. Ýòîò áàçèñ íóæíî
�ñîáðàòü� èç æîðäàíîâûõ áàçèñîâ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Íà ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ìû âèäèì, ÷òî, çíàÿ áàçèñ ïîäïðîñòðàí-
ñòâà, ìû ìîæåì íàéòè åãî æîðäàíîâ áàçèñ. Çíà÷èò, íàäî íàó÷èòüñÿ íà-
õîäèòü áàçèñû êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü, êàê è âûøå, α � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî îïåðàòîðà ϕ, ψ =
ϕ−αε, [ψ] = [ϕ−αε] = [ϕ]−αE = N . Íàì íóæíî íàéòè áàçèñ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Vα = Kerψk. Ýòî óäîáíî äåëàòü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó (E|NT) è ïðèâîäèì åå ê ïðàâîñòóïåí÷àòîìó
âèäó

(E|NT) ∼ (B1|C1), ãäå C1 � ïðàâîñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû B1, ïðîäîëæåíèåì êîòîðûõ ñëóæàò íóëåâûå ñòðî-
êè ìàòðèöû C1, äàþò íàì áàçèñ Kerψ.

2. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó (B1|C1|C1N
T) è ïðèâîäèì åå ê ïðàâîñòóïåí-

÷àòîìó âèäó (B2|C ′1|C2). Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû B2, îêîí÷àíèåì êîòîðûõ
ñëóæàò íóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû C2, ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà
Kerψ2.

Ïðîöåññ ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà â ìàòðèöå Ck íå ïîëó÷èòñÿ
íóëåâûõ ñòðîê ñòîëüêî, êàêîâà êðàòíîñòü êîðíÿ α â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì
ìíîãî÷ëåíå îïåðàòîðà ϕ. Ïðè ýòîì òå ñòðîêè ìàòðèöû Bk, îêîí÷àíèåì
êîòîðûõ ñëóæàò íóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû Ck, îáðàçóþò áàçèñ êîðíåâîãî
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ïîäïðîñòðàíñòâà Vα, à íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû Ck îáðàçóþò áàçèñ
ïðÿìîé ñóììû îñòàâøèõñÿ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåì àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ, òîëüêî íà ïåðâîì øàãå
âìåñòî ìàòðèöû E ñëåâà áåðåì ìàðèöó Ck, à âìåñòî NT = AT − αE áå-
ðåì ìàòðèöó NT

1 = AT − βE, ãäå β � ñëåäóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
÷èñëî ìàòðèöû A. Ïåðåáðàâ âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, ïîëó÷èì áà-
çèñû âñåõ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðîäîëæåíèåì ñòðîê,
îáðàçóþùèõ áàçèñû êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ìàòðèöå Bk, ñëóæàò â
òî÷íîñòè íèëü-ñëîè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ýòèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è îáðàçî-
âàííûå ìàòðèöåé NT = AT−αE. Èç ýòèõ íèëü-ñëîåâ ïîëó÷àåì ãîòîâóþ
æîðäàíîâó òàáëèöó äëÿ íàõîæäåíèÿ æîðäàíîâà áàçèñà Vα.
Ïðèìåð 8. Íàéòè æîðäàíîâû áàçèñû êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïå-

ðàòîðà ϕ, îïðåäåëÿåìîãî ìàòðèöåé A, è æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A â
áàçèñå, �ñîáðàííîì� èç ýòèõ áàçèñîâ.

A =



1 −2 −2 −3 0
−1 2 2 0 −1

1 1 1 1 1
0 −2 −2 0 0
2 3 1 4 3


Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû A. Ñäåëàåì ýòî òàê, êàê ïîêàçàíî â
ðàçäåëå 7.3 èëè â [1, 8.3.5]:

f [λ] = −λ5 + 7λ4 − 19λ3 + 25λ2 − 16λ+ 4 = −(λ− 2)2(λ− 1)3,

λ1 = λ2 = 2, λ3 = λ4 = λ5 = 1. N = AT − 2E.

(E|N) =



1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 1 0 2
−2 0 1 −2 3
−2 2 −1 −2 1
−3 0 1 −2 4
0 −1 1 0 1


∼

∼



0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 0 1
−1 −1 1 0 2
−2 0 1 −2 3
−2 2 −1 −2 1
−3 0 1 −2 4


∼
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∼



0 0 0 0 1
1 0 0 0 −2
0 1 0 0 −3
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 0 1
−1 1 −1 0 0
−2 3 −2 −2 0
−2 3 −2 −2 0
−3 4 −3 −2 0


∼

∼



0 0 0 0 1
1 0 0 0 −2
0 1 0 0 −3
0 −1 1 0 2
0 −1 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 0 1
−1 1 −1 0 0
−2 3 −2 −2 0
0 0 0 0 0
−1 1 −1 0 0


∼

∼



0 0 0 0 1
0 1 0 0 −3
1 0 0 0 −2
0 −1 1 0 2
−1 −1 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 0 1
−2 3 −2 −2 0
−1 1 −1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


.

Òàê êàê ïîëó÷èëèñü 2 íóëåâûå ñòðîêè, ò.å. ðîâíî ñòîëüêî, êàêîâà êðàò-
íîñòü êîðíÿ λ1 = λ2 = 2, òî ïðîöåññ çàêîí÷åí. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü
ïîäïðîñòðàíñòâà V2 = Ker(AT − 2E) ðàâíà êðàòíîñòè êîðíÿ, íà ýòîì
ïîäïðîñòðàíñòâå ìàòðèöà A èìååò äèàãîíàëüíûé âèä è íàéäåííûé áàçèñ
(0,−1, 1, 0, 2), (−1,−1, 0, 1, 1) ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâûì.

Íàéäåì æîðäàíîâ áàçèñ êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V1 äëÿ ìàòðèöû
(A−E). Ñîñòàâèì íèëü-ñëîé ñ ïåðâûì âåêòîðîì áàçèñà V1 e1 = (0,−1, 1, 0, 1):

(A− E)e1 =



0 −2 −2 −3 0
−1 1 2 0 −1

1 1 0 1 1
0 −2 −2 −1 0
2 3 1 4 2





0
−1

1
0
1


=



0
0
0
0
0


.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî ýòîò íèëü-ñëîé ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî âåêòîðà e1.
Ñîñòàâèì íèëü-ñëîé ñ âåêòîðîì e2 = (−2, 3,−2,−2, 0):

(A− E)e2 =



0 −2 −2 −3 0
−1 1 2 0 −1

1 1 0 1 1
0 −2 −2 −1 0
2 3 1 4 2





−2
3
−2
−2

0


=



4
1
−1

0
−5


,
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(A− E)2e2 =



0 −2 −2 −3 0
−1 1 2 0 −1

1 1 0 1 1
0 −2 −2 −1 0
2 3 1 4 2





4
1
−1

0
−5


=



0
0
0
0
0


.

Ñîñòàâëÿåì æîðäàäíîâó òàáëèöó èç ïîëó÷åííûõ äâóõ íèëü-ñëîåâ:
e2

∣∣∣∣∣∣ e1

(A− E)e2

 =


−2 3 −2 −2 0

∣∣∣∣∣∣0 −1 1 0 1
4 1 −1 0 −5

 ∼
∼
−2 3 −2 −2 0

∣∣∣∣∣∣4 1 −1 0 −5
1 −1 1 0 0

 .
Òàê êàê ïðàâûé ñòîëáåö òàáëèöû ëèíåéíî íåçàâèñèì è ÷èñëî âåêòîðîâ â
òàáëèöå ðàâíî ðàçìåðíîñòè êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V1, ýòà òàáëèöà
îáðàçóåò æîðäàíîâ áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V1. Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðè-
öû A â �ñîáðàííîì� áàçèñå èìååò âèä

AJ =



2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1


.

Ïðèìåð 9. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî

ìàòðèöåé A =


1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

 èç ïðèìåðà 5 ðàçäåëà 7.3.

Ðåøåíèå. Çäåñü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðåíü λ = 1 èìååò êðàòíîñòü 3,
à ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó êîðíþ, � òîëüêî îäèí (ñ
òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ). Çíà÷èò, ìàòðèöà íå ïðèâîäèòñÿ
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Íàéäåì æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû. Ñîñòàâèì
ìàòðèöó (E|AT − E) è ïðèâåäåì åå ê ïðàâîñòóïåí÷àòîìó âèäó:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
−3 −7 −4
3 13 7

 ∼


1 0 0
−4 1 0
7 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
−3 1 0
3 −1 0

 ∼

∼


1 0 0
−4 1 0
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
−3 1 0
0 0 0

 ∼ (B1|C1).

Òàê êàê íóëåâàÿ ñòðîêà òîëüêî îäíà, à êðàòíîñòü êîðíÿ ðàâíà 3, ìû
äîëæíû ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã. Íàõîäèì C1N = C1(A

T − E) =
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=


0 −2 −1
−3 1 0
0 0 0




0 −2 −1
−3 −7 −4
3 13 7

 =


3 1 1
−3 −1 −1
0 0 0

, ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó

(B1|C1|C1N) è ïðèâîäèì åå ê ïðàâîñòóïåí÷àòîìó âèäó (B2|C ′1|C2):


1 0 0
−4 1 0
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
−3 1 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
−3 −1 −1
0 0 0

 ∼


1 0 0
−3 1 0
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
−3 −1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
0 0 0
0 0 0

 .

Íàêîíåö, íàõîäèì C2N =


3 1 1
0 0 0
0 0 0




0 −2 −1
−3 −7 −4
3 13 7

 =


0 0 0
0 0 0
0 0 0

. Çíà÷èò,
æîðäàíîâà òàáëèöà èìååò âèä


1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
−3 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
−3 −1 −1
3 1 1

 ∼


1 0 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −2 −1
−3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
0 0 0
0 0 0

 ∼

∼


1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
−3 −1 −1

 ∼
1 0 0

∣∣∣∣∣∣0 −2 −1
∣∣∣∣∣∣ 3 1 1

 .

Ýòî è åñòü æîðäàíîâ áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A èìååò âèä

AJ =


1 0 0
1 1 0
0 1 1

 .

Ôóíêöèè îò ìàòðèö

Æîðäàíîâà ôîðìà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé îò ìàòðèö.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(λ) îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå ìàòðè-

öû A, òî f(A) = g[A], ãäå g[λ] � ëþáîé ìíîãî÷ëåí, ïðèíèìàþùèé íà

ñïåêòðå ìàòðèöû A òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è f(λ).

Äëÿ êëåòêè Æîðäàíà J =



α 0 · · · 0

1 . . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 1 α

 ïîðÿäêà n ïðè óñëîâèè,
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÷òî f(λ) èìååò âñå ïðîèçâîäíûå äî (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, f(J) èìååò âèä:

f(J) =



f(α) 0 . . . 0
f ′(α)

1!
. . . ...

... . . . . . . 0

f (n−1)(α)
(n− 1)!

. . .
f ′(α)

1!
f(α)


.

Àíàëîãè÷íî âûãëÿäèò ôóíêöèÿ îò âåðõíåòðåóãîëüíûõ æîðäàíîâûõ êëå-
òîê. Ïîíÿòíî, ÷òî

åñëè AJ =


J1

. . .
Jk

 , òî f(AJ) =


f(J1)

. . .
f(Jk)

 .

Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè AJ = SAS−1 � æîðäàíîâà ôîðìà ìàò-
ðèöû A, òî f(A) = S−1f(AJ)S. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû
íàéòè f(A), íóæíî ïðèâåñòè A ê æîðäàíîâîé ôîðìå, íàéòè f(AJ), ïðè-
ìåíÿÿ ê êàæäîé æîðäàíîâîé êëåòêå ôîðìóëó, ïðèâåäåííóþ äëÿ f(J),
è ïîòîì íàéòè f(A) ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà S îò êàíîíè÷åñêîãî
áàçèñà ê æîðäàíîâó áàçèñó ìàòðèöû A.
Ïðèìåð 10. Íàéòè eA, ãäå A � ìàòðèöà èç ïðèìåðà 7 íà ñòð. 119.
Ðåøåíèå. Íàéäåì eAJ , à ïîòîì ñîïðÿæåì åå ìàòðèöåé ïåðåõîäà S îò êà-

íîíè÷åñêîãî áàçèñà ê æîðäàíîâó áàçèñó. Èòàê, f(x) = ex, äëÿ ìàòðèöû A
λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = 0, çíà÷èò, f(λi) = f ′(λi) = f ′′(λi) = f ′′′(λi) = 1.
Òîãäà ïî ôîðìóëå äëÿ f(AJ) èìååì:

eAJ =



1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1
2

1 1 0 0

1
6

1
2

1 1 0

0 0 0 0 1


.

×òîáû íàéòè eA, íóæíî íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà
ê æîðäàíîâó áàçèñó, íàéäåííîìó â ïðèìåðå 7.

S−1 =



1 1 0 4 1
0 2 0 −1 0
0 −1 4 −5 −1
0 1 1 −1 0
0 0 1 0 0


, òîãäà S =



1 1 1 −2 −2
0 1 0 −1 1
0 0 0 0 1
0 1 0 −2 2
0 −6 −1 11 −7
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è eA = SeAJS−1 =



13
6

19
6
−8

44
3

19
6

5
6

11
6
−4

53
6

11
6

0 0 1 0 0
2
3

2
3
−8

44
3

8
3

−14
3
−20

3
44 −469

6
−44

3



.

Ïðèìåð 11. Íàéòè lnA, ãäå A =


4 −15 6
1 −4 2
1 −5 3

.
Ðåøåíèå. Íàéäåì AJ îïèñàííûì âûøå àëãîðèòìîì. Ïðåæäå âñåãî ñî-

ñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñ-
ëà

−λ3 + (4− 4 + 3)λ2− (−1− 2 + 6)λ+ 1 = −λ3 + 3λ2− 3λ+ 1 = −(λ− 1)3.

Îòñþäà λ1 = λ2 = λ3 = 1. Òåïåðü ðàçëàãàåì ïðîñòðàíñòâî â ñóììó
êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

(E|NT) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
−15 −5 −5

6 2 2

 ∼


1 0 0
5 1 0
−2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
0 0 0
0 0 0

 = (B1|C1).

Íàõîäèì

C1N =


3 1 1
0 0 0
0 0 0




3 1 1
−15 −5 −5

6 2 2

 =


0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Âûïèñûâàåì æîðäàíîâó òàáëèöó
1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
5 1 0
−2 0 1

 ∼


1 0 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 1
5 1 0
−5 −1 0

 ∼
1 0 0

∣∣∣∣∣∣3 1 1
5 1 0

 �

æîðäàíîâ áàçèñ. Íàõîäèì AJ =


1 0 0
1 1 0
0 0 1

. Íàõîäèì ìàòðèöó ïåðåõîäà

ê æîðäàíîâó áàçèñó S−1 =


1 3 5
0 1 1
0 1 0

. Òîãäà S =


1 −5 2
0 0 1
0 1 −1

. Íàõîäèì
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lnAJ =


0 0 0
1 0 0
0 0 0

 è, íàêîíåö,

lnA = S−1 lnAJS =


1 3 5
0 1 1
0 1 0




0 0 0
1 0 0
0 0 0




1 −5 2
0 0 1
0 1 −1

 =


3 −15 6
1 −5 2
1 −5 2

 .

Ïðèìåð 12. Íàéòè eA, ãäå A =

3 −1
1 1

.
Ðåøåíèå. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà

λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2 = 0, λ1 = λ2 = 2.

Íàéäåì æîðäàíîâ áàçèñ

(E|NT) =

1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣ 1 1
−1 −1

 ∼
1 0

1 1

∣∣∣∣∣∣1 1
0 0

 ∼
1 0

∣∣∣∣∣∣1 1
1 1

 ∼
1 0

∣∣∣∣∣∣1 1
 �

æîðäàíîâ áàçèñ. Â ýòîì áàçèñå AJ =

2 0
1 2

. Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê æîðäà-

íîâó áàçèñó S−1 =

1 1
0 1

, òîãäà S =

1 −1
0 1

. Íàõîäèì eAJ =

e2 0
e2 e2


è, íàêîíåö,

eA = S−1AJS =

1 1
0 1

e2 0
e2 e2

1 −1
0 1

 =

2e2 −e2

e2 0

 .
7.4. Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð íèëüïîòåíòåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ðàâíû íóëþ.
2. Íàéäèòå æîðäàíîâ áàçèñ è âèä îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå äëÿ ñëåäó-

þùèõ íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ:

à)


−2 1 0
−4 2 0
−2 1 0

; á)


0 −3 3
−2 −7 13
−1 −4 7

;

â)


0 −3 0 3
−2 −7 0 13
0 −3 0 3
−1 −4 0 7

; ã)


3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4

; ä)


−1 1 −1 1
−1 1 −1 1
−1 1 0 0
−1 1 0 0

.
3. Äîêàæèòå, ÷òî æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A+αE ðàâíà AJ +αE,

ãäå AJ � æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A.
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4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îáðàòèìîé ìàòðèöû A æîðäàíîâà ôîðìà ìàò-
ðèöû A−1 ïîëó÷àåòñÿ èç æîðäàíîâîé ôîðìû ìàòðèöû A çàìåíîé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ìàòðèöû A îáðàòíûìè âåëè÷èíàìè.
5.Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó ñëåäóþùèõ ìàòðèö. Äëÿ ìàòðèö ÷åòâåð-

òîãî è áîëüøèõ ïîðÿäêîâ âûïèñàíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

à)


0 −4 0
1 −4 0
1 −2 2

; á)


1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

; â)


4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

;

ã)


1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

, f [λ] = (λ− 1)4;

ä)


3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1

, f [λ] = (λ− 1)2(λ+ 1)2;

å)



1 −1 1 0 2
−2 2 1 −2 3
−2 2 1 −2 1
−3 0 1 0 4
0 −1 1 0 3


, f [λ] = −(λ− 1)3(λ− 2)2;

æ)



−2 2 3 −3 0 1
0 −2 0 0 1 0
0 2 0 0 1 −1
2 −2 −1 1 0 1
0 0 −1 1 1 0
1 0 0 0 1 −2


f [λ] = λ3(λ+ 1)2(λ+ 2).

6. Íàéäèòå ôóíêöèè îò ìàòðèö:

à) eA, ãäå A =

4 −2
6 −3

; á) A50, ãäå A =

 1 1
−1 3

;
â)
√
A, ãäå A =

 3 1
−1 5

; ã) sinA, ãäå A =

π − 1 1
−1 π + 1

;

ä) eA, ãäå A =


4 2 −5
6 4 −9
5 3 −1

.
7. Äîêàæèòå, ÷òî |eA| = etrA, ãäå trA = a11 + a22 + · · · + ann � ñëåä

ìàòðèöû A.



Ãëàâà 8

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

Âñïîìíèì, ÷òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñàìûì �óäîáíûì� áàçèñîì,
â êîòîðîì îïðåäåëåíà êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà çàïèñè âåêòîðà, ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñ (̄i, j̄, k̄). Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî âåêòîðû ī, j̄, k̄ ïîïàðíî îðòî-
ãîíàëüíû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ óñòðîéñòâà
òàêîãî áàçèñà â ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íóæíî ââåñòè â
íåì ìåòðèêó, ò. å. îïðåäåëèòü �äëèíó� ýëåìåíòîâ è �óãîë� ìåæäó íèìè.
Â ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ìû èìååì äëÿ ýòîãî ëèíåéêó
è òðàíñïîðòèð, ÷åãî, êîíå÷íî, íåò â ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Íà ïîìîùü ïðèõîäèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Âåäü â ïðîñòðàíñòâå

ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ |ā| =
√
ā2, cos(

̂̄
a, b̄) =

āb̄

|ā||b̄|
. Çíà÷èò, åñëè â ëè-

íåéíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî ÷åðåç íåãî
ìîæíî îïðåäåëèòü è ìåòðèêó. Òàê âîò, ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îïðå-
äåëåííûì â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì. À
òåïåðü ïåðåéäåì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì.

8.1. Îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè â
íåì êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ1 x, y ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî (x, y),
íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x è y, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) (x, y) = (y, x);
2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);
3) (λx, y) = λ(x, y);
4) (x, x) ≥ 0, ïðè÷åì (x, x) = 0⇔ x = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü îá àêñèîìàõ åâêëèäîâà ïðîñòðàí-

ñòâà: îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ 8 àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è 4 ñâîéñòâà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Íîðìîé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ

â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âåêòîðó x ∈ L âåùåñòâåííîå ÷èñëî ‖x‖, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1Â ýòîé ãëàâå ïîä ñëîâîì �âåêòîð� ñëåäóåò ïîíèìàòü �ýëåìåíò ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà�.

131



1) ‖x‖ > 0, åñëè x 6= 0, è ‖0‖ = 0;
2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, λ ∈ R;
3) ∀x, y ∈ L

(
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

)
� íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E íîðìó ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

‖x‖ =
√

(x, x).

Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è èç ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâ-
ñêîãî:

∀x, y ∈ E
(
|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖

)
.

Òàêàÿ íîðìà íîñèò íàçâàíèå åâêëèäîâîé.
Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x è y íàçûâàåòñÿ óãîë ϕ ∈ [0, π], êîñèíóñ

êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

cosϕ =
(x, y)

‖x‖ · ‖y‖
.

Êîððåêòíîñòü ýòîé ôîðìóëû òàêæå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áó-
íÿêîâñêîãî.

Âåêòîðû x è y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (x, y) = 0. Ñèñòåìà
âåêòîðîâ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè âåêòîðû ýòîé ñèñòå-
ìû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.
Ïðèìåð 1. C[0,1] � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ

íà [0, 1], â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

(f, g) =
1∫

0

f(t)g(t)dt.

Íàéòè íîðìû ôóíêöèé f(t) = sin πt è g(t) = 2t è óãîë ìåæäó íèìè.
Ðåøåíèå

‖ sin πt‖ =
√

(sin πt, sin πt) =

√√√√√√ 1∫
0

sin2 πtdt =

√√√√√√1

2

1∫
0

(1− cos 2πt)dt =

=

√√√√ 1

2
(t− 1

2π
sin 2πt)

∣∣∣∣∣
1

0
=

1√
2

;

‖2t‖ =

√√√√√√ 1∫
0

4t2dt =

√√√√4

3
=

2√
3

;
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(sinπt, 2t) = 2
1∫

0

t sin πtdt = 2

−t cosπt

π
+

sin πt

π2


∣∣∣∣∣∣∣
1

0

=
2

π
;

cos( ̂sin πt, 2t) =

2

π
1√
2

2√
3

=

√
6

π
.

8.1. Çàäà÷è

1. Ìîæíî ëè â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn = {〈x1, . . .
. . . , xn〉|xi ∈ R} îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

à) (x, y) =
n∑
k=1

xkyk; á) (x, y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj;

â) (x, y) =
n∑
k=1

kxkyk; ã) (x, y) = max xi max yj?

Ïî÷åìó?
2. Ìîæíî ëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå C[a,b] (ìíîæåñòâî âñåõ íåïðå-

ðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé) îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

à)
(
f(x), g(x)

)
= f(a)g(a) + f(b)g(b);

á)
(
f(x), g(x)

)
= max

a≤x≤b
f(x) max

a≤x≤b
g(x);

â)
(
f(x), g(x)

)
=

b∫
a
f(x)g(x)dx;

ã)
(
f(x), g(x)

)
=

b∫
a
f(x)dx

b∫
a
g(x)dx?

Îòâåò îáúÿñíèòå.
3. Ìîæíî ëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå C[a,b] îïðåäåëèòü íîðìó ôóíê-

öèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) ‖f(x)‖ = max |f(x)|; á) ‖f(x)‖ = min
a≤x≤b

f(x); â) ‖f(x)‖ = |f(a)|;

ã) ‖f(x)‖ =

√√√√√ b∫
a

f 2(x)dx; ä) ‖f(x)‖ = |f(b)|?

4. ßâëÿþòñÿ ëè îðòîãîíàëüíûìè â ïðîñòðàíñòâå R3 ñèñòåìû âåêòîðîâ:
à) (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3);
á) (1, 1, 2), (−1, 1, 0), (2, 2,−2)?
5. Äàíû âåêòîðû a = (3,−1,−4, 0, 1) è b = (5, 10,−3, 10, 7) â îðòîíîð-

ìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íàéäèòå èõ íîðìû è óãîë
ìåæäó íèìè.
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6. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, â êî-

òîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A =

 a1 b1

c1 d1

 è B =

 a2 b2

c2 d2


îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (A,B) = a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2. Íàéäèòå óãîë

ìåæäó ìàòðèöàìè A =

 1 −3
2 0

 è B =

 2 0
−3 4

.
7. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Pn(t), Qm(t) îïðåäåëåíî ðà-

âåíñòâîì: (P,Q) =
1∫
−1
P (t)Q(t)dt. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìíî-

ãî÷ëåíîâ P (t) = t2, Q(t) = 2t+ 1 è óãîë ìåæäó íèìè.
8. Íàïèøèòå íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà:
à) Rn;

á) C[a,b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
b∫
a
f(t)g(t)dt.

9. Ïóñòü C[0,1] � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà
îòðåçêå [0, 1], â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì (f, g) =
1∫
0
f(t)g(t)dt. Íàéäèòå íîðìû âåêòîðîâ f(t) = sinπt è

g(t) = t− 1 è óãîë ìåæäó íèìè.
10. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R2 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò

áûòü çàäàíî ôîðìóëîé (a, b) = 2a1b1 + 5a2b2, ãäå a = (a1, a2), b = (b1, b2).
Íàéäèòå òàêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ âåêòîðîâ a = (1, 1) è b =
= (−3, 2).

8.2. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Îðòîãîíàëèçàöèÿ áàçèñà

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè

Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , an. Íàøà çàäà÷à
� ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ2 åé ñèñòåìó ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåíó-
ëåâûõ âåêòîðîâ b1, . . . , bm. Ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

b1
.= a1;

bi
.= ai −

i−1∑
k=1

(ai, bk)

(bk, bk)
bk.

Íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ íóëåâûìè; äëÿ çà-
âåðøåíèÿ ïðîöåññà íóæíî îò íèõ èçáàâèòüñÿ3. Ïðèìåíåíèå ýòèõ ôîðìóë

2Ò. å. ñèñòåìó âåêòîðîâ ñ òîé æå ëèíåéíîé îáîëî÷êîé (ñì. ñòð. 103).
3Ïîòîìó-òî è ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ m âåêòîðîâ âìåñòî n ïåðâîíà÷àëüíûõ.
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äëÿ ïîëó÷åíèÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ b1, . . . , bm íîñèò íàçâà-
íèå ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà.

Åñëè âåêòîðû a1, . . . , an ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà En,
òî m = n è b1, . . . , bn � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ En.

Âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû x1, . . . , xn âåêòîðà x åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
â íåêîòîðîì îðòîãîíàëüíîì áàçèñå b1, . . . , bn ïîçâîëÿþò ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû Ôóðüå:

xi =
(x, ei)

(ei, ei)
.

Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, âåêòîðû êîòîðîãî íîð-
ìèðîâàíû, ò.å. èìåþò åäèíè÷íóþ íîðìó, íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàí-

íûì. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ (e1, . . . , en) îðòîíîðìèðîâàí, åñëè

(ei, ej) = δij
.=

 1 ïðè i = j;
0 ïðè i 6= j.

×èñëà δij íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà.
Åñëè (e1, . . . , en) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå âåêòîðîâ a = (x1, . . . , xn) è b = (y1, . . . , yn), çàäàííûõ êîîðäèíàòà-
ìè â ýòîì áàçèñå, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(a, b) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Ïðèìåð 2. Ïåðåéòè îò áàçèñà a1 = i + j, a2 = 2i − k, a3 = i − j + k

ïðîñòðàíñòâà V3 ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó.
Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì ñíà÷àëà ê îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó, èñïîëüçóÿ ïðî-

öåññ îðòîãîíàëèçàöèè:

b1 = a1 = i+ j = (1, 1, 0);

b2 = a2−
(a2, b1)

(b1, b1)
b1 = (2, 0,−1)−2 · 1 + 0 · 1 + (−1) · 0

12 + 12 + 02
(1, 1, 0) = (1,−1,−1);

b3 = a3 −
(a3, b1)

(b1, b1)
b1 −

(a3, b2)

(b2, b2)
b2 = (1,−1, 1)− 0

2
(1, 1, 0)− 1

3
(1,−1,−1) =

= (1,−1, 1)−
(

1

3
,−1

3
,−1

3

)
=

(
2

3
,−2

3
,
4

3

)
.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå âåêòîðû
îðòîãîíàëüíû. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó {e1, e2, e3}:

e1 =
b1

‖b1‖
=

(1, 1, 0)√
2

=
1√
2
i+

1√
2
j;
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e2 =
b2

‖b2‖
=

(1,−1,−1)√
3

=
1√
3
i− 1√

3
j − 1√

3
k;

e3 =
b3

‖b3‖
=

(
2
3
,−2

3
,
4
3

)
√√√√4

9
+

4
9

+
16
9

=

=

(
2
3
,−2

3
,
4
3

)
√√√√8

3

=
1√
6
i− 1√

6
j +

2√
6
k.

Ïîëó÷åííûé áàçèñ (e1, e2, e3) � îðòîíîðìèðîâàííûé.

8.2. Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ
ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ äàííîé ñèñòåìå

âåêòîðîâ, îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
3. Äîêàæèòå, íå ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè Ôóðüå, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòî-

ðà a = (a1, a2, . . . , an) â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e1, . . . , en âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì: ai = (a, ei), i = 1, . . . , n.
4. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ìíîãî÷ëåíîâ f(t) = a0 + a1t + · · · + ant
n, g(t) = b0 + b1t + · · · + bnt

n

îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: (f, g) = a0b0 + a1b1 + (2!)2a2b2 + · · ·

· · ·+ (n!)2anbn. Äîêàæèòå, ÷òî áàçèñ 1, t,
t2

2!
, . . . ,

tn

n!
îðòîíîðìèðîâàííûé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî íà îòðåçêå [−π, π] ñèñòåìà ôóíêöèé 1, sinx, cosx,
sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx, . . . îðòîãîíàëüíà, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ôóíêöèé îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f, g) =
π∫
−π

f(x)g(x)dx.

6. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè, ïîñòðîéòå îðòîãîíàëüíûé áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà èñõîäÿ èç áàçèñà:

à) x1 = (1,−2, 2), x2 = (−1, 0,−1), x3 = (5,−3,−7);
á) x1 = (1, 1, 1), x2 = (3, 3,−1), x3 = (−2, 0, 6).
7. Ïðîâåðüòå îðòîãîíàëüíîñòü ñëåäóþùèõ âåêòîðîâ è äîïîëíèòå èõ äî

îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà:
à) e1 = (1,−2, 1, 3), e2 = (2, 1,−3, 1);
á) e1 = (1,−1, 1, 3), e2 = (−4, 1, 5, 0).
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8. Äîïîëíèòå ñëåäóþùèå ñèñòåìû âåêòîðîâ äî îðòîíîðìèðîâàííûõ
áàçèñîâ:

à) x1 =

(
−11

15
,− 2

15
,
2
3

)
, x2 =

(
− 2

15
,−14

15
,−1

3

)
;

á) x1 =

(
1
2
,−1

2
,
1
2
,−1

2

)
, x2 =

(
−1

2
,
1
2
,
1
2
,−1

2

)
.

9. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ≤ 2 íà îòðåçêå [0, 1] ïåðåé-
äèòå îò áàçèñà 1, t, t2 ê îðòîíîðìèðîâàííîìó. (Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
îïðåäåëåíî â çàäà÷å 9 ðàçäåëà 8.1.)
10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåêîòîðîì áàçèñå E = (e1, . . . , en) åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a =
n∑
i=1

αiei è b =
n∑
i=1

βiei

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (a, b) =
n∑
i=1

αiβi, òî áàçèñ E � îðòîíîðìèðîâàííûé.

11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Rn: x1 = (a11, a12, . . . , a1n), x2 = (0, a22, . . . , a2n), . . . ,
xn = (0, . . . , 0, ann) îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, òî aij 6= 0 ïðè i = j è
aij = 0 ïðè i < j.

8.3. Îðòîãîíàëüíûå è ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé îïåðàòîð íàä åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì En.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðó ϕ, åñëè

∀x, y ∈ En

(
(ϕx, y) = (x,ϕ∗y)

)
.

Äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà ϕ ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííûé ñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð ϕ∗. Åñëè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå îïåðàòîð ϕ èìå-
åò ìàòðèöó A, òî îïåðàòîð ϕ∗ èìååò ìàòðèöó AT.

Îïåðàòîð ϕ íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè ϕ = ϕ∗. Ïîíÿòíî,
÷òî åñëè A � ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â îðòîíîðìèðîâàí-
íîì áàçèñå, òî A = AT. Ìàòðèöà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîé èëè ñèììåòðè÷íîé.

Ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

1. Ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàí-
íîì áàçèñå ñèììåòðè÷íà.

2. Âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âåùå-
ñòâåííû.

3. Ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñî-
îòâåòñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.
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4. Åñëè ϕ � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íàä En, òî â En ñóùåñòâóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ϕ è ìàòðèöà îïåðà-
òîðà â ýòîì áàçèñå èìååò âèä

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

· · · · · · . . . ...
0 0 . . . λn

 ,

ãäå λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ϕ.
Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ϕψ äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ

îïåðàòîðîâ ϕ è ψ òîãäà è òîëüêî òîãäà áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì, êîãäà
ϕ è ψ ïåðåñòàíîâî÷íû.

Ðåøåíèå

⇒) Ïóñòü ϕψ � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈
E ñïðàâåäëèâî (ϕψx, y) = (x,ϕψy). Íî, ïîñêîëüêó îïåðàòîðû ϕ è ψ
òàêæå ñàìîñîïðÿæåííûå, èìååì (x,ϕψy) = (ϕx,ψy) = (ψϕx, y). Òàêèì
îáðàçîì, (ϕψx, y) = (ψϕx, y) èëè ((ϕψ − ψϕ)x, y) = 0. Òàê êàê y �
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ϕψ − ψϕ)x = 0. Íî x �
òàêæå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, çíà÷èò, ϕψ −ψϕ = 0 è ϕψ = ψϕ.
⇐) Ïóñòü ϕψ = ψϕ. Òîãäà (ϕψx, y) = (ψϕx, y) = (ϕx,ψy) =

= (x,ϕψy) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y. Ñðàâíèâàÿ íà÷àëî è êîíåö, âèäèì,
÷òî îïåðàòîð ϕψ � ñàìîñîïðÿæåííûé.

Ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà

Ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ íàä åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì E íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì, åñëè îí ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å.

∀x, y ∈ E
(
(x, y) = (ϕx,ϕy)

)
.

Ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå íàçûâàåòñÿ òàêæå îðòîãîíàëüíîé è îáëàäàåò òåì õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì4 ñâîéñòâîì, ÷òî åå îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ åå òðàíñïîíè-
ðîâàííîé

AT = A−1.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E ìàòðèöà ïå-
ðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó ÿâëÿåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîé.

4Ò.å. îïðåäåëÿþùèì.

138



Ðåøåíèå. Ïóñòü E = (e1, . . . , en) è E ′ = (e′1, . . . , e
′
n) � îðòîíîðìèðî-

âàííûå áàçèñû â E, S = TE→E ′. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà
ñòîëáöû ìàòðèöû S (è ñòðîêè ST) ñîñòîÿò èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ èç E
â áàçèñå E ′. Äîêàæåì, ÷òî S � îðòîãîíàëüíà, ò.å. STS = E. Òàê êàê E è
E ′ � îðòîíîðìèðîâàííû, òî

STS 5=


(e′1, e

′
1) · · · (e′1, e

′
n)

... ...
(e′n, e

′1) · · · (e′n, e
′
n)

 6=


δ11 · · · δ1n
... ...
δn1 · · · δnn

 = E,

ò. å. ST = S−1.

8.3. Çàäà÷è

1. Íàéäèòå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð äëÿ ïîâîðîòà åâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè íà óãîë α ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
2. Íàéäèòå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ìàò-

ðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå, åñëè îïåðàòîð çàäàí â íåêîòî-
ðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé:

à) A =


17 −8 4
−8 17 −4

4 −4 11

 ; á) A =


0 0 1
0 2 0
1 0 0

 ; â) A =


2 2 2
2 2 2
2 2 2

 .

3. Âûÿñíèòå, ìîæíî ëè ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðèâåñòè ê äèà-
ãîíàëüíîìó âèäó ïóòåì ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó. Íàéäèòå ýòîò áàçèñ è
ìàòðèöó îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå:

à) A =


3 1 0
1 3 1
0 0 3

 ; á) A =


2 0 5
0 −1 0
1 3 −2

 ; â) A =


2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 .

4. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ≤ 2 çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå: (f, g) = a0b0 + a1b1 + a2b2, ãäå f(t) = a0 + a1t + a2t

2 è g(t) =
= b0 + b1t + b2t

2. Íàéäèòå ìàòðèöû îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
ñîïðÿæåííîãî åìó îïåðàòîðà â áàçèñå:

à) 1, t, t2; á) 1, t,
3
2
t2 − 1

2
.

5. Äîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàííûé.
6. ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð ïîâîðîòà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íà óãîë α

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îðòîãîíàëüíûì?
5Ðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó E îðòîíîðìèðîâàí.
6Ðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó E ′ îðòîíîðìèðîâàí.
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7. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòî-
ðà ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.
8. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

åñòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕ è ψ � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, òî îïå-

ðàòîð ϕψ +ψϕ òîæå áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì.
10. Äàíû ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-

çèñå. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ñàìîñîïðÿæåííûõ
îïåðàòîðîâ:

A =


1 2 −1
2 3 0
−1 0 5

 , B =


2 −1 3
1 1 −2
3 −2 1

 , C =


−1 3 −2

3 2 1
−2 1 0

 ,
A+B, A+ C, B + C, AB, AC, BC.



Ãëàâà 9

Êðèâûå è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî

ïîðÿäêà. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà â îáùåì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0.

Äëÿ êàæäîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà êî-
îðäèíàò, íàçûâàåìàÿ êàíîíè÷åñêîé, â êîòîðîé ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
îäèí èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ:

1) x
2

a2 +
y2

b2 = 1 � ýëëèïñ;

2) x
2

a2 −
y2

b2 = 1 � ãèïåðáîëà;

3) x
2

a2 +
y2

b2 = −1 � ìíèìûé ýëëèïñ;

4) x
2

a2 +
y2

b2 = 0 � òî÷êà;

5) x
2

a2 −
y2

b2 = 0 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ;

6) y2 = 2ρx � ïàðàáîëà;
7) x2 = a2 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ;
8) x2 = 0 � ïðÿìàÿ (òî÷íåå, ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ);
9) x2 = −a2 � ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
Ñëó÷àè 3) è 9) çàäàþò íà äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè ïóñòûå ìíîæå-

ñòâà1, ñëó÷àè 4), 5), 7) è 8) òàêæå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà.

9.1. Îêðóæíîñòü è ýëëèïñ

Ýëëèïñ � ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ

1Òàêèå êðèâûå (è â äàëüíåéøåì ïîâåðõíîñòè) âòîðîãî ïîðÿäêà ìû áóäåì íàçûâàòü ìíè-
ìûìè.
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äî äâóõ äàííûõ òî÷åê (ôîêóñîâ) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ:

|MF1|+ |MF2| = 2a.

a

b6

-
x

••
F1 F2

c

•

r1 r2

� --� d2d1 Åñëè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy òî÷-
êè F1(−c, 0) è F2(c, 0) � ôîêóñû ýë-
ëèïñà, òî óðàâíåíèå ýëëèïñà ïðèíèìà-
åò ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

×èñëà a è b � ïîëóîñè ýëëèïñà, a2 = b2 + c2, ãäå |F1F2| = 2c; ε =
c
a
< 1

� ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà, r1 = |F1M |, r2 = |F2M | �ôîêàëüíûå ðà-
äèóñû ýëëèïñà, ïðÿìûå x = ±a

ε
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà è

îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: r1

d1
=
r2

d2
= ε.

Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé
ñëó÷àé ýëëèïñà, ïðè êîòîðîì a = b.
x2 + y2 = a2 � óðàâíåíèå îêðóæíîñòè
ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

0 x

y

a

6

-

Ïðèìåð 1. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå 25x2 − 50x + 4y2 + 16y − 59 = 0 ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó; ïîñòðîèòü êðèâóþ.

Ðåøåíèå. Âûäåëèì â óðàâíåíèè ïîëíûå êâàäðàòû:

6

-

x′

y′

O′

6

-
x

y

O

25(x2 − 2x+ 1)− 25 + 4(y2 + 4y + 4)− 16− 59 = 0;

25(x− 1)2 + 4(y + 2)2 = 100;
(x− 1)2

4
+

(y + 2)2

25
= 1.

Îáîçíà÷èì:

 x′ = x− 1
y′ = y + 2

.

Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O′x′y′ ïîëó÷àåì êàíîíè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà:

(x′)2

22
+

(y′)2

52
= 1.

9.1. Çàäà÷è

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðîé îòðåçîê AB ÿâëÿ-
åòñÿ äèàìåòðîì, A(3,−7), B(5, 1).
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2. Íàéäèòå öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì

x2 + y2 + 2x− 10y + 1 = 0.

3. Ïîñòðîéòå ýëëèïñ, çàäàííûé óðàâíåíèåì 9x2+25y2 = 225. Íàéäèòå:
à) ýêñöåíòðèñèòåò;
á) ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M , ëåæàùåé íà ýëëèïñå è èìåþùåé àáñöèññó

x0 =
5
2
äî ôîêóñîâ.

4. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ:
à) ýëëèïñà;
á) âåðõíåé åãî ïîëîâè-

íû;
â) íèæíåé ïîëîâèíû;
ã) ïðàâîé ïîëîâèíû;
ä) ëåâîé ïîëîâèíû.

-
x

6y

O

•2

•
3

•

5. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïîñòðîéòå
ýëëèïñ, íàéäèòå åãî ýêñöåíòðèñèòåò:

à) 5x2 + 9y2 − 30x+ 18y + 9 = 0;
á) 16x2 + 25y2 + 32x− 100y − 284 = 0.
6. Ïîñòðîéòå êðèâóþ: x = 3−

√
8− y2 − 2y.

7. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êðèâîé, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êàæäîé òî÷êè
êîòîðîé äî òî÷åê F1(−1, 0) è F2(1, 0) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé 2

√
3.

8. Ñîñòàâüòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, çíàÿ, ÷òî:
à) ìàëàÿ îñü ðàâíà 24, ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 10;

á) áîëüøàÿ îñü ðàâíà 20, ýêñöåíòðèñèòåò ε =
3
5
;

â) ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ðàâíî 5, ìåæäó ôîêóñàìè � 4;
ã) áîëüøàÿ îñü ðàâíà 8, ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè � 16;

ä) ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ðàâíî 32 è ε =
1
2
.

9. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè ïëîùàäü ðîìáà,
âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â ôîêóñàõ è âåðøèíàõ ýëëèïñà, ðàâíà 6,
à åãî ïåðèìåòð ðàâåí 20.
10. Íàéäèòå ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, âåðøèíà êîòî-

ðîãî ëåæèò â ôîêóñå ýëëèïñà, à îñíîâàíèå ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãîé ôîêóñ.

11. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ε =
2
5
, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M ýëëèïñà

äî äèðåêòðèñû ðàâíî 20. Âû÷èñëèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ôîêóñà,
îäíîñòîðîííåãî ñ ýòîé äèðåêòðèñîé.
12. Îïðåäåëèòå ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà, åñëè:
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à) ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè â òðè ðàçà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ôîêóñàìè;

á) îòðåçîê ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç öåíòðà ýëëèïñà íà åãî äè-
ðåêòðèñó, äåëèòñÿ âåðøèíîé ýëëèïñà ïîïîëàì.
13. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè åãî ïàðàìåòðû îá-

ðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ èìåþò âèä

x = ±50
3
.

14. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè èçâåñòíû åãî ýêñòöåíòðèñèòåò

ε =
2
3
, ôîêóñ F (2, 1) è óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû x = 5.

9.2. Ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà

Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàçíîñòü ðàññòî-
ÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê (ôîêóñîâ) åñòü âåëè÷èíà ïîñòî-
ÿííàÿ.

-
x

6y

• •
F1 F2

a

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

•M
d2

r2

Åñëè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy ôî-
êóñû èìåþò êîîðäèíàòû F1,2(±c, 0), òî
óðàâíåíèå ãèïåðáîëû âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Ïàðàìåòð a íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ïîëóîñüþ, à b � ìíèìîé ïîëóîñüþ

ãèïåðáîëû.
Åñëè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy ôîêóñû èìåþò êîîðäèíàòû F1,2(0,±c),

òî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä x2

a2 −
y2

b2 = −12, ïðè

ýòîì a � ìíèìàÿ è b � âåùåñòâåííàÿ ïîëóîñè, ïðÿìûå y = ± b
a
x �

àñèìïòîòû ãèïåðáîëû, ε =
c
a
> 1 � ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû, r1 =

= |F1M |, r2 = |F2M | �ôîêàëüíûå ðàäèóñû ãèïåðáîëû, âû÷èñëÿåìûå ïî
ôîðìóëàì

ëåâàÿ âåòâü ïðàâàÿ âåòâü
r1 = −a− εx, r2 = a− εx r1 = a+ εx, r2 = −a+ εx

Ïðÿìûå x = ±a
ε
� äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû, îáëàäàþùèå òåì æå ñâîé-

ñòâîì, ÷òî è äèðåêòðèñû ýëëèïñà.
Ïàðàìåòðû a, b, c ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì a2 + b2 = c2.
2Ýòî óðàâíåíèå èíîãäà íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîïðÿæåííîé ãèïåðáîëû.
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Ïðèìåð 2. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå êðèâîé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ïî-
ñòðîèòü êðèâóþ: 4x2 − 9y2 − 24x− 36y − 36 = 0.

Ðåøåíèå. Â óðàâíåíèè êðèâîé âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû:

4(x2 − 6x+ 9)− 36− 9(y2 + 4y + 4) + 36− 36 = 0;

4(x− 3)2 − 9(y + 2)2 = 36;
(x− 3)2

9
− (y + 2)2

4
= 1. x′ = x− 3,

y′ = y + 2;
O′(3;−2).

Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O′x′y′ ïî-
ëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáî-
ëû:

(x′)2

32
− (y′)2

22
= 1.

-

x′

6y′6y
-
x

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
QQ

O′

O

Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ
îò çàäàííîé òî÷êè (ôîêóñà) è çàäàííîé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû). Ïàðàìåòð
ïàðàáîëû p � ðàññòîÿíèå îò ôîêóñà äî äèðåêòðèñû.

-

6

•

y

x

F (p2 , 0)

p︷ ︸︸ ︷
Åñëè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy óðàâ-

íåíèå äèðåêòðèñû èìååò âèä x = −p
2

è ôîêóñ F
(
p
2
, 0

)
, òî óðàâíåíèå ïàðàáî-

ëû ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé
âèä:

y2 = 2px.

Ïðèìåð 3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû è ïîñòðîèòü åå, åñëè îñü
åå ñèììåòðèè ïàðàëëåëüíà îñè Oy, òî÷êàM(3, 0) ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå
è åå âåðøèíà íàõîäèòñÿ â òî÷êå A(1, 1).

Ðåøåíèå. Åñëè A � âåðøèíà ïàðàáîëû, îñü ñèììåòðèè ïàðàëëåëü-
íà îñè Oy, òî åå óðàâíåíèå èìååò âèä (x − 1)2 = ±2p(y − 1). Òàê êàê
ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M ,
òî êîîðäèíàòû åå óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ ïàðàáîëû: (3 − 1)2 =
= ±2p(0− 1); 4 = ∓2p; p = 2. Èòàê,
èñêîìîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû3 èìååò
âèä (x− 1)2 = −4(y − 1).

-

-

66

O′

O x

x′

y′y

3Ïàðàìåòð ïàðàáîëû p ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò ôîêóñà äî äèðåêòðèñû è íå ìîæåò áûòü
îòðèöàòåëüíûì. Òî, ÷òî â óðàâíåíèè ïîÿâèëñÿ ìèíóñ, îçíà÷àåò ëèøü �íåêàíîíè÷åñêóþ�
îðèåíòàöèþ ïàðàáîëû.
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9.2. Çàäà÷è

1. Ïîñòðîéòå ãèïåðáîëó, çàäàííóþ óðàâíåíèåì 9x2− 64y2 = 576. Íàé-
äèòå êîîðäèíàòû ôîêóñîâ, óðàâíåíèÿ àñèìïòîò, ýêñöåíòðèñèòåò.
2. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå êðèâîé, îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé îò êàæäîé òî÷-

êè êîòîðîé äî òî÷êè F (5, 0) è ïðÿìîé x = 3 ðàâíî ε =

√√√√5
3
.

-

6

•

•

• •

1

3

y

1 5 x

3. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå
ãèïåðáîëû, åå âåðõíåé,
íèæíåé, ïðàâîé è ëåâîé
ïîëîâèíû.

4. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ôîêóñ êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå
F (−5,−3), óðàâíåíèå äèðåêòðèñû y = 1. Ïîñòðîéòå ïàðàáîëó.
5. Îïðåäåëèòå òèï êðèâîé ïî äàííîìó óðàâíåíèþ. Ïðèâåäèòå óðàâíå-

íèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïîñòðîéòå êðèâóþ:
à) 25x2 − 50x− 4y2 − 16y − 66 = 0;
á) 4x2 − 8x− y + 7 = 0.
6. Ñîñòàâüòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, çíàÿ, ÷òî:

à) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ±4
3
x è ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî

20;

á) ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ðàâíî 8
3
è ýêñöåíòðèñèòåò ε =

3
2
;

â) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ±3
4
x è ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè

ðàâíî 12
4
5
;

ã) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ± 5
12
x è ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè

ðàâíî 48;

ä) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ±3
4
x è óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ x = ±16

5
.

7. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî àñèìïòîòàìè è äè-
ðåêòðèñîé ãèïåðáîëû 4x2 − y2 − 16 = 0.

8. ×åðåç ïðàâûé ôîêóñ ãèïåðáîëû x2

80
− y2

20
= 1 ïðîâåäåí ïåðïåíäè-

êóëÿð ê ôîêàëüíîé îñè. Íàéäèòå ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ãèïåðáîëîé.
9. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ôîêóñû êîòîðîé ëåæàò â âåðøè-

íàõ ýëëèïñà x2

100
+
y2

64
= 1, à äèðåêòðèñû ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêóñû ýòîãî

ýëëèïñà.
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10. Íà ãèïåðáîëå x
2

16
− y

2

9
= 1 íàéäèòå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå

ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ ðàâíî 41
9
.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ôîêóñà ãèïåðáîëû x2

a2 −
y2

b2 = 1 äî åå

àñèìïòîòû ðàâíî b.

12. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m ïðÿìàÿ y =
5
2
x+m:

à) ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó x
2

9
− y2

36
= 1;

á) êàñàåòñÿ åå;
â) ïðîõîäèò âíå ýòîé ãèïåðáîëû.
13. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, çíàÿ åå ôîêóñ è óðàâíåíèå äèðåê-

òðèñû:
à) F (−5,−3), y = 1;
á) F (7, 2), x− 5 = 0;
â) F (4, 3), y + 1 = 0.
Ïîñòðîéòå ïàðàáîëó.
14. Äàíà âåðøèíà ïàðàáîëû A(6,−3) è óðàâíåíèå åå äèðåêòðèñû 3x−

−5y + 1 = 0. Íàéäèòå ïàðàìåòð ïàðàáîëû è åå ôîêóñ.
15. Íàéäèòå ïàðàìåòð, ôîêóñ è óðàâíåíèå äèðåêòðèñû äëÿ ïàðàáîëû

y =
1
8
x2 − 1

2
x+

3
2
.

9.3. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â îáùåì âèäå âûãëÿäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

a11x
2 +a22y

2 +a33y
2 +2a12xy+2a13xz+2a23yz+2b1x+2b2y+2b3z+c = 0.

Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
îäèí èç 17 êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ. Íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþùèå íåâûðîæ-
äåííûå è íå ìíèìûå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

x

y

z
1. Ýëëèïñîèä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.
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2. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.

x

y

z

x
y

z
3. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1.

4. Êîíóñ

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

x

y

z

x

y

z
5. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

z =
x2

a2
+
y2

b2
.

6. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

z =
x2

a2
− y2

b2
.

x

y

z
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7. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

x y

z

x y

z
8. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð

y2 = 2px, p > 0.

9. Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

x2

a2
− y2

b2
= 1.

x y

z

9.3. Çàäà÷è

1. Óñòàíîâèòå òèï çàäàííûõ ïîâåðõíîñòåé è ïîñòðîéòå èõ:

à)
x2

4
+
y2

9
+
z2

16
= 1; á)

x2

16
+
y2

9
− z2

4
= 1; â) x2 + y2 − z2 = −1;

ã) x2 − y2 = z2; ä) x2 + y2 = 6z; å) x2 − y2 = 6z; æ) z =
x2

4
+
y2

9
;

ç) x2 = 6z; è) z = 2 + x2 + y2; ê)
x2

4
− y2

9
= 6z.

2. Ïåðåâîðà÷èâàåì çîíòèê ðó÷êîé ââåðõ, óêëàäûâàåì âíóòðåííþþ ïî-
âåðõíîñòü çåðêàëüíûìè îñêîëêàìè, ñòàâèì íàä ýòèì ñîîðóæåíèåì êà-
ñòðþëþ ñ âîäîé è æäåì, ïîêà âîäà çàêèïèò. Ñîëíöå, êîíå÷íî, â çåíèòå,
à ïîâåðõíîñòü � ïðèáëèæåííî ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ. Âîïðîñ: íà êàêîé
âûñîòå íóæíî ïîñòàâèòü êàñòðþëþ, åñëè äèàìåòð çîíòèêà 1 ì, à ãëóáèíà
� 20 ñì?

9.4. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ïðèâåäåíèå èõ ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó

Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
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íûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïåðåìåííûõ:

Φ(x1, . . . , xn) = a11x
2
1+a12x1x2+· · ·+a1nx1xn+a21x2x1+a22x

2
2+· · ·+annx2

n,
(9.1)

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå Φ(x1, . . . , xn) = XTAX,
ãäå

X =


x1
...
xn

 , A = (aij)n×n.

Íà ñàìîì äåëå, êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíê-
öèþ, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó x åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà En íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî Φ(x)4 . Òîãäà Φ â (9.1) åñòü íå ÷òî
èíîå, êàê ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò âåêòîðà x.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A, íàçûâàåìàÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
Φ, âñåãäà ñèììåòðè÷íà, ïîñêîëüêó ìû âñåãäà ìîæåì ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
aij = aji, òàê êàê ýòî êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ xixj è
xjxi.

Íî ïîñêîëüêó â çàïèñè (9.1) èñïîëüçóþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà, ýòà
çàïèñü çàâèñèò îò âûáðàííîãî áàçèñà, è, ñëåäîâàòåëüíî, îò áàçèñà çàâèñèò
òàêæå è ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ïóñòü E è E ′ � äâà áàçèñà En, A
� ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Φ â áàçèñå E , à A′ � â áàçèñå E ′. Òîãäà

A′ = TT
E ′→EATE ′→E . (9.2)

Äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà èç
íèõ ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ ïîñðåäñòâîì íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó ïðè íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè áàçèñ ïåðåõîäèò â áàçèñ, ìàòðèöû äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì âèäà (9.2).
Êàíîíè÷åñêèì âèäîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíò-

íàÿ åé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî êâàäðàòû ïåðåìåííûõ:

Φ′(x1, . . . , xn) = λ1x
2
1 + · · ·+ λnx

2
n = XTBX, B =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
... · · · . . . ...
0 0 . . . λn

 .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â êàíîíè÷åñêîì âèäå äèà-
ãîíàëüíà. Áàçèñ, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò êàíîíè÷å-
ñêèé âèä, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

4Ñ ýòîé òî÷êì çðåíèÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç áèëèíåéíóþ
ôîðìó A: Φ(x) = A(x, x) (ñì., íàïðèìåð, [2]).
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Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ïóñòü A � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â �ñòàðîì� îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå E . Íàì íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàêóþ ñìåíó áàçèñà, ÷òî-
áû â íîâîì (òîæå îáÿçàòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîì) áàçèñå E ′ ìàòðèöà
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñòàëà äèàãîíàëüíîé, ò. å. íàäî ïîäîáðàòü òàêóþ
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó S = TE ′→E , ÷òîáû

STAS = D =


d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0

0 0 . . . ...
0 · · · 0 dn

 . (9.3)

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå En ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ òàêîé, ÷òî [ϕ]E =
= A. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà (êàê ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû), îïåðàòîð ϕ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ýòîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ϕ, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì E ′. Êàê íàì èçâåñòíî, â áàçèñå èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðèíèìàåò äèàãî-
íàëüíûé âèä, ïðè÷åì ïî äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-
òîðà, ò. å. äëÿ S = TE ′→E

S−1AS =


λ1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · λn

 .

(Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå S ìû âçÿëè ìàòðèöó îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò
E ′ ê E , ïîýòîìó ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû âûãëÿäèò òàêèì îá-
ðàçîì5.) Ýòà ôîðìóëà î÷åíü ïîõîæà íà òó, êîòîðóþ ìû õîòåëè áû ïî-
ëó÷èòü. Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà â òîì, ÷òî â íàøåé ôîðìóëå ñòîèò S−1,
à â (9.3) � ST. Íî çàìåòèì, ÷òî S � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî áàçèñà ê îðòîíîðìèðîâàííîìó, è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ïðèìåð
4 íà ñòð. 138), ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Ïîñêîëüêó äëÿ îðòîãîíàëüíîé
ìàòðèöû ST = S−1, ìû ïîëó÷èëè òî, ÷òî õîòåëè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêî-
ìó âèäó è íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà èìååì ñëåäóþùèé àëãî-
ðèòì.

1. Çàïèñàòü ìàòðèöó A äàííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Φ.
2. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-

ðàòîðà ϕ, ò. å. ðåøèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå |A−λE| = 0. Ïóñòü
5Ñðàâíèòå ñ ôîðìóëîé (7.2).
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λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû Φ áóäåò ñëåäóþùèé:

Φ(x′1, . . . , x
′
n) = λ1(x

′
1)

2 + · · ·+ λn(x
′
n)

2.

3. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà ϕ. Ïóñòü ýòî âåêòîðû a1, . . . ,
an. Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðîñòûå, òî ýòè âåê-
òîðû îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ñèëó ñâîéñòâ ñàìîñîïðÿæåííî-
ãî îïåðàòîðà. Åñëè åñòü êðàòíûå êîðíè, òî äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè
ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè.

4. Èç ïîëó÷åííîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ñäåëàòü îðòîíîðìèðîâàí-
íûé: ei

.= ai
‖ai‖

. Ýòî è áóäåò èñêîìûé êàíîíè÷åñêèé áàçèñ.

Ïðèìåð 4. Íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä è êàíîíè÷åñêèé áàçèñ äëÿ êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû

Φ(x, y) = 5x2 + 4xy + 8y2.

Ðåøåíèå

Φ(x, y) = 5x2 + 2xy + 2yx+ 8y2, A =

 5 2
2 8


� ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Φ.

Íàéäåì åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà.∣∣∣∣∣∣ 5− λ 2
2 8− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0; λ1 = 4, λ2 = 9.

Êàíîíè÷åñêèé âèä Φ(x′, y′) = 4x′2 + 9y′2.
Íàéäåì òåïåðü êàíîíè÷åñêèé áàçèñ, â êîòîðîì Φ ïðèíèìàåò êàíîíè-

÷åñêèé âèä. Äëÿ ýòîãî èùåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

λ1 = 4 :

 (5− 4)x+ 2y = 0,
2x+ (8− 4)y = 0;

x = −2y;

a1 = (2,−1) � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ λ1;

λ2 = 9 :

 (5− 9)x+ 2y = 0,
2x+ (8− 9)y = 0;

2x = y;

a2 = (1, 2) � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ λ2.
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Íîðìèðóåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ÷òîáû ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ

e1 =
a1

|a1|
=

(
2√
5
,− 1√

5

)
; e2 =

a2

|a2|
=

(
1√
5
,

2√
5

)
.

Â ýòîì áàçèñå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä.
Ïðèìåð 5. Ïîñòðîèòü ëèíèþ 5x2 + 4xy + 8y2 − 36 = 0.
Ðåøåíèå. Φ(x, y) = 5x2 + 4xy + 8y2 �

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Åå êàíîíè÷åñêèé
âèä (ñì. ïðèìåð 4): Φ(x′, y′) = 4x′2 +9y′2.
Îñü Ox′ èìååò íàïðàâëåíèå âåêòîðà e1;
îñü Oy′ èìååò íàïðàâëåíèå âåêòîðà e2. Â
ñèñòåìå êîîðäèíàò x′y′ óðàâíåíèå êðèâîé
ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ
ýëëèïñà

x′2

32
+
y′2

22
= 1.

-
x

6y

H
HHH

HHH
HHH

HHH
HHH

HHj

x′
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��y′

HHj
e1

�
�� e2

Ïðèìåð 6. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå êðèâîé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïî-
ìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, óêàçàòü êàíîíè÷åñêèé áàçèñ, ïî-
ñòðîèòü êðèâóþ â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

6xy + 8y2 − 12x− 26y + 29 = 0.

Ðåøåíèå

1. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû: A =

0 3
3 8

.
2. Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è íàõîäèì ñîáñòâåííûå

÷èñëà:
λ2 − 8λ− 9 = 0; λ1 = 9, λ2 = −1.

3. Íàõîäèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

λ1 = 9.

−9 3
3 −1

∣∣∣∣∣∣ 0
0

 ∼
3 −1

0 0

∣∣∣∣∣∣ 0
0

 ; x2 = 3x1, a1 = (1, 3).

λ2 = −1.

1 3
3 9

∣∣∣∣∣∣ 0
0

 ∼
1 3

0 0

∣∣∣∣∣∣ 0
0

 ; x1 = −3x2, a2 = (−3, 1).

4. Íîðìèðóåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàí-
íîãî áàçèñà, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé
âèä

e1 =
1

|a1|
a1 =

(
1√
10
,

3√
10

)
, e2 =

1

|a2|
a2 =

(
− 3√

10
,

1√
10

)
.
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5. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà (e1, e2) ê áàçèñó (i, j):

Q =


1√
10
− 3√

10
3√
10

1√
10

 .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàòðèöà Q îðòîãîíàëüíà, òàê êàê

Q ·QT =


1√
10
− 3√

10
3√
10

1√
10




1√
10

3√
10

− 3√
10

1√
10

 =

1 0
0 1

 .

6. Äåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Q:

x
y

 =


1√
10
− 3√

10
3√
10

1√
10


x′
y′

 ,

îòêóäà 
x =

1√
10
x′ − 3√

10
y′,

y =
3√
10
x′ +

1√
10
y′.

Ýòî è åñòü îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

7. Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

6

(
1√
10
x′ − 3√

10
y′
) (

3√
10
x′ +

1√
10
y′
)

+ 8

(
3√
10
x′ +

1√
10
y′
)2

−

−12

(
1√
10
x′ − 3√

10
y′
)
− 26

(
3√
10
x′ +

1√
10
y′
)

+ 29 =

= 9x′2 − y′2 − 90√
10
x′ +
√

10y′ + 29 =

= 9

(
x′2 −

√
10x′ +

5

2
− 5

2

)
−
(
y′2 −

√
10y′ +

5

2
− 5

2

)
+ 29 =

= 9

x′ −
√

10

2

2

−
y′ −

√
10

2

2

+ 9 = 0.
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Ïðèâîäèì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

−

x′ −
√

10
2

2

1
+

y′ −
√

10
2

2

9
= 1.

Ïîëó÷èëàñü ãèïåðáîëà, ïåðåñåêàþùàÿ îñü Oy′.

8. Ñòðîèì êðèâóþ â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íîâûå îñè Ox′

è Oy′ îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðàìè e1 è e2. Â ýòèõ îñÿõ ïðîèñõîäèò ñäâèã

íà
√

10
2

â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî îñè Ox′ è â ïîëîæèòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè ïî îñè Oy′. Êàíîíè÷åñêèå îñè îáîçíà÷åíû áóêâàìè
x′′ è y′′.

-

6

x

y

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
��

PP
PP

PP
PP

PP
PP

PP
PP

PPi

PPPPPPPPPP

x′

y′

x′′

y′′

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

PP
PP

PP
PP

PP
PP

PP
PPi

PPPPPPPPPPPPP

9.4. Çàäà÷è

1. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé âèä è êàíîíè÷åñêèé áàçèñ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû:

à) 3x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 − 4x1x3;

á) 3x2
1 + 8x2

2 + 7x2
3 − 4x1x2 − 8x1x3 + 12x2x3;

â) x2
1 + 7x2

2 + x2
3 + 8x1x2 − 16x1x3 + 8x2x3.

2. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàé-
äèòå êàíîíè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîñòðîéòå êðèâûå:

à) 9x2 − 4xy + 6y2 + 16x− 8y − 2 = 0;
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á) x2 − 2xy + y2 − 10x− 6y + 25 = 0;
â) 5x2 + 12xy − 22x− 12y − 19 = 0;
ã) 4x2 + 4xy + y2 + 6x+ 3y − 4 = 0.
3. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèÿ êðèâûõ ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó è ïîñòðîéòå

èõ â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
à) 5x2 + 4xy + 8y2 − 32x− 56y + 80 = 0;
á) 7x2 + 16xy − 23y2 − 14x− 16y − 218 = 0;
â) x2 + 2xy + y2 + 3x+ y = 0;
ã) 25x2 − 14xy + 25y2 + 64x− 64y − 224 = 0;
ä) 9x2 + 24xy + 16y2 − 40x+ 30y = 0;
å) 3x2 + 10xy + 3y2 − 2x− 14y − 13 = 0.
4. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà,

îïðåäåëèòå èõ òèï, íàéäèòå êàíîíè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò:
à) 7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz − 6x− 24y + 18z + 30 = 0;
á) 2x2 − 7y2 − 4z2 + 4xy + 20yz − 16xz + 60x− 12y + 12z − 90 = 0;
â) 2x2 + 2y2 − 5z2 + 2xy − 2x− 4y − 4z + 2 = 0.
5.∗ Îïèøèòå ìíîæåñòâî òî÷åê D ïðîñòðàíñòâà V3 òàêèõ, ÷òî îáúåì

òåòðàýäðà èç çàäà÷è 10 íà ñ. 68 ðàâåí 5 (áåç îãðàíè÷åíèÿ D ∈ Oy).



Îòâåòû

Ê ãëàâå 1

1.1

1. à) A = {1, 2, 3, 4}; á) B = {−2,−1, 0, 1, 2}; â) A ∪B = {−2, . . . , 4};
ã) A ∩B = {1, 2}; ä) A \B = {3, 4}; å) B \ A = {−2,−1, 0}.
2. à) A∪B = (−1, 4); á) A∩B = [1, 2]; â) A\B = (−1, 1); ã) B\A = (2, 4).
3.

6

-

�
�
�
�
�
�
�
�@

@
@
@
@
@
@
@

x

y

O

-

6

•
x

y

O
− 1

2

4. A×B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (4, a), (4, b)}.
5. A = {−3,−2, . . . , 5}, A ∩B = {−2, 0, 2, 4}, A ∩C = {−3,−1, 1, 3, 5},

B ∪ C = Z, B ∩ C = ∅.
7. à) ∅, {1}, {{3}}, {{1, 2}}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 2}, 1}, {{3}, 1}, {{1, 2}, {3}, 1};

á) ∅, {{1}}, {{2}}, {1}, {2}, {{1}, {2}}, {{1}, 1}, {{1}, 2}, {1, 2},
{{1}, {2}, 1, 2}.

1.2

1. à)
.
ı; á) −2 +

3
2
.
ı; â) 5 +

.
ı; ã) 85; ä) −21− 220

.
ı.

2. à) −2 = 2eπ
.
ı; á) 3

.
ı = 3e

π
2

.
ı; â) 4 = 4e0

.
ı; ã) 1− .

ı
√

3 = 2e−
π
3

.
ı;

ä)
√

3
2

+
.
ı
2

= e
5
6π

.
ı; å) − .

ı = e−
π
2

.
ı.

3. à) 1
2

+

√
3

2
.
ı; á) 2

√
3 + 2

.
ı; â) −1

2
.
ı−
√

3
2
.

4. à) −8192
√

2 + 8192
√

2
.
ı; á) 260; â) −1024; ã) 28(−1 + 3

.
ı
√

3).

5. à)(2 +
√

2)16; á) −(8 + 4
√

3)6; â)
(√

2 +
√

3
)27

√2

2
+

√
2

2

.
ı

. 6. à) ±1;

á) 1,−1
2
±
√

3
2

.
ı; â) ±1,± .

ı; ã) 4
.
ı,±2

√
3− 2

.
ı; ä) 4

√
2

(
cos

π
8
− .
ı sin

π
8

)
,

4
√

2

(
− cos

π
8

+
.
ı sin

π
8

)
; å) 1± .

ı, −1± .
ı; æ) ±

√
3 + 1
2

+
1

2

.
ı, − .

ı;

ç) ±
√

3 +
.
ı, −2

.
ı; è) ±1, ±1 +

.
ı
√

3
2

, ±1− i
√

3
2

.
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7. ) -

6

x

y

3
�) -

6

x

y

32
²)

-
x

6y

J) -
x

6y

�)

-
x

6y

•z0 �)

-
x

6y

•

1

2

8. à) n = 4k; á) n = 2(2k + 1); â) n = 2k + 1.
9. à) 23, 16; á) 24, −17.
10. à) 0, 1,−1

2 ±
.
ı
√

3
2 ; á) 0,±1,± .

ı.
12. à) íåò; á) äà; â) äà; ã) äà; ä) íåò; å) íåò; æ) íåò.

1.3

1. à) {−1± 2
.
ı}; á) 2 +

.
ı;−3 +

.
ı}; â) {1,−3,−1± 2

.
ı};

ã) {
√

2− 1±
√

2
.
ı,−
√

2− 1±
√

2
.
ı}; ä) {±2

.
ı,±
√

5
.
ı}.

2. à) (x2 + 1)(x+ 1)(x− 1) = (x+
.
ı)(x− .

ı)(x+ 1)(x− 1);
á) (x2 + 2x+ 2)(x2 + 2x+ 5) = (x+ 1− .

ı)(x+ 1 +
.
ı)(x+ 1− 2

.
ı)(x+ 1 + 2

.
ı);

â) (x2 + x+ 1)2(x− 1) =

x+
1
2
− .
ı

√
3

2

2 x+
1
2

+
.
ı

√
3

2

2

(x− 1);

ã) (x2−2x+5)(x2 +8x+20) = (x−1−2
.
ı)(x−1+2

.
ı)(x+4−2

.
ı)(x+4+2

.
ı);

ä) (x2 −
√

2x+ 2)(x2 +
√

2x+ 2) =

x−
√

2 +
.
ı
√

6
2

x−
√

2− .
ı
√

6
2

×
×
x+

√
2− .

ı
√

6
2

x+

√
2 +

.
ı
√

6
2

;
å) (x2−3x+3)(x2+3x+3) =

x− 3
2
−
√

3
2

.
ı

x+
3
2

+

√
3

2
.
ı

x− 3
2

+

√
3

2
.
ı

×
×
x+

3
2
−
√

3
2

.
ı

;
æ) (x− 1)(x+ 3)(x2 − 4x+ 13) = (x− 1)(x+ 3)(x− 2− 3

.
ı)(x− 2 + 3

.
ı);

ç) (x+ 2)(x+ 3)(x− 5)(x+ 1−
√

2)(x+ 1 +
√

2);
è) (x− 3)2(x+ 3)(x− 6)(2x2 + 4x+ 17) = (x− 3)2(x+ 3)(x− 6)×

×
x+ 1−

√
30
2

.
ı

x+ 1 +

√
30
2

.
ı

.
3. à) x4 − (2 +

.
ı)x3 + (2

.
ı− 1)x2 + (2 +

.
ı)x− 2

.
ı;

158



á) x4 − (6− .
ı)x3 + (14− 3

.
ı)x2 − (16− 3

.
ı)x+ 7− .

ı.
4. à) x6 − 4x5 + 3x4 + 8x3 − 9x2 − 4x+ 5;
á) x6 − 4x5 + 7x4 − 8x3 + 11x2 − 4x+ 5.

5. à) − 1
16

(
1 +

.
ı

z − 1− .
ı

+
1− .

ı
z − 1 +

.
ı

+
− 1 +

.
ı

z + 1− .
ı

+
− 1− .

ı
z + 1 +

.
ı

)
;

á) 1
x+

.
ı

+
1

x− .
ı

+
1

x+ 2
.
ı

+
1

x− 2
.
ı
.

6. à) 1
8

(
x+ 2

x2 + 2x+ 2
− x− 2
x2 − 2x+ 2

)
; á) − 1

x+ 1
+
x+ 1
x2 + 1

7. à) P [x] = (x+ 3)(2x4 − 6x3 + 13x2 − 39x+ 109)− 327, P [x0] = −327;
á) P [x] = (x+ 2)(x3 − 5x2 + 2) + 1, P [x0] = 1;
â) P [x] = (x− 1)(x4 + 2x+ 6) + 4, P [x0] = 4;
ã) P [x] = (x− 2)(x5 − 3x4 − 6x3 − 11x2 − 22x− 42)− 92, P [x0[= −92.
8. à) 3; á) 2; â) 3; ã) 5.

Ê ãëàâå 2

2.1

2. à) 18; á) (a− b)2; â) 64; ã) 70; ä) 45; å) abcd; æ) b4 + c4 + d4 − 2b2c2−
−2b2d2−2c2d2; ç) 65; è) 301. 3. à) 1; á) (−1)n+1n. 4. à) 0, 1, 2; á) ±1,±2.

2.2

1. à) (2, 1); á) (3, 1,−1); â)(1, 3, 5); ã) (1, 2,−3); ä) ìåòîä Êðàìåðà íåïðè-

ìåíèì ê äàííîé ñèñòåìå; å) (2,−3,−3
2
,
1
2

); æ) (1, 1, 1); ç) (1, 1,−1,−1).

2. à) x2 + 3x+ 4; á) x2− 2x+ 5. 3. à) λ 6= 0, λ 6= ±
√

2; á) λ 6= 0, λ 6= 2.

2.3

1. (A · C)1×1; (A ·D)1×2; (A · E)1×3; (C · A)3×3; (C ·B)3×2;

(E · C)3×1; (E ·D)3×2; (E · E = E2)3×3.

2. à)

 6 −3
10 −7

; á) (20); â)

 −6 11 1
−5 −8 2

; ã)

−13 32 21
−17 44 28
19 −8 −21

;

ä)


11 85
43 101
42 50
−30 10

; å)


1 0
0 1
−1 0

; æ)
 6 14 −2

10 −19 17

; ç)


275 792
210 604
−6 −12

;

è)


9 0 0
0 9 0
0 0 9

; ê)


1 4 0
0 1 0
1 4 0

.
4. AB = BA. 8. à) 2; á) 2; â) 4; ã) 2; ä) 3; å) 3. 9. à) 2; á) 3.
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2.4

1. à) 1
2

 −4 2
3 −1

; á)
 cosα sinα
− sinα cosα

; â) 1
38


−8 29 −11
−6 17 −13
6 2 −6

;

ã) 1
9


1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; ä) 1
4


−4 8 −4
1 −9 6
1 3 −2

; å)


3 −3 1
−3 5 −2
1 −2 1

.

2. à)

 −1 −1
2 3

; á)


6 4 5
2 1 2
3 3 3

; â)
 1 2

3 4

; ã)


1 2 3
4 5 6
7 8 9

; ä)


1 1 1
1 2 3
2 3 1

.
3. à) (−25,−19,−6); á) (2,−3); â) (1,−1, 2); ã) (1,−1,−1, 1).

7.

 3197 −1266
7385 −992

.
Ê ãëàâå 3

3.1

1. à) c = a− b; á) c = −a− b; â) c = b− a.
2. à) a ⊥ b; á) (â, b) < 90◦; â) (â, b) > 90◦.

3.
1
2

(a+ b),
1
2

(a− b), 1
2

(−a+ b),
1
2

(−a− b). 4. |c| = 6
√

3.

6. à) OA = 2m, OB = 6n, AB = 6n − 2m, BA = −6n + 2m, OM =
= m+ 3n; á) OA = 6m, OB = 4n, AB = 4n− 6m, OM = 3m+ 2n.
7. à) u = 2m+ n+ 3p; á) u = 3m+ n− 2p.

3.2

1. λ 6= 1. 2. à) λ = 15; á) λ � ëþáîå. 3. {a1, a2, a3}, {a1, a2, a4},
{a1, a3, a4}.
4. à) (1, 1, 1); á) (1, 2, 3); â) (1, 1, 1); ã) (−27, 9, 4).
8. Êîãäà âñå íåíóëåâûå âåêòîðû ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3.3

1. n0 = (cosα, cos β, cos γ). 3. b = (−48, 45,−36).
4. |AB| = 7. 5. CD = 11AB − 8AC. 6. OM = (2, 2, 2).
7. B(6,−4, 5), C(9,−6, 10), CA = (−7, 1,−7). 8. c = 2p− 3q + r.

9. OA =

√3
3
, 0, 0

, OB =

−
√

3
6
,−1

2
, 0

, OC =

−
√

3
6
,
1
2
, 0

,
OS =

0, 0,

√√√√2
3

.
10.

√
10. 11. M1(6, 3), M2(7, 5).
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Ê ãëàâå 4

4.1

1. ab0 = ïðba, ãäå |b0| = 1. 2. Âåðíûå ðàâåíñòâà á), â).

3. cos(â, n) = − 2√
7
, cos( ̂a,m) = − 5

2
√

7
. 4. α = −6. 5. cosϕ =

5
6
.

6.
√

3. 7. 31. 8. (2,−3, 0). 9. p = ±
 15√

17
,

25√
17

. 10. π
3
. 11. −3

2
.

13. |a| = |b|. 14. −6. 15. à)

√√√√3
7
, á) 5√

7
√

19
. 16. à) π

3
, á) 0 èëè π.

4.2

2. a 6‖ b. 4. Y OZ, XOZ, XOY . 5. h = 5.

6. 28; cosα = −3
7
, cos β = −6

7
, cos γ =

2
7
. 7. (7, 5, 1). 8. à) 3, 8; á) 19

2
.

9. (−6,−24, 8). 10. −2i+ 3j. 12. 16. 13. S = 50
√

2. 14. 6i− 4j + 6k.
16. à) 3a× b; á) a× b+ a× c+ 5c× b. 17. 4

√
2.

4.3

3. 27. 6. à) V = 14, S = 6
√

3, H =
7
3

√
3; á) V = 3, S =

√
43
2
, H =

18
43

√
43. 7. c = 5a+ b. 8. 2

√
2

3
. 10. D1(0,−7, 0), D2(0, 8, 0).

Ê ãëàâå 5

5.1

1. k =
y2 − y1

x2 − x1
=
y1 − y2

x1 − x2
, k = 7. 2. à) 1√

5
; á) x−2y+5 = 0; 2x+y = 0.

3. à) 1) 3x− 2y − 7 = 0, 2) 2x+ 3y + 4 = 0, 3) h =
√

13,

4) cosϕ =
1√
17
, 5) 5x+ y − 3 = 0;

á) 1) 7x− y + 16 = 0, 2) x+ 7y − 42 = 0, 3) h = 6
√

2,

4) cosϕ =
3
√

10
10

, 5) 2x− y + 1 = 0.

4. m =
7
12
. 5. k = ±2. 6. x = −1. 7. x+ y − 4, 8 = 0; x− y = 0.

8. 2x+3y−13 = 0. 10. 7
2
. 11. 2x+y+4 = 0, 2x−y+4 = 0, 2x+y−4 = 0.

12. 3x− 2y− 12 = 0, 3x− 8y+ 24 = 0. 13. 2x+ y+ 5 = 0 èëè y− 3 = 0.

14. y = 3x, y = −1
3
x. 15. C(4, 5). 16. h1 = h2 =

6√
5
. 17. A(2, 1).

18. 49 êâ. åä. 19. à) M1(3, 2) (ñåðåäèíà AB), M2(−
13
2
,
7
2

) (ñåðåäè-
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íà BC), M3(−
5
2
,−5

2
) (ñåðåäèíà AC), M(−2, 1); á) M1(−1, 4) (ñåðåäè-

íà AB), M2(1, 2) (ñåðåäèíà BC), M3(−2, 0) (ñåðåäèíà AC), M(−2
3
, 2).

20. à) 5x+ y − 3 = 0, á) 5x+ y − 12 = 0. 21. à) D(6,−3), á) D(8,−4).
22. à) C(2,−5), á) C(17, 9).

5.2

1. à) 2x+3y+4z−3 = 0, á) 5x+11y+7z−22 = 0. 2. à) 10x−6y−z−2 = 0,
á) x + 6y + 8z − 19 = 0. 3. à) 3x − y = 0, x + 3y = 0, á) x + y = 0,

x − y = 0. 4. à)
√

6, á)
45√
347

. 5. à) 2
√

2, á) 1. 6. 1) 2x − z = 0; 2)

z + y − 1 = 0; 3) x− y = 0;

4) x− 1 = 0. 7. 4x− y − 2z − 4 = 0. 8. x
− 3

=
y − 5/3

4
=
z − 7/3

5
.

9.
x− a

0
=
y − b
b

=
z − c
c

. 10. 4
√

2
3

. 12. à) x+ 2y + 3z − 11 = 0;

á) x− 2y + z + 5 = 0. 13. 8x− 5y + z − 11 = 0. 14. x+ 2y− 2z − 1 = 0.

15.
x
3

=
y
1

=
z
1
, sinϕ =

1√
11
. 16. (5,5,5). 17. (3,3,3).

18. A(0, 2,−3), B(3, 0,−2), C(9,−4, 0). 19. x− 2
2

=
y − 3
− 4

=
z + 5
− 5

.

21. à)
x− 1

1
=
y + 3

1
=
z

1
; á)

x− 11

−2
=
y − 20

0
=
z − 19

1
. 25. à) 1) α 6= 7,

2) α = 7, β = 3, 3) α = 7, β 6= 3, á) 1) α 6= 1, 2) α = 1, β = −9, 3) α = 1,

β 6= −9. 26. à) SxOy = 12, SyOz = 4, SxOz = 6, V = 8, h =
12
7
, Sîñí = 14,

á) SxOy = 240, SyOz = 400, SxOz = 48, V = 3200, h =
120√

70
, Sîñí =

80
√

70. 27. à) r = (5, 0, 1) + t1(−2, 0,−1) + t2(0,−3, 2), á) r = (0, 3, 2) +
t1(3,−2, 3) + t2(−1, 0, 3). 28. à) r = (3,−1, 2) + t1(−3, 2, 1) + t2(−1, 1, 0),
á) r = (0, 1,−3)+t1(3,−1, 4)+t2(1, 0, 2). 29. à) r = (1,−2, 1)+t1(3, 1, 2)+
t2(−2, 0, 1), á) r = (2, 3, 0)+t1(1,−2, 3)+t2(3, 0,−1). 30. à) r = (2,−1, 2)+
t1(3, 2, 0) + t2(−1, 3, 2), á) r = (−3, 1,−1) + t1(2, 3,−1) + t2(−2, 1, 3).

Ê ãëàâå 6

6.1

1. à) (3, 1, 1); á) (1, 2,−2); â) (2,−2, 3); ã) (3,4,5).

2. à), â), ä) � ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; á)

 x = 10z + 1,
y = 7z;

ã)

 x1 = x3,
x2 = −1/3− 2x3.
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3. Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè λ 6= 1 èëè λ 6= −2. Ñèñòå-
ìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, åñëè λ = 1. Ñèñòåìà íåñîâ-
ìåñòíà, åñëè λ = −2.

4. à) (1, 2,−2); á) ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; â)

 x1 = −5x2 + 3x3 − 10,
x4 = 7x2 − 4x3 + 14;

ã) (3,2,1); ä) ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; å)

 x2 = −2 + 2x1 − 5/8x4,
x3 = 1 + 17/8x4;

æ)

 x1 = −9x2 − 4x3 + 8,
x4 = 11x2 + 5x3 − 10;

ç)

 x1 = 3/2x2 − 1/16x4 + 1/2,
x3 = −11/8x4;

è) ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; ê) (1,−1, 2, 0).

6.2

1. à) c
(
3 1 5

)T
; á) c1

(
2 1 0

)T
+ c2

(
3 0 1

)T
; â) x1 = x2 = x3 = 0;

ã) c
(
7 −2 −5

)T
; ä) c1

(
8 −6 1 0

)T
+ c2

(
−7 5 0 1

)T
;

å) c1

(
2 0 −5 7

)T
+ c2

(
0 1 5 −7

)T
;

æ) c1

(
1 1 −1 1 0 0

)T
+c2

(
−1 0 0 0 1 0

)T
+c3

(
0 −1 0 0 0 1

)T
.

2. à) X =


−3/2
−7/2

0
0

 + α1


−5/2
−7/2

1
0

 + α2


−13/2
−19/2

0
1

;

á) X =


31/6
2/3
−7/6

0

+α1


1/2
2/3
−1/2

1

; â) X =



0
0
−1
0
1


+α1



1
0
−8
0
2


+α2



0
1
4
0
−1


.

3. Ïðè λ = 0 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Ïðè λ 6= 0 X =



4− λ
5λ

9λ− 16
5λ
0
1
λ


+ α



−3
5

−8
5

1
0


.

Ê ãëàâå 7

7.1

1. à) äà; á) äà; â) ïðè n > 1 � íåò, èíà÷å äà; ã) äà; ä) íåò; å) äà; æ) äà;
ç) 1) äà; 2) íåò; 3) íåò; 4) íåò.
2. à) íåò; á) äà; â) íåò. 6. à) r = 2, áàçèñ x1 è x2; á) r = 2, áàçèñ x1 è x2.
8. à) äà; á) äà; â) íåò. 9. (0,−2, 0, 1, 0, . . . , 0). 10. (0,2,1,2).
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12. x2 − 2, 1, x− 1. 13. à)


1 −1 1
−2 1 0
2 0 0

; á)

−2 0 1
0 1 0
1 0 0

.
7.2

1. à), á) åñëè a 6= 0, òî íåò, èíà÷å äà; â) äà; ã) äà; ä) íåò; å) íåò; æ) íåò;
ç) äà.

2. à)


−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

; á)


0 0 0
0 1 0
0 0 1

; â)


0 1 0
1 0 0
0 0 1

;

ã)


1 0 0
0 −1 0
0 0 1

; ä)

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

; å)


1 0 0
1 2 0
0 1 3

;

æ)


cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

; ç)


1 0 −2
0 0 0
−2 0 4

.

3. à)

 2 0

0
1
2

; á)

x′ = 2x,

y′ =
1
2
y;

â) (x′)2

4
+

(y′)2

1/4
= 1.

4. Â ìàòðèöå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè i- è j-ÿ ñòðî÷êè è i- è j-é ñòîëáöû.

5. à) A′ =


1 0 2 1
2 3 5 1
3 −1 0 2
1 1 2 3

; á) A
′ =


−2 0 1 0
1 −4 −8 −7
1 4 6 4
1 3 4 7

.

6. à)


1 2 2
3 −1 −2
2 −3 1

; á)

−18 10 −39
−5 3 −10
9 −5 20

.

10. à) rϕ = 3; dϕ = 0; Imϕ =

e1 =


1
0
0

 , e2 =


1
0
2

 , e3 =


1
2
0


;

á) rϕ = 2; dϕ = 1; Kerϕ =

e =


1
1
1


 , Imϕ =

e1 =


1
2
−1

 , e2 =


1
−1
0


.

7.3

1. à) λ1 = 7, e1 = α

 1
1

 , α 6= 0, λ2 = −1, e2 = α

 −5
3

 , α 6= 0;

á) λ1 = λ2 = 1, e = α

 −1
1

 , α 6= 0;

â) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ íåò;
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ã) λ1 = λ2 = λ3 = −1, e = α


1
1
−1

 , α 6= 0;

ä) λ1 = λ2 = λ3 = 2, e = α1


1
2
0

 + α2


0
0
1

 , α2
1 + α2

2 6= 0;

å) λ1 = 1, e1 = C1


1
1
1

 ; λ2 = λ3 = 0, e2 = C2


1
2
3

 , C1 6= 0, C2 6= 0;

æ) λ1 = 1, e1 = C


1
1
1

 ; λ2 = λ3 = 2, e2 = α1


1
1
0

 + α2


1
0
−3

 ,
C 6= 0, α2

1 + α2
2 6= 0;

ç) λ1 = λ2 = 1, e1 = α1


2
1
0

 + α2


1
0
−1

 , α2
1 + α2

2 6= 0, λ3 = −1 ,

e2 = α


3
5
6

 , α 6= 0; è) λ = 1, e = α


1
2
1

 , α 6= 0.

2. à) λ = a, e � ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð;

á) λ1 = 1, e1 = xi; λ2 = 0, e2 = yj + zk; â) λ = 0, e = xi.

3.

 cosα − sinα
sinα cosα

.
4. à) ïîâîðîò íà 45◦ âîêðóã îñè Oz è ðàñòÿæåíèå â

√
2 ðàç ïî âñåì îñÿì;

á) ïîâîðîò âîêðóã ïðÿìîé x
1

=
y
1

=
z
1
íà 120◦; â) ïðîåêòèðîâàíèå íà

ïðÿìóþ x
0

=
y
1

=
z
1
; ã) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü y = z; ä) ïîâîðîò

âîêðóã ïðÿìîé x
1

=
y
1

=
z
0
íà 180◦; å) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè

y = x; æ) ïîâîðîò âîêðóã îñè Oz íà 90◦, ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü

zOy; ç) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðÿìóþ x
1

=
y
1

=
z
1
; è) ïîâîðîò íà 30◦ ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã îñè Oy.

7.4

2. a)


0 0 0
1 0 0
0 0 0

, (0, 1, 0), (1, 2, 1), (1, 2, 0);
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á)


0 0 0
1 0 0
0 1 0

, (1, 0, 0), (0,−2,−1), (3, 1, 1);

â)


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

, (1, 0, 0, 0), (0,−2, 0,−1), (3, 1, 3, 1), (3, 1, 0, 1);

ã)


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

, (0, 0, 1, 0), (1,−7, 4, 2), (0,−1, 0, 0), (1, 3, 0, 0);

ä)


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

, (1, 0, 0, 0), (−1,−1,−1,−1), (0, 0, 1, 0), (−1,−1, 0, 0).

5. a)


−2 0 0
1 −2 0
0 0 −2

; á)

−1 0 0
1 −1 0
0 0 3

; â)

0 0 0
1 0 0
0 0 1

;

ã)


1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1

; ä)

1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 1 −1

; å)



1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2


;

æ)



0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 −2


.

6. à)

4e− 3 2− 2e
6e− 6 4− 3e

; á) 250

−24 25
−25 26

; â) ±1
4

 7 1
−1 9

;

ã)

1 −1
1 −1

; ä)


3e− 1 e −3e+ 1
3e e+ 3 −3e− 3

3e− 1 e+ 1 −3e

.
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Ê ãëàâå 8

8.1

1. à) äà; á) íåò; â) äà; ã) íåò. 2. à) íåò; á) íåò; â) äà; ã) íåò.
3. à) äà; á) íåò; â) íåò; ã) äà; ä) íåò. 4. à) äà; á) äà.

5. ||a|| =
√

27; ||b|| =
√

283; cosϕ =
24√
7641

.

6. cosϕ = − 4√
406

. 7.
2
3

; cosϕ =

√√√√ 5
21
.

8. à) |x1y1 + · · ·+ xnyn| ≤
√

(x2
1 + · · ·+ x2

n) (y2
1 + · · ·+ y2

n);

á)
(∫ b
a f(t)g(t) dt

)2 ≤
(∫ b
a f

2(t) dt
) (∫ b

a g
2(t) dt

)
.

9. ||f(t)|| = 1√
2
; ||g(t)|| = 1√

3
; ϕ = π − arccos

√
6
π
. 10. (a, b) = 4.

8.2

6. à) e′1 = (1,−2, 2), e′2 = (−2/3,−2/3,−1/3), e′3 = (6,−3,−6);
á) e′1 = (1, 1, 1), e′2 = (4/3, 4/3,−8/3), e′3 = (−1, 1, 0).
7. à) e3 = (1, 1, 1, 0), e4 = (−1, 1, 0, 1); á) e3 = (2, 3, 1, 0), e4 = (1,−1, 1,−1).
9.

(
1, 2
√

3(t− 1/2), 6
√

55(t2 − t+ 1/6)
)
.

8.3

1. Ïîâîðîò íà óãîë α âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
2. à) f1 = (1/

√
2, 1
√

2, 0), f2 = (1/
√

18,−1/
√

18,−4
√

18),

f3 = (2/3,−2/3, 1/3), A′1 =


9 0 0
0 9 0
0 0 27

;
á) f1 = (1/

√
2, 0,−1

√
2), f2 = (1/

√
2, 0, 1

√
2),

f3 = (0, 1, 0), A′2 =


−1 0 0
0 1 0
0 0 2

;
â) f1 = (1/

√
2, 0,−1

√
2), f2 = (−1/

√
6, 2/
√

6,−1
√

6),

f3 = (1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3), A′3 =


0 0 0
0 0 0
0 0 6

.
3. à) λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 4, e1 = (1,−1, 0), e2 = (1, 0,−1),

e3 = (1, 1, 0), A1 =


2 0 0
0 3 0
0 0 4

;
á) λ1 = −1, λ2 = −3, λ3 = 3, e1 = (−15, 8, 9), e2 = (1, 0,−1),
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e3 = (5, 0, 1), A2 =


−1 0 0
0 −3 0
0 0 3

;
â) ìàòðèöà íå ìîæåò áûòü äèàãîíàëüíîé.

4. à) A =


0 1 0
0 0 2
0 0 0

 ; A∗ =


0 0 0
1 0 0
0 2 0

 ;

á) A =


0 1 0
0 0 3
0 0 0

 ; A∗ =


0 2/3 0
1 0 −1/2
0 4/3 0

 .
10. A, C, A+ C.

Ê ãëàâå 9

9.1

1. (x− 4)2 + (y + 3)2 = 17. 2. C(−1, 5); r = 5. 3. à) ε = 4/5; á) 7, 3.

4. à) 4x2 + 9y2 − 24x− 36y + 36 = 0; á) y = 2 +
2
3

√
6x− x2;

â) y = 2− 2
3

√
6x− x2; ã) x = 3 +

3
2

√
4y − y2; ä) x = 3− 3

2

√
4y − y2.

5. à) (x′)2

9
+

(y′)2

5
= 1; C(3,−1); ε =

2
3
;

á) (x′)2

25
+

(y′)2

16
= 1; C(−1, 2); ε =

3
5
.

6.

-
x

6y
•2

•−1

•−4

•
3

7.
x2

3
+
y2

2
= 1. 8. à) x2

169
+

y2

144
= 1; á) x2

100
+
y2

64
= 1; â) x

2

5
+
y2

1
= 1;

ã) x
2

16
+
y2

12
= 1; ä) x

2

64
+
y2

48
= 1. 9. x2

25
+
y2

16
= 1 èëè x2

25
+
y2

9
= 1. 10.

S = 12. 11. d = 8. 12. à) ε =
1√
3
; á) ε =

1
2
. 13. x2

100
+
y2

64
= 1 èëè

x2

64
+

y2

100
= 1.

14. 5x2 + 9y2 + 4x− 18y − 55 = 0.
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9.2

1. F1(−
√

73, 0); F2(
√

73, 0); y = ±3
8
x; ε =

√
73
8

. 2. x2

15
− y2

10
= 1. 3.

(x− 3)2

4
− (y − 2)2

1
= −1; y = 2± 1

2

√
x2 − 6x+ 13; x = 3±2

√
y2 − 4y + 3.

4. x2 + 10x+ 8y + 33 = 0 èëè (x+ 5)2 = −8(y + 1).

5. à) (x′)2

3
− (y′)2

75/4
= 1; C(1,−2); á) (x′)2 =

1
4
y′; C(1, 3).

6. à) x
2

36
− y2

64
= 1; á) x

2

4
− y2

5
= 1; â) x

2

64
− y2

36
= 1; ã) x2

576
− y2

100
= 1;

ä) x
2

16
− y2

9
= 1. 7. S =

8
5
. 8. r1 = 9

√
5, r2 =

√
5. 9. x2

60
− y2

40
= 1.

10.
(
±5,±9

4

)
. 12. à) |m| > 4.5; á) m = ±4.5; â) |m| < 4.5.

13. à) x2+10x+8y+33 = 0; á) y2−4x−4y+28 = 0; â) x2−8x−8y+24 = 0.
14. p = 2

√
34, F (9,−8). 15. p = 4, F (2, 3), y = −1.

9.3

1. à) ýëëèïñîèä; á) îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä; â) äâóïîëîñòíûé ãè-
ïåðáîëîèä; ã) êîíóñ; ä) ïàðàáîëîèä; å) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä;
æ) ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä; ç) ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð; è) ïàðàáî-
ëîèä ñ âåðøèíîé (0,0,2); ê) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. 2. 31.25 ñì.

9.4

1. à) 6(x′2)
2 + 3(x′3)

2; e1(−2/3, 1/3,−2/3), e2(−2/3,−2/3, 1/3),
e3(1/3,−2/3,−2/3);
á) 15(x′2)

2 + 3(x′3)
2; e1(−2/3, 1/3,−2/3), e2(1/3,−2/3,−2/3),

e3(−2/3,−2/3, 1/3);
â) 9(x′1)

2 + 9(x′2)
2− 9(x′3)

2; e1(1/
√

5, 2/
√

5, 0), e2(−4/
√

45, 2/
√

45, 5/
√

45),
e3(−2/3, 1/3,−2/3).

2. à) (x′)2

2
+ (y′)2 = 1; O′(−4

5
,
2
5

); e1 =

 1√
5
,

2√
5

 , e2 =

 − 2√
5
,

1√
5

;
á) (y′)2 = 4

√
2x′; O′(2, 1); e1 =

 1√
2
,

1√
2

 , e2 =

 − 1√
2
,

1√
2

;
â) (x′)2

4
− (y′)2

9
= 1; O′(1, 1); e1 =

 3√
13
,

2√
13

 , e2 =

 − 2√
13
,

3√
13

;
ã) (x′)2 =

5
4

; O′(−3
5
,

3
10

); e1 =

 2√
5
,

1√
5

 , e2 =

 1√
5
,
− 2√

5

.
3. à) (x′)2

9
+

(y′)2

4 = 1
; á) (x′)2

25
−(y′)2

9
= 1; â) (x′)2 =

√
2

2
y′; ã) (x′)2

16
+

(y′)2

9
= 1;

ä) (x′)2 = −2y′; å) (x′)2

1
− (y′)2

4
= 1.
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4. à) (x′)2

2
+

(y′)2

1
+

(z′)2

2/3
= 1; O′(1, 2,−1); ýëëèïñîèä;

e1 = (1/3, 2/3, 2/3), e2 = (2/3, 1/3,−2/3), e3 = (2/3,−2/3, 1/3);

á) (x′)2

2
− (y′)2

1
= −2z′; O′(1, 2, 3); ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä;

e1 = (−2/3, 1/3, 2/3), e2 = (1/3,−2/3, 2/3), e3 = (2/3, 2/3, 1/3);

â) (x′)2

4/5
+

(y′)2

4/15
− (z′)2

4/25
= −1; O′(0, 1,−2/5); äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;

e1 = (1/
√

2,−1/
√

2, 0), e2 = (1/
√

2, 1/
√

2, 0), e3 = (0, 0, 1).
5. 4y2 +4yz+z2−4y−2z−224 = 0. Ýòî ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé

ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

y′ − 1√
5

2

= 45.
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Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

Àääèòèâíîñòü, 108
Àêñèîìû
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, 131
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, 102
ïîëÿ, 18

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå, ñì.Äî-
ïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêîå

Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, 12
Àññîöèàòèâíîñòü, 9, 18, 101
Áàçèñ, 54, 104
äåêàðòîâ ïðÿìîóãîëüíûé, 58
êàíîíè÷åñêèé, 150
ëåâûé, 58, 63
íà ïëîñêîñòè, 55
îðòîãîíàëüíûé, 135
îðòîíîðìèðîâàííûé, 57, 135
ïðàâûé, 58, 63
ñèñòåìû âåêòîðîâ, 54
ñòàíäàðòíûé â Rn, 110
â ïðîñòðàíñòâå, 55
æîðäàíîâ, ñì.Æîðäàíîâ áàçèñ

Âåêòîð, 51
åäèíè÷íûé, 52
íàïðàâëÿþùèé, 69
íîðìàëüíûé
ïëîñêîñòè, 76
ïðÿìîé, 69

íóëåâîé, ñì. Íóëåâîé âåêòîð
ñîáñòâåííûé, 112

Âåêòîðû
êîëëèíåàðíûå, 51
êîìïëàíàðíûå, 51
îðòîãîíàëüíûå, 61, 132
ïðîòèâîïîëîæíûå, 51
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå,

51

ðàâíûå, 51
ñîíàïðàâëåííûå, 51

Ãàóññà
ìåòîä, ñì. Ìåòîä Ãàóññà
òåîðåìà, ñì. Òåîðåìà îñíîâíàÿ

àëãåáðû
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 61
ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 66
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 64

Ãèïåðáîëà, 141, 144
ñîïðÿæåííàÿ, 144

Ãèïåðáîëîèä
äâóïîëîñòíûé, 148
îäíîïîëîñòíûé, 148

Ãëàâíàÿ äèàãîíàëü, 29
Ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, 12
Äåôåêò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 109
Äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü, ñì. Êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü
îñü, 12

Äåêàðòîâ ïðÿìîóãîëüíûé áàçèñ, ñì.
Áàçèñ äåêàðòîâ ïðÿìîóãîëü-
íûé

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, ñì.Ïðî-
èçâåäåíèå äåêàðòîâî

Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì,
20

Äåëåíèå îòðåçêà
ïîïîëàì, 59
â äàííîì îòíîøåíèè, 59
âíåøíåå, 59

Äèàãîíàëü ìàòðèöû, 29
Äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà, 9
Äèðåêòðèñà
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ýëëèïñà, 142
ãèïåðáîëû, 144
ïàðàáîëû, 145

Äèñòðèáóòèâíîñòü, 18, 101
Äëèíà âåêòîðà, ñì. Ìîäóëü âåê-

òîðà
Äîïîëíåíèå
àëãåáðàè÷åñêîå, 30
ìíîæåñòâà, 8

Åäèíè÷íûé
ýëåìåíò ïîëÿ, 18
âåêòîð, ñì. Âåêòîð åäèíè÷íûé

Æîðäàíîâ áàçèñ, 116
Æîðäàíîâà
ôîðìà, 115, 116
êëåòêà, 116

Æîðäàíîâà òàáëèöà, 117
Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèé, 9, 18, 102
Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé, 87
Êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû, 150
Êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, 89
Êîììóòàòèâíîñòü, 18, 101
Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, 12
Êîìïëåêñíîå
÷èñëî
â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå, 11
â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå, 13
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå,
13

ñîïðÿæåíèå, 11
Êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
àðãóìåíò, ñì.Àðãóìåíò êîìïëåêñ-

íîãî ÷èñëà
äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü, 11
ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå,

12
ìíèìàÿ ÷àñòü, 11

Êîíóñ, 148
Êîîðäèíàòû âåêòîðà, 55, 104
â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå, 58, 135

Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà, 20
ïðîñòîé, 21

Êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñì.Ïîä-
ïðîñòðàíñòâî êîðíåâîå

Êðàòíîñòü êîðíÿ, 21
Êðèòåðèé
êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ, 64
êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ, 66
ïîäïðîñòðàíñòâà, 102

Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà, 141
ìíèìûå, 141

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, 149
Êâàíòîð, 7
ñóùåñòâîâàíèÿ (∃), 7
âñåîáùíîñòè (∀), 7

Ëåâàÿ òðîéêà, ñì. Áàçèñ ëåâûé
Ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ, 53, 103
òðèâèàëüíàÿ, 53

íåçàâèñèìîñòü, 53, 104
îáîëî÷êà, 103
çàâèñèìîñòü, 53, 103

Ëèíåéíûé îïåðàòîð, 108
íåâûðîæäåííûé, 109
íèëüïîòåíòíûé, 116
îðòîãîíàëüíûé, 138
ñàìîñîïðÿæåííûé, 137
ñîïðÿæåííûé, 137
òîæäåñòâåííûé, 109

Ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ñì. Ëèíåéíûé

îïåðàòîð
ïðîñòðàíñòâî, ñì.Ïðîñòðàíñòâî

ëèíåéíîå
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Ìàòðèöà, 29, 37
äèàãîíàëüíàÿ, 37
åäèíè÷íàÿ (E), 37
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, 150
êâàäðàòíàÿ, 29
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 108
â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, 114, 138, 151

íåâûðîæäåííàÿ, 45
íóëåâàÿ (0), 37
îáðàòíàÿ, 45
îðòîãîíàëüíàÿ, 138
ïåðåõîäà, 105
ñèììåòðè÷åñêàÿ, 137
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

87
ðàñøèðåííàÿ, 88

ñêàëÿðíàÿ, 37
ñòóïåí÷àòàÿ, 41
òðàíñïîíèðîâàííàÿ, 31, 38
òðåóãîëüíàÿ, 33, 37
âûðîæäåííàÿ, 45

Ìàòðèöû
ýêâèâàëåíòíûå, 40
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â ðàçíûõ

áàçèñàõ, 150
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ

áàçèñàõ, 109
ïåðåñòàíîâî÷íûå, 39

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 61
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 64

Ìåòîä
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðè-
öû, 46

âû÷èñëåíèÿ ðàíãà, 41
îáðàòíîé ìàòðèöû, 47
îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ, 40

Ãàóññà, 90
Êðàìåðà, 35

Ìèíîð, 40
áàçèñíûé, 40
ýëåìåíòà ìàòðèöû, 30

Ìíèìàÿ
÷àñòü, ñì. Êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

ìíèìàÿ ÷àñòü
åäèíèöà (

.
ı), 11

îñü, 12
Ìíîãî÷ëåí, 20
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà, 113
ïðèâîäèìûé, 20
ðàçëîæèìûé, 20
âåùåñòâåííûé, 21

Ìíîæåñòâî, 7
öåëûõ ÷èñåë (Z), 9
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (=), 9
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (C), 11
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (N), 9
ïóñòîå (∅), 7
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (Q), 9
óíèâåðñàëüíîå (U), 7
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (R), 9

Ìîäóëü
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, 12
ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 67
âåêòîðà, 51, 58

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû, 58
Íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà, 132
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, 132

Íèëü-ñëîé, 117
Íîðìà âåêòîðà, 131
åâêëèäîâà, 132

Íîñèòåëü
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, 102
ïîëÿ, 18
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Íóëåâîé
ýëåìåíò
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, 101
ïîëÿ, 18

ìíîãî÷ëåí, 20
âåêòîð, 51

Îáúåäèíåíèå, 8
Îáðàç
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 109
âåêòîðà, 108

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, 89

â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, 93
â âåêòîðíîì âèäå, 98

Îäíîðîäíîñòü, 108
Îêðóæíîñòü, 142
Îïåðàöèè
íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè
â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå, 11
â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå, 13
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå,
13

íàä ìàòðèöàìè, 38�39
íàä ìíîæåñòâàìè, 8
íàä îïåðàòîðàìè, 109
íàä âåêòîðàìè, 51, 104

Îïðåäåëèòåëü, 29
Îðèåíòàöèÿ áàçèñà, 57, 63
Îðò, ñì. Âåêòîð åäèíè÷íûé
Îòêëîíåíèå òî÷êè
îò ïëîñêîñòè, 77
îò ïðÿìîé, 71

Ïàðà ïðÿìûõ
ïàðàëëåëüíûõ, 141
ìíèìûõ, 141

ïåðåñåêàþùèõñÿ, 141
ñîâïàäàþùèõ, 141

Ïàðàáîëà, 141, 145
Ïàðàáîëîèä

ýëëèïòè÷åñêèé, 148
ãèïåðáîëè÷åñêèé, 148

Ïåðåñå÷åíèå, 8
Ïîáî÷íàÿ äèàãîíàëü, 29
Ïîäìíîæåñòâî, 8
Ïîäïðîñòðàíñòâî, 102
êîðíåâîå, 121

Ïîëå, 17
Ïîëèíîì, ñì. Ìíîãî÷ëåí
Ïîëóîñè ýëëèïñà, 142
Ïîëóîñü ãèïåðáîëû
ìíèìàÿ, 144
âåùåñòâåííàÿ, 144

Ïîðÿäîê ìàòðèöû, 29
Ïðàâàÿ òðîéêà, ñì. Áàçèñ ïðàâûé
Ïðàâèëî
ïàðàëëåëîãðàììà, 51
òðåóãîëüíèêà
ñóììèðîâàíèÿ âåêòîðîâ, 51
âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé, 30

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�
Øìèäòà, 135

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð, 58
Ïðîèçâåäåíèå
äåêàðòîâî, 8
ìàòðèö, 39
ìíîæåñòâ, ñì. Ïåðåñå÷åíèå
âåêòîðîâ
ñêàëÿðíîå, 61
ñìåøàííîå, 66
âåêòîðíîå, 63

Ïðîîáðàç âåêòîðà, 108
Ïðîñòðàíñòâî
åâêëèäîâî, 131
ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, 53
ëèíåéíîå, 101
äåéñòâèòåëüíîå, 102
êîìïëåêñíîå, 102

Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü, 22
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ïðàâèëüíàÿ, 22
ïðîñòåéøàÿ, 22

Ðàäèóñ-âåêòîð, 12
Ðàíã
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 109
ìàòðèöû, 40
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

88
Ðàçëîæåíèå
ìíîãî÷ëåíà, 20
ïîëíîå, 21

ðàöèîíàëüíîé äðîáè, 22
âåêòîðà ïî áàçèñó, 55, 104

Ðàçìåðíîñòü
ìàòðèöû, 29
ïðîñòðàíñòâà, 54, 104

Ðàçíîñòü
ìíîæåñòâ, 8
âåêòîðîâ, 52

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, 87

îáùåå, 89
â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, 93
â âåêòîðíîì âèäå, 98

òðèâèàëüíîå, 56, 96
Ñõåìà Ãîðíåðà, 24
Ñèìâîëû Êðîíåêåðà, 135
Ñèñòåìà
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 35, 87
íåñîâìåñòíàÿ, 87
îäíîðîäíàÿ, 96
îïðåäåëåííàÿ, 35, 88
ñîâìåñòíàÿ, 87

âåêòîðîâ, 53
îðòîãîíàëüíàÿ, 132

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, 61
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, 131

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå, ñì.Ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðîâ ñìåøàí-

íîå
Ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñì. Âåêòîð

ñîáñòâåííûé
Ñîáñòâåííîå ÷èñëî, 112
Ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 113
Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, 20
Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 98
Ñóììà
ìàòðèö, 38
ìíîæåñòâ, ñì. Îáúåäèíåíèå
âåêòîðîâ, 51

Ñâîéñòâà
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 108
îáðàòíîé ìàòðèöû, 45
îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè, 39
îïðåäåëèòåëåé, 31�33
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, 137
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 61
ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 66
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, 64

Òåîðåìà
î áàçèñíîì ìèíîðå, 40
î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî

ñòðîêå, 31
îñíîâíàÿ àëãåáðû, 21
Áåçó, ñëåäñòâèå, 21
Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, 88

Òî÷êà, 141
Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû, 31, 38
Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, 71
Óðàâíåíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå, 113
êàíîíè÷åñêîå, 141, 147
ýëëèïñà, 142
ãèïåðáîëû, 144
ïàðàáîëû, 145

êðèâîé
íà ïëîñêîñòè, 69
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âòîðîãî ïîðÿäêà, 141
ïëîñêîñòè
íîðìàëüíîå, 77
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