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K IR IS H

A N A L IT IK  G E O M E T R IY A  P R E D M E T I  H A Q ID A

Tekislik yoki fazoda koord inata la r sistem asini kiritganim izda, 
geometrik figuraga tegishli nuqtalar koordinatalarga ega bo ‘ladi. Agar 
figuraga tegishli nuqtalarning koordinatalari biror algebraik tenglamani 
qanoatlantirsa, u algebraik tenglam a bilan aniqlanuvchi geometrik flgura 
deyiladi. M asalan, markazi A(a,b) nuqtada bo'lgan va radiusi R ga teng

ay lana ten g lam asi ( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 -  R 2 = 0 k o ‘rin ish g a  ega 

bo‘ladi.
A nalitik  geom etriya  kursida o ‘rganish m eto d la rin in g  asosini 

koordinatalar m etodi tashkil qiladi. Biz asosan figuraiarni ularning 
tenglam alari yordam ida o ‘rganam iz, ya’ni algebraik tenglam alarini 
o'rganish bilan shugullanamiz. Bu yerda algebraik m etodlar asosiy rolni 
o'ynaydi. Biz asosan birinchi va ikkinchi darajali tenglam alar bilan ish 
ko‘ramiz. Analitik geometriya kursida o ‘rganiladigan geometrik figuralar 
sinfi unchalik  katta  b o ‘lm asa ham , b irinchi va ikkinchi darajali 
tenglam alar bilan aniqlanuvchi geom etrik figuralar fan va texnikada 
juda katta rol o ‘ynaydi .

Birinchi darajali algebraik tenglam alar bilan aniqlanuvchi geometrik 
figuralar — to ‘g‘ri chiziq va tekislikdir. Ushbu asosiy geometrik figuralar 
bilan siz elem entar geometriya kursidan tanishsiz. Tekislikda ikkinchi 
darajali tenglam alar ikkinchi tartibli chiziqlarni, fazoda esa ikkinchi 
tartibli sirtlarni aniqlaydi. Yuqoridagi m isoldan ko‘rinadiki, aylana 
ikkinchi tartibli chiziqdir.

Fazoda (x  -  Cl)2 + ()' -  b)~ + (z - c ) 2 -  R 2 = 0  tenglama bilan

aniqlanuvchi nuqtalar to ‘plami esa sferadan iborat bo ‘lib, u ikkinchi 
tartibli sirtdir.

Analitik geom etriya kursida vektorlar algebrasi ham o'rganiladi. 
V ektor tushunchasi m uhim  fundam ental tu sh u n ch ala rd an  b o ‘lib, 
faqatgina analitik geometriya kursida emas, balki matematikaning boshqa 
bo ‘limlarida ham  m uhim rol o ‘ynaydi.

Bu darslik muallifning 0 ‘zbekiston Milliy universitetining mexanika- 
m atem atika fakultetida o ‘qigan m a’ruzalari asosida yozilgan. Darslik 
universitetlarning mexanika va m atem atika yo'nalishlarining bakalavriat 
talabalari uchun m o‘ljallangan.



I B O B

VEKTORLAR ALGEBRASI
l -§ .  Vektorlar va ular ustida amallar

1-ta’rif. Yo'nalishga ega bo'lgan kesma vektor deb ataladi.

Biz vektorni A B  ko'rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilan a , b , С

ko‘rinishida belgilaymiz. Vektorni A B  ko'rinishida b e lg ila sak A i?  
nuqtalar mos ravishda vektorning boshi va oxiri joylashgan nuqtalardir,

vektorning uzunligi A B a ko'rinishida belgilanadi.

Agar vektorning boshi va oxiri bitta nuqtada bo ‘lsa, u nol vektor 
deyiladi. Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga

teng. Nol vektor 0  ko‘rinishida yoziladi.

В

a+b

2-chizma.

2-ta’rif. Ikkitaa = A B  vab = CD  vektorlardan b  = C D  vektor

boshini g  = A B  vektor oxiriga qo ‘yilganda A B  vektor boshidan CD  
vektor oxiriga y o ‘naltirilgan vektor, bu vektorlarning yig'indisi deyiladi va

a  + b ко ‘rinishida yoziladi.
Yuqorida keltirilgan vektorlarni qo‘shish qoidasi uchburchak qoidasi 

deyiladi.

1-chizma.



3-ta’rif. Berilgan X  haqiqiy son va a  vektoming ко ‘paytmasishunday 

vektorki, uning uzunligi \A\ a ga teng, yo ‘nalishi: X  >0 bo ‘Iganda a

vektor yo'nalishi bilan bir xil, X  <0 bo‘Iganda esa a  vektor y o ‘nalishiga

qarama-qarshi bo ‘ladi. Ко ‘paytma X  a  ко ‘rinishida yoziladi.
Vektorlar algebrasi deganda, vektorlar to ‘plamida vektorlami qo‘shish 

va skalyar songa ko‘paytirish amallari tushuniladi. Biz V bilan ham m a 
vektorlar to ‘plamini belgilaymiz. Bunda vektorlarimiz bir to ‘g“ri chiziqda, 
bir tekislikda yoki fazoda yotgan bo'lishi mumkin.

Vektorlarni qo ‘shish va haqiqiy songa ko'paytirish amallari quyidagi 
xossalarga ega:

1. V a ,  b  e  V  uchun; a  + b = b + a  —kommutativlik.

2. V a ,  b ,c  e V  uchun; (a  + b) 4- с  =  a  + (b  +  c )  -assosiativlik.

3 . V a e F  uchunB b g V  ct + b = 0, tenglik o'rinli va b  = - a

4. V<3 G V  uchun; a  • 1 =  a  -  tenglik o ‘rinli.

5 \ / a , b E V  h a m d a V A c i ?  u ch u n  X ( a  +  b )  =  Xci  +  X b  
tenglik o‘rinli.

6 . \ / X , p i e R  va \ / a e V  u chun : a ( X  + ju ) = X a  + jiia  

tenglik o ‘rinli.

7.V A , j u e R  va \ / a e V  uchun X ( j u a )  =  ( X ju ) a  tenglik  

o‘rinli.

8. V a  G V  uchun a  +  0 =  a  tenglik o ‘rinli.
Bu xossalarning b a’zilarini isbotlaymiz, b a ’zilarining isbotini esa 

o ‘quvchilarga havola qilamiz.

Birinchi xossani isbotlash uchun ixtiyoriy ikkita a  va b  vektorlaming

boshini bitta О  nuqtaga joylashtiramiz va 3-chizmadagi OABC



3-chizma. 4-chizma.

p ara lle lo g ram m n i hosil q ilam iz . Bu p a ra lle lo g ram m d ag i OA С 

u c h b u rch ak d a n  О С  = a  + b ten g lik , OBC  u ch b u rch ak d a n  esa 

ОС = b + a  tenglikni hosil qilamiz (3-chizm a).

Ikkinchi xossani isbotlash uchun a  vektoming boshini О nuqtaga, b

vektorning boshini a  vektorning oxiriga, с  vektorning boshini esa b  
vektoming oxiriga joylashtiramiz. Chizm adan quyidagi tengliklarni hosil 
qilamiz

( я  +  Z?) + с  — О С  ci + (b  + с )  ~  О С

Har bir a  =  A B  vektor uchun b =BA vektor a  vektorga qarama- 

qarshi yo 'na lgan , uzunligi esa a  ning uzunligiga teng vektordir.

Vektorlarni qo 'shish qoidasiga ko ‘ra A B  + BA = 0  tenglikni hosil 
qilamiz.

Beshinchi xossani isbotlash uchun a  va b  vektorlaming boshlarini 
b i t ta  n u q ta g a  jo y la s h t i r ib ,  u la r  y o rd a m id a  q u y id ag i ABCD  
parallelogrammni hosil qilamiz.



b  АЪ
5-chim a.

B erilgan  Я son  u c h u n  A a va Я b v ek to rla rg a  q u rilg an  
parallelogramm ABCD  parallelogram m ga o ‘xshashdir. Shuning uchun 
uning diagonali uzunligi ABCD parallelogramm diagonali uzunligidan

|Я| m arta “kattadir” . Bundan esa A(a + b) =  Aa + Ab tenglikni hosil 

qilamiz.

O ltinchi xossani isbotlash uchun Я / /  >0 va Я// <  0 hollarni

qaraymiz. Birinchi holda Я va / /  sonlarining ishorasi bir xil bo'ladi. 
Shuning uchun ulam ing ikkalasi ham  yoki manfiy yoki musbat bo 'ladi. 
Biz ularning ikkalasi ham  manfiy bo'lgan holni qaraylik. Bu holda ,

a (A + jU),Aa + jua vektorlar a vektorga qaram a qarshi yo 'nalgan 
bo'ladi. Demak, ular b ir xil yo'nalishga ega. U lam ing uzunliklari esa

|Я +  ju\ a ga tengdir. Agar A va j.II sonlari musbat son bo'Isa, yuqori

dagi mulohaza takrorlanadi. Я va Ц  sonlarining ishoraiari har xil bo'Isa 
biz yana ikkita holni qaraymiz:

Я +  / /  >  0 va Я +  / /  <  0 • Agar A + JLL> 0 bo'Isa a(A  +  jU) , 

Aa + (Ла vek torla r a  v ek to r b ilan  b ir xil yo 'na lishga ega. / / a

vektoming boshini Aa vektom ing oxirigajoylashtirib, ularning uzunligi 
ham  tengligini ko'ramiz. Qolgan hollar yuqoridagidek mulohazalar asosida 
tekshiriladi.



4-ta’rif. Bir to ‘g ‘ri chiziqqa parallel vektorlar kollinear vektorlar 
deyiladi.

Vektorlar bir xil yo‘nalishga ega b o ‘lsa, a  T T  b  ko‘rinishda, agar 

qarama qarshi yo‘nalishga ega bo‘lsa, a ' t X  b  ko‘rinishda belgilaymiz.

1-tasdiq. Nol vektordan farqli a , b  vektorlar kollinear b o ‘lishi

uchun Л  G R  son mavjud bo ‘lib, a  =  ЛЬ  tenglikning bajarilishi zarur 

va etarlidir.

Isbot. V ektorlar uchun a = A b  shart bajarilsa , a , b  vektorlar 
ko llinearlig in i isbotlash sodda b o ig an lig i u ch u n  uni isbotlashni 
o ‘quvchilarga havola etamiz. Bu shartninig zarurligini ko‘rsatamiz. Agar

Cl, b  vektorlar kollinear b o isa , ularni parallel ko‘chirish natijasida bitta 
to ‘g‘ri chiziqqa joylashtirish mumkin. Shuning uchun ular / to ‘g‘ri 
chiziqda yotadi va ularning boshi О nuqtada deb hisoblaymiz. Agar

a,  b  vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa X = j=J uchun a  =  ЛЬ
H

tenglik bajariladi. Agar a ,  b  vektorlar qaram a qarshi yo‘nalishga ega

a\
bo‘lsa uchun a =  ЛЬ tenglik bajariladi.

5-ta’rif. Vektor yotgan to ‘g ‘ri chiziq OL tekislikka parallel boisa, bu 
vektor a  tekislikka parallel deyiladi.

6-ta’r i f  Uchta a , b ,C  vektorlar bitta tekislikka parallel bo'lsa,ular
komplanar vektorlar deyiladi.

Tabiiyki, agar vektorlar kom planar boisa,u larni parallel ko'chirish 
natijasida bitta tekisllikka joylashtirish mumkin.



2-§ . Chiziqli erkli va chiziqli bog‘lanishli vektorlar oilasi

so n la r berilgan  b o 'Isa , A jtfi +  A 2 C12 + ... + A n a n

vektor a\,Cl2,.--,Cln  vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi deb ataladi.
Chiziqli kombinatsiyada qatnashayotgan sonlaming birortasi noldan farqli 
bo ‘lsa, u notrivial chiziqli kombinatsiya deb ataladi.

T a’rif. Berilgan |  a \ , Q 2 ,Ct3 a n ( vektorlar oilasi uchun kamida

bittasi noldan farqli bo ‘Igan A [ , Ao,--- ,  A n sonlar mavjud bo‘lib,

tenglik o'rinli bo'Isa, \  a \ , a 2 , C l 3 , . . . , a n j  vektorlar oilasi chiiqli

bog'lanishli deyiladi.
Izoh. V ektorlar oilasi chiziqli bogManishli b o ‘lsa, uning birorta 

notrivial chiziqli kombinasiyasi nol vektor bo ‘ladi.
1-teorema. Ikkita vektordan iborat oila chiziqli bog'lanishli bo‘lishi 

uchun bu oila vektorlariming kollinear bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli ikkita a  va £  vektorlar chiziqli bog'lanishli 

b o ‘lsa , k a m id a  b i t ta s i  n o ld a n  fa rq li  A\, Aosonlari m av ju d  

b o ‘lib , A{a +  Aob =  0  te n g lik  b a ja r i la d i.  A g a r A j ^ O  

b o ‘lsa, a =  — (Aj /  A-> )b tenglikni hosil qilam iz. Bu esa birinchi

tasdiqqa ko'rafi! va b  vektorlarning kollinear ekanligini ko‘rsatadi.

Va aksincha, a  va b  vektorlar kollinear bo'lsin. Ularning boshlarini 
bitta nuqtaga joylashtirsak, ular bitta to ‘g‘ri chiziqda yotadi. Bu to 'g 'ri 
chiziqda vektorlar boshi joylashgan nuqtani koordinata boshi sifatida 
olib, koordinatalar sistemasini kiritamiz. Vektorlarning oxirlarini A va В

v e k to r la r  o ila s i v aw  ta

A] Cl l +  Ao Cl2 +  ... +  A n Cl)7 — 0



harflar bilan belgilaymiz: a =  OA , b = OB ■ Vektorlardan bittasi, misol

uchun a noldan farqli vektor bo ‘lsin. Dem ak, а  Ф 0  va О nuqta AB  
kesmani biror A nisbatda bo ‘ladi: BO!OA  =  X yoki BO  =  XOA

Endi b=-Xa tenglikni ko‘rsatamiz. Agar a, b vektorlar yo'nalishi

bir xil bo‘lsa, О nuqta AB  kesmaga tegishli emas va X <0. Agar a, b 
vektorlar yo‘nalishi qaram a-qarshi b o ‘lsa, X >0 bo 'ladi. Shuning

uchun b va -  Xa vektorlaming yo‘nalishlari bir xil. Ularning uzunliklari 
ham teng:

I 6 | =  I BO  | =  | X | | OA | =  | X | | a | =  | -Xa |- 

D e m a k , bu  v e k to r la r  te n g d ir .  E n d i b =~ Xa

teng likdan  — Xa + b = 0 teng lik  kelib ch iqad i. D em ak, a va& 
vektorlar chiziqli bog‘lanishli oilani tashkil qiladi.

2-teorema.
1) Vektorlar oilasiga no! vektor tegishli b o ‘Isa, bu oila chiziqli 

bog'lanishlidar.
2) Vektorlar oilasi birorta chiziqli bog'lanishli vektorlar oilasini o ‘z 

ichiga olsa, bu oila ham chiziqli bog‘lanishlidir.
Isbot.

1) Berilgan j а \ , а 2 , а з , . . . , а п } oilada сц  = 0  bo'lsa, Xj  = 0 , 

X j  = \ , i Ф j  so n la r  u c h u n  X ^ a ^  +  X ^  a i 2 +  X ^ a i  + . . . +  

+  X-t a j m =  0  tenglik o 'rinli bo ‘ladi.

2) B e rilg an  [ а \ , а 2 , а з , . . . , а п } O ilada b ir  n e c h ta  ,

к = m < n , vektorlar chiziqli bog'lanishli oilani tashkil qilsa,
ularning birorta notrivial chiziqli kombinatsiyasi nol vektor bo ‘ladi:



h a h + 4 +  Л} Gi  + . . .  +  Aj a \  — 0

6-chizma.

Biz a g a r =  Ajt , j  = j k va =  0 , j  Ф j k tengliklar bilan n ta 

Xu h ,  h , - ,  К  sonlarni aniqlasak

Aj ci j +  A 2  ci ? +  Д3 a , +  ... +  A n ci  ̂ = 0

tenglikni hosil qilamiz.
3-teorema. Uchta vektordan iborat oila chiziqli bog‘lanishli bo'lishi 

uchun ulaming komplanar bo ‘lishi zarur va etarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli uchta a, b va с vektorlar chiziqli bog‘lanishli

bo'lsa, ulam ing kom planarligini isbotlavmiz. Chiziqli bog‘lanishlikning

ta ’rifiga asosan, kamida bittasi noldan farqli cc,(3,y sonlar uchun

a  a + f3b + у с = О

tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Aniqlik uchun a  noldan farqli bo ‘lsin, unda 
aw algi tenglikdan

а -  р т  
с = -----a ------ о 

7 7



С -  Л a  +  f.lb  tenglikni hosil qilamiz. Agar a ,b  va с  vektorlaming

boshi bitta um um iy О nuqtaga joylashtirilgan bo‘lsa, oxirgi tenglikdan С

vektor X a  va f i b  vektorlarga qurilgan parallelogramm diagonaliga 
tengligi kelib chiqadi. Bu esa ular bitta tekislikda yotadi deganidir, demak, 
ular kom planar vektorlardir.

Va aksincha, a ,b  va с  vektorlar kom planar bo‘lsin. U lar chiziqli 
bog'liqligini isbotlaymiz.

Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo'lgan holni 
chiqarib tashlaymiz. 1-teorem aga asosan, ushbu vektorlar jufli chiziqli 
bog‘lik bo‘lar edi va berilagan uchta vektor ham  chiziqli bog'liqligi kelib

chiqar edi. Shuning uchun a , b  va с  vektorlar orasida hech bir jufli
kollinear bo ‘lmagan holni ko‘rib chiqamiz (xususan, ular orasida nol 
vektor ham  y o ‘q). Vektorlarni b itta  tekislikka ko‘chirib , ularning

boshlarini О nuqtaga joylashtiram iz (6-chizm aga qarang). Keyin с

vektorning С uchi orqali a  vab  vektorlarga parallel to ‘g‘ri chiziqlar

o'tkazamiz, a vektor yo tgan to ‘g‘ri chiziqning b  vektorga parallel to ‘g‘ri

chiziq bilan kesishish nuqtasini A deb belgilaymiz va b  vektor yotgan

to ‘g‘ri chiziqning a vektorga parallel to ‘g ‘ri chiziq bilan kesishish

nuqtasini В deb belgilaymiz. (Ushbu nuqtalarning mavjudligi, a  va b  
vektorlar kollinear emasligidan kelib chiqadi). Vektorlarni qo‘shishning

parallelogram m  qoidasiga ko ‘ra с vektor OA va OB vektorlar 
yig‘indisiga teng, ya’ni

c -  OA + OB tenglik o ‘rinlidir.

OA vektor noldan farqli a vektorga kollinear (u bilan bir to ‘g‘ri 

chiziqda yotuvchi), dem ak, shunday Д  haqiqiy son topiladiki,



OA =  Ла

tenglik o ‘rinli b o ‘ladi. Xuddi shunga o'xshash, OB = ЛЬ  tenglik ham  
o 'rinli. Bu tengliklardan

c  = A a  + jub

te n g lik  k e lib  c h iq a d i .  O x irg i te n g lik n i  A #  +  +  (—l ) c  =  0  

ko 'rin ishda yozib olish m um kin. Bu tenglikdagi X, (J, va —1 sonlarning 

kam ida bittasi noldan farqli b o ‘lganligi sababli, oxirgi tenglik a ,b  va 

С vektorlaming chiziqli bog'lanishligini ifodalaydi. Teorem a isbotlandi.

1-natija. Agar a ,b  va с  vektorlar komplanar bo ‘Imasa, ular chiziqli 
erkli bo ‘ladilar.

2-natija. Ixtiyoriy uchta komplanar bo‘Imagan vektorlar orasida ikkita 
kollinear vektorlar bo ‘la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol vector ham 
bo ‘Imaydi.

3-§.Vektorlarning o ‘qqa proeksiyasi

Vektoming o ‘qqa proeksiyasi vektom ing yo'nalishiga qarab musbat,

manfiy yoki nolga teng bo 'lgan son bo'lib, a  vektom ing £  o ‘qqa 
p ro e k s iy a s i q u y id ag i q o id a  b o 'y ic h a  
aniqlanadi: (7-chizm a)

A gar a = AB  b o 'l s a ,  A va В 

n u q ta la rn in g  £  o 'q d a g i  o r to g o n a l

proeksiyalarini mos ravishda A', B' bilan

belgilaymiz. A'B' kesmaning £  o'qdagi

k a tta l ig i  a v e k to m in g  £ o 'q d a g i  
proeksiyasi deb ataladi. Proeksiya uchun

p r(a a cos (p



tenglik o'rinli bo 'lib, bu yerda ^ -b erilg an  a vektor va,^ o‘q orasidagi 
burchakdir.

Proeksiyaning xossalari:

1 .  рг,Ла = Aprf a , X e  R ]

2. prf {a + b)= pr, a +  pr, b

Isbot. 1. Birinchi pr.Xa =  Apr, a tenglikni isbotlash uchun quyidagi 

hollarni qaraymiz:

a) X = 0 bo‘lsa A a  =  0  tenglik o ‘rinli bo'ladi va natijada A '  = B '  
m unosabatdan

pr _ A a  =  0  va pr ( A a  =  А рг /?a—0 

tengliklar kelib chiqadi.

b) A >  0 bo'Isa, a  T T  b  munosabatdan <p=x tenglik kelib chiqadi; 

bu (p yerda va у/ mos ravishda a  va/? vektorlarning /  o 'q  bilan

hosil q ilgan  b u rc h a k la r id ir .  Bu h o ld a Aa = A a va d em ak

pr, \Xa X a cosy7 = /.pr, a .

в) A <0 bo'Isa, A a  va a  vektorlar uchun a  b  munosabat 

o 'r in li b o 'lad i. S huning uchun Ц/ =  (p +  71 tenglikdan  quyidagi 
munosabat kelib chiqadi:

pr, {Xa)= Xa\co s{<p + n)  = -X  a co s(<p + тг) = Apr,, a .

2. pr, [а + Ь^= pr, a + pr, b tenglikni isbotlashni keyinroqqa qoldirib, 

skalyar ko'paytm ani o'rganishga o 'tam iz.



4-§ . Vektorlaming skalyar ko‘paytmasi

Ik k ita  a va b v e k to r la m in g  sk a ly a r  k o 'p a y tm a s i  deb

(а ,б )=  |а  b coscp ifodaga aytiladi. Bu yerda (p- а  va b  vektorlar

orasidagi burchak.
Skalyar ko‘paytmaning ta ’rifidan bevosita quyidagi fakt kelib chiqadi:
1-xossa. Ikkita vektorning skalyar ko'paytm asi nolga teng bo ‘lishi 

uchun ularning o 'zaro  perpendikulyar bo‘lishi zarur va etarlidir.

(a,b)=0 0 ( p  = ^ ,  a l b

2 -xossa.

3-xossa. Kommutativlik (a  , й ) =  {b , a j -

4-xossa. [ X a  , b ) =  A.(a , b ) ,  X -g R

5-xossa. (a + b,c)= (a, c ) +  (b , c )

Beshinchi xossa isboti proeksiyaning ikkinchi xossasidan kelib chiqadi:

{a + b , c j = \ a  +  b  

pr / a-\c\ + prt b-\c = с

\ -
c о s (p = pr.• \a  + b )c  = pi){a + b )

cos Ct + c\ c o s  q>.

5-§. Bazis va vektorning koordinatalari

T a’rif. Berilgan |  e \ , в 2 e n } vektorlar oilasi chiziqli erkli bo'lib,

ixtiyoriy vektorni ularning chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash 
m um kin bo‘lsa, bu oila bazis deyiladi.

Quyidagi m uhim faktlar o ‘rinlidir:



1-xossa. Bir tekislikda yotuvchi 
vectorlar uchun har qanday ikkita 
nokollinear vektorlar bazisni tashkil 
qiladi.

2 -x o s s a .  F a z o d a  y o tu v ch i 
vectorlar uchun har qanday uchta 
n o k o m p ln a r  v e k to r la r  b az isn i 
tashkil qiladi.

Bu xossalarning birinchisi 1- 
teorem aning bevosita natijasidir. 

Ikkinchi xossani isbotlaymiz: 
B izga u c h ta  n o k o m p la n a r

a,b ,C  vektorlar berilgan bo'lsin.
Ik k in c h i p u n k td a  isb o tla g a n  
teoremaga ko‘ra ular chiziqli erkli 
oilani tashkil qiladi. Endi ixtiyoriy

d  vektorni olib, uni a ,b ,C  vek to rla r orqali chiziqli ifodalash 

mumkinligini ko'rsatamiz. Buning uchun a,b ,C  vektorlaming boshlarini

О nuqtaga joylashtiram iz va d  vektoming oxiridan a , b  vektorlar 

tekisligiga, a, с vektorlar tekisligiga va C,b vektorlar tekisligiga paral

lel tekisliklar o'tkazam iz. 0 ‘tkazilgan tekisliklarning a ,b ,C  vektorlar 
yotgan to ‘g‘ri chiziqlar bilan kesishish nuqtalarini mos ravishda A,B,C 
harflar bilan belgilaymiz.Vektorlarni qo‘shish qoidasiga ko‘ra

d  = OA + OB + OC
tenglikni olamiz. Bu yerda OA, OB, OC vektorlar mos ravishda

a,b ,C  vektorlarga kollinear bo‘lganligi uchun shunday X,ju,v  sonlar 
mavjudki

OA =  Ла > OB =  jLib, OC =  vc



tengliklar o ‘rinli bo'ladi. Bu tengliklarni hisobga olib

d  = Ла + jub + vc
tenglikni olamiz.

Ta’r i f  Bizga je \ , e 2 , —, e n \  bazis berilib, д  vektor uchun

a =  «j ex + a2e2 + ... + anen

tenglik o ‘rinli bo ‘lsa, [ax,a 2, . . . , a n \ sonlar a vektoming koordina
talari deyiladi.

6 -xossa. H ar bir vektor berilgan bazisda o'zining koordinatalari bilan 
yagona ravishda aniqlanadi.

Berilgan a vektor uchun ikkita

a  =  a le ] + a 2e2 + . . .  + a ne n

a  = b l e l + b 2 e 2 + . . .  + bn e n 
tengliklar o 'rinli bo‘lsa ularning birini ikkinchisidan hadm a-had ayirib

(a t - b l)e] + (a 2 - b 2)e2 + . . .  + (an - bn)e„ = о

tenglikni hosil qilamiz. Bazisni tashkil qiluvchi jvektorlar

chiziqli erkli boMganligi uchun

a, - bj = 0 , a2 - b2 = 0 , an - bn = 0 
munosabat hosil bo‘ladi.

6-§. Affin koordinatalar sistemasi

Fazoda yoki tekislikda affin koordinatalar sistemasini kiritish uchun 

birorta bazis va bitta nuqta tanlanadi. Agar {ev e2, e , }  bazis va О

n u q ta  b er ilg a n  b o 'ls a ,  O M  v e k to m in g  j e , , e 2, e ,}  b az isd ag i 

koordinatalari M  nuqtaning affin koordinatalari deyiladi.
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1 - ta ’rif. Berilgan , e 2 ,.... , e n  }

С
bazis uchun

к
bajarilsa, , . . . , e n j  ~ortonor
mal bazis deyiladi.

— ortonor-

9-chizma.
2 - t a ’r if .  Ortonormal  bazis  

yordamida berilgan koordinatalar
sistemasi to ‘g ‘ri burchakli yoki dekart

____________________________ _ koordinatalar sistemasi deb ataladi.
Teorema. Dekart koordinatalar 

sistemasida vektom ing berilgan bazisdagi koordinatalari, uning 
koordinatalar о ‘qlariga tushirilgan proeksiyalari bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Bizga i , J , k  ortonorm al bazis berilgan bo ‘lsa, ularning

boshlarini О nuqtaga joylashtirib OXYZ koordintalar sistemasini 
kiritaylik. Agar

a  = x i  + у  j  +  z k  b o ‘lsa, a  vek tom ing boshini koord inata

boshiga joylashtirib, uning oxirini M  bilan belgilaymiz. Agar M  
nuqtaning koordinata o'qlariga ortogonal proeksiyalarini А, В, С harflari

bilan belgilasak O A  = x i , O B  =  y j , О С  = z k  tengliklarni hosil 

qilamiz. Ikkinchi tom ondan O A ,  O B ,  О С  kesmalarning kattaliklari 

mos ravishda X , y , Z  sonlariga teng b o ‘lgani uchun x  = pr( h a , 

У = P roy Cl -  pra. a  munosabatlarni hosil qilamiz.

1-natija. p r  i [a+  V) - p r  j a  + р Г [ Ъ

Isbot. Bizga f, o ‘q berilgan bo'lsin: shunday OXYZ koordinatalar



sistemasi kiritamizki, OX koordinata o ‘qi £ bilan ustma-ust tushsin. Agar 

a  = x a i + y a j  + z a k , b  = x b i + y b j  +  z b k ,

a  +  b  =  ( х а +ь У ( у  a+ b  1 / +  (z a+b

bo‘lsa, teoremaga ko‘ra prla = Xa va prt = x h, prl [a + ~b)= x u+h 

tengliklami hosil qilamiz. Lekin vektorlarni qo'shganda ularning koordinatalari 

mos ravishda qo‘shilgani uchun p r ; (a + b j=  xa +  x h munosabatni olamiz.

7-§. Vektor va aralash ko‘paytmalar

1-ta’rif. Tartiblangan j a ,  6 , c j  uchlikdac vektor oxiridan a ,b

vektorlar tekisligiga qaraganimizda a  dan b  ga qisqa burilish yo ‘nalishi 
soat mili yo'nalishiga qarama-qarshi y o ‘nalgan bo‘Isa, bu uchlik o ‘ng 
uchlik deb ataladi. Agar bu yo ‘nalish soat mili yo ‘nalishi bilan ustma-ust

tushsa, {a , b , c )  uchlik chap uchlik deyiladi.

Quyida [a ,b , c ]  o ‘ng va \ b ,a ,c \  chap uchliklar ko‘rsati!gan. 

S h u n d a  { a ,b , c }  [ b , c ,a ]  [ c ,a ,b ]  u c h l ik la r  o ‘n g , | b ,a ,c] ,  

{ a,c ,b] ,  {c ,b ,a \  uchliklar chap uchlik hosil qiladi.



2-ta’rif. Ikkita a  va Jj vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb shunday 

vektorga aytiladiki, bu vektor kabi belgilanadi va:

1) [a ,b \  ning uzunligi a  va b  vektorlarga qurilgan parallelogramm

yuziga tengdir: | \a ,b \ \ =  | a  | | b  | sin q), ( p ^ a ^ b ;

2) \a ,b \  vektor a  va b  vektorlarga perpendikulyar bo'Iishi kerak:

\ a , b \ l a ^  [a ,6 j± 6 ;

3) a ,  b  vektorlar va vektor ko 'paytm a \a ,b \  o ‘ng uchlik hosil 
qiladi:

Vektor ko'paytm aning xossalari:

1) [ a , ^ J = = -  [b ,o J ;

2 )  [ А я , & ]  =  А [ я , & ] = - [ л & , й г ] ,  A e R ;

3) \a  + b , c \ =  [a ,cj+  \ p , c \

4) [ я , б ] = 0  <=̂ > a l l b .

l-tasdiq. (Yordamchi fakt). Berilgan OL tekislikda С. vektor va unga

perpendikulyar birlik e  vektor berilgan b o ‘lsin. A g a rg  vektor a

tekislikka perpendikulyar

v & e ,C ,g  o ‘ng u ch lik  

b o ‘lsa , a  te k is l ik d a

yotuvchi har qanday a  
v e k to r  u ch u n

[a,c\= pr_a- с g  

tenglik o'rinlidir.



Isbot. l)V ektorlar tengligini ko 'rsatish uchun ularning yo'nalishlari 
bir xil va uzunliklari tengligini ko'rsatam iz. Vektor ko‘paytmaning ta ’rifiga

ko‘ra uninig uzunligi a  va с  vektorlarga qurilgan parallelogrammning

yuziga tengdir: | \a,c\ | = S-  C hap tom ondagi vektom ing uzunligi esa

| prca | С ga tengdir. Agar parallelogram m ning asosi sifatida с

vektorni olsak, uning yuzasi |cj h  ga tengdir. Bu yerda h  balandlik

bo‘lib, | pr-a \=h  tenglik o 'rinlidir. Demak, vektorlaming uzunligi 

tengdir. Endi ularning yo‘nalishi bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. Agar

Cl,C,g  -o ‘ng uchlik bo ‘lsa, g  va | a , c j  vektorlar bir xil yo‘nali£hga ega. 

Bu holda a  va e  vektorlar с  vektom ing bir tom onida joylashgan va 

prea> 0 b o ‘lad i. A gar a ,c ,g  -c h ap  u ch lik  b o ‘lsa, prea < 0 va

p reu

РГеа

Natijada

g  vektor g  vektorga qaram a-qarshi yo‘nalgandir. Demak, 

c | g  vektor yo‘nalishi \ a , c \  vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi. 

[a,c]= pr.a- g tenglikni hosil qildik.

3 - ta ’r i f  Uchta a ,b ,C  vektorlaming aralash ко ‘paytmasi deb, 

miqdorga aytiladi va quyidagi к о ‘rinishda belgilanadi:

a b c  =  ^ a , b \ c \

2-tasdiq. Berilgan nokomplanar (chiziqli erk li)a ,b ,C  vektorlar o ‘ng
uchlikni tashkil qilsa, ularning aralash к о ‘paytmasi ularga qurilgan 
parallelipipedning hajmiga, aks holda esa hajmning manfiy ishora bilan 
olinganiga tengdir.



Isbot: Biz a , b , C  vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini 

V  b ilan  belgilaym iz. Agar S  bilan a  va b vektorlarga qurilgan 

parallelogrammning yuzasini belgilasak, \a, b\  =  S e  tenglik o‘rinli bo'ladi.

Bu yerda e  vektor ja ,b ]  ko 'paytm a bilan bir xil yo‘nalgan birlik 
v ek to rd ir. S k aly ar k o ‘p ay tm an i p ro ek siy a  y o rd a m id a  yozsak ,

a b c - S pr-c  tenglikni hosil qilamiz.

Bu yerda p r -c  absolyut qiymati bo'yicha vektorlarga qurilgan

va asosi a , b  vek to rla rga  yasalgan p ara lle lo g ram m d an  iborat 

parallelipipedning balandligiga tengdir. Agar a , b , C  o ‘ng uchlikni tashkil

qilsa, p r -c  = h ,  agar a ,b ,C  chap uchlikni tashkil qilsa, pr- с = - h  

tenglik o 'rin li bo 'ladi. Bu yerda h  qaralayotgan parallelipipedning

balandligidir. Shuninguchun v ( a , b , c j =  S h  formulani hisobgaolsak

biz bevosita tasdiq isbotini olamiz.
Endi biz vektor ko‘paytm a xossalarini isbotlashga kirishamiz.



1-xossa isboti a , 6 ,[o ,b J  va «,&,[&,a ]  uchliklarning orientatsiyalari 
har xil ekanligidan kelib chiqadi: birinchi uchlik o ‘ng orientatsiyaga, 
ikkinchi uchlik chap orientatsiyaga egadir.

2 -xossani isbotlash uchun ikkita holni ko‘ramiz Д  >  0  va A < 0  •

Birinchi holda a va Aa vektorlar bir xil yo‘nalishga ega va shuning 

uchun a,b\Xa,b\va a,b,[a,b\ vektorlar b ir hil orientatsiyaga ega.

Demak, [ Aa, b j va я[ a, b j vektorlar uzunliklari teng va bir xil yo‘nalishga 

ega.

Ikkinchi holda a va A a vektorlar yo'nalishlari qaram a-qarshi va

a,b\Xa,b\vaa,b,[a,b\ vektorlar uchliklari har xil orientatsiyaga ega

bo'ladi.Bundan esa [Ла,ь \  va \a ,b \  vektorlar qaram a qarshi yo'nalishga

ega ekanligi kelib chiqadi. D em ak, [Я а .б ]  va vektorlar b ir xil

yo'nalishga ega va uzunliklari tengdir.
3-xossa isbotini keltiramiz.

a) a,b,  va ~c k o m p la n a r

v ek to rla r, e , c , g  ~  o ‘ng u ch lik

b o ‘lib , e , g  v e k to r la r  1- ta s d iq  
shartlarini qanoatlantiruvchi vektorlar 
b o ‘lsa, ikkita vektor k o 'p ay tm an i 
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

[ a , c ] = p r - a c \ g  va

[ b , c  ]=pr-  b c \ g  ■
14-chizma.

Endi proeksiya xossasidan foydalanib,

[a  + b ,с  ]=  pr-e ( a + b )  g  =  p r  a  |c| g  + pr~ b



tenglikni hosil qilamiz.

b) a, b, va с kom planar vektorlar emas;

Bu h o ld a  [ a  + b , c \ , [ a , c ] [ b , c \  v ek to rlam in g  b a rc h a s ic

vektorga perpendikulyar bo'lganligi uchun ular kom planar oilani tashkil 
etadi. Demak, ular chiziqli bog'lanishli bo 'ladi, ya’ni kam ida bittasi

noldan farqli X ,, X 2, X } sonlari mavjud bo‘lib

A , [ a  + b ,c  ] + X 2[ a , c  J  + X \ b , c  J  = 0
tenglik o ‘rinli bo'ladi.Bu tenglikdan

X  \ a  + b ,c  ] = - Я 2[ а , с  ] - Я 3[ й , с  J
tenglikni hosil qilib, uning ikkala tom onini b ga skalyar ko‘paytiramiz 
va

X,(a + b)c b = -X} acb
tenglikni hosil qilamiz. Yuqoridagi aralash ko'paytm a haqidagi tasdiqqa 
ko‘ra

{a +  b) с b va a c b

aralash ko'paytm alarning absolyut qiymatlari mos ravishda V(a+b)cb >

V(JCi) parallelipiped hajmlariga tengdir.

Bu parallelipipedlarning asoslari sifatida mos ravishda a + b ’b

va a ,b , vek torlarga qurilgan parallelogram m larn i olsak, u lam in g

baland lig i ten g lig in i k o 'ram iz . S hun ing  u ch u n  Vacb =  S \h  va

V{a+b)cb ~  $ 2 h  teng lik lardan  va ularning asoslari yuzalari ham  

tengligidan bu hajm lam ing tengligi kelib chiqadi.

Endi (a  + b) с b va a c b  aralash ko‘paytm alar bir xil ishoralarga



ega b o ‘lishi, a + b, c, b uchlik orientatsiyasi a , c, b uchlik orientatsiyasi 

bilan ustma-ust tushishidan kelib chiqadi. Demak, (a + b ) c b  a c b -  

Bundan esa Л{ = —Л7 m unosobatni hosil qilamiz. Xuddi shunday usul 

bilan \  =  —Я3 tenglikni isbotlaymiz.

tenglik o ‘rinlidir.

4 -xossaning isboti a  va b  vektorlar parallel bo 'lganda ular orasidagi 
burchakning sinusi nolga tengligidan kelib chiqadi.

8-§ . Vektor va aralash ko‘paytmani koordinatalar orqali 
ifodalash

O 'ng uchlikni tashkil qiluvchi ortonorm al £ ,  e 2 ~e:- bazis berilgan 

bo ‘lsa, a, b, va с vektorlarni

ko‘rinishda yozib, skalyar, vektor va aralash ko‘paytm alam i hisoblaymiz. 
Skalyar ko'paytm a uchun

(a J) ) =  axb{ + a2b2 + а ф ъ tenglik hosil bo'ladi.

Vektor ko‘paytm ani hisoblashda

Demak,

а  = а хех + а 2 е 2 + аъеъ ,

b = bxe} + b2e2 + Ъъеъ ;

с =  clel +  c2e2 + c3e3



[ei ’e2] ~ es > е2 \ е 2,е 2 \=  е{
munosabatlarni hisobga olib

\ci,b  J = ( o 263 -с г 362)е, + {аъЬх - а хЬг)ег + (axb2 - а 2Ьх)ег
tenglikni hosil qilamiz.

Qulaylik uchun vektor ko‘paytmani koordinatalari orqali

f -  r -1 J a 2 a-, a 3 a , a , a 2
a , b  J=  j h2 h h ъ, bx b2

ko‘rinishda yozish qabul qilingan.
Bundan foydalanib aralash ko'paytm a uchun

a b  c -

ax ci2 a 3 

bl b2 Ьг

с, C-, C-,

formulani hosil qilamiz.

9-§ . Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi

Tekislikda kutb koordinatalar sistemasini kiritish uchun birorta О 
nuqtani va bu nuqtadan o ‘tuvchi o ‘qni tanlab olamiz. Tanlangan nuqtani
qutb boshi, o ‘qni esa qutb o ‘qi deb ataymiz va uni bilan belgilaymiz. 

Tekislikda berilgan ixtiyoriy 0  nuqtadan farqli M  nuqta uchun p  bilan

\O M \  masofani, (p bilan esa /  o ‘q bilan OM nur orasidagi burchakni

belgilaymiz. Bu kattaliklar M nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi va

M(p,<p) ko'rinishda belgilanadi.
Tekislikning О nuqtadan farqli nuqtalari bilan qutb koordinatalari 

o ‘rtasidagi moslik o ‘zaro bir qiymatli b o ‘lishi uchun p  v&(p kattaliklar

uchun quyidagi chegara qo'yiladi: Q < p <  + q q  , 0< < P  < 2.71 ■



A gar (.x , y )  D ek art koo r-

dinatalar sistemasini 15-chizm a- 
dagidek kiritsak, quyidagi

x  = p c o s< p , y  = p s m ( p
bog'lanishlarni olamiz.Berilgan M 
nuqtaning Dekart koordinatalari 
m a ’lu m  b o 'l s a ,  u n in g  q u tb  
koordinatalarini topish uchun

P  = ^ j x 2 + y 2
form ula b o ‘yicha b irinch i qutb  
koordinatani topam iz.Ikinchi qutb 
koordinatani topish uchun M  nuqtaning qaysi chorakda joylashganligini 
bilishimiz kerak va

<p = arctg—  (p-arcctg —  
x  ’ У

tengliklardan foydalanishimiz kerak.

10-§. Silindrik koordinatalar sistemasi

Fazoda silindrik koordinatalar 
sistemasini kiritish uchun biz fazoda 
bitta tekislikni va unga tegishli birorta
О n u q ta n i  ta n la s h im iz  k e rak . 
Tanlangan tekislikda 0  nuqtani qutb 
boshi sifatida olib, bu tekislikda qutb 
koordinatalarini kiritam iz. Berilgan 
te k is lik k a  p e rp e n d ik u ly a r  va 0

nuqtadan o‘tuvchi o‘qni O Z  o ‘qi 
s i f a t id a  o lib ,  f a z o d a  s i l in d r ik  
koordinatalar sistemasini quyidagicha 
kiritamiz:

fazoda berilgan  M nuq tan ing



tekislikdagi proyeksiyasini N  bilan, uning OZ o'qdagi proeksiyasini M ' 

bilan belgilaymiz. Silindrik koordinatalar sifatida (p ,(p ,z )  kattaliklami 

olamiz. Bu yerda ( р ,ф )  - N  nuqtaning beriigan tekislikdagi qutb 

koordinatalari, z esa OM'  kesma kattaligidir.
Agar biz fazoda O X Y  tekislik sifatida tanlangan tekislikni, O X  

o ‘q sifatida qutb o ‘qini olib dekart koordinatalar sistemasini kiritsak

x  = p c o sq > , x  = p s in c p  , z =z 

bogManishlarni olamiz. Bu yerda p ,  (p o ‘zgaruvchilar uchun

0 < p < + o o ,  0 < ( р < 2 ж
m unosabatlar o ‘rinlidir.

Fazoda silindrik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo bitta 
o ‘qqa ega bo'lgan ichm a-ich joylashgan (konsentrik) silindrlarga ajraladi. 
Fazoning har bir nuqtasi bu silindrlarning faqat bittasiga tegishli bo'ladi. 
Agar nuqtaning silindrik koordinatalari p ,  (p, z  bo ‘lsa, bu nqta yotgan 

silindming radiusi p  ga teng bo ‘ladi. Agar nuqta silindrlar o ‘qiga tegishli 
bo‘lsa, u tegishli bo'lgan silindming radiusi nolga teng bo'ladi. Yuqoridagi 
tanlangan dekart koordinatalar sistemasida silindrlarning o‘qi Oz o‘qidan 
iboratdir. Bu dekart koordinatalar sistemasida konsentrik silindrlar 
tenglamasi

2 2 2 X + y  = p
ko'rinishda bo'ladi.

l l - § .  Sferik koordinatalar sistemasi

Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritish uchun O x y z  -D ek art 
koordinatalar sistemasi kiritilgan deb hisoblab, berilgan M nuqta uchun

markazi koordinata boshida bo‘lgan va radiusi p  =  |O M | ga teng bo‘lgan 

sferani qaraymiz. Berilgan M  nuqtaning Oxy tekisligiga proeksiyasini 

M '  bilan, O M  vektor va O z  o ‘qi orasidagi burchakni^? bilan,

O M 'vektor va Q x  o ‘qi orasidagi burchakni Ц/ bilan belgilaymiz. 
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Burchaklami aniqlashda (p burchak shunday tanlanadiki, Q z  o 'qining

musbat yo‘nalishi tom onidan qaraganimizda, O x  o ‘qini O M '  nur bilan 

ustma-ust tushirish uchun soat mili yo'nalishiga qarshi yo‘nalishda (p

burchakka burish kerak. Y uqorida aniqlangan p ,  <p, у /  kattaliklar M  
nuqtan ing  sferik  k o o rd in a ta la ri dey ilad i. B unga sabab, fazoning 
koordinatalari /?  =  c o n s t  tenglam ani qanoatlantiruvchi nuqtalari 
to'plam i sferani tashkil qiladi. Fazoning har bir nuqtasi radiusi koordinata 
boshidan shu nuqtagacha b o ‘lgan masofaga teng bo 'lgan sferada yotadi. 
Nuqtaning dekart koordinatalari bilan sferik koordinatalari orasidagi 
bog'lanish quyidagicha bo ‘ladi:

x  =  p s m i[ /c o $ < p , 0 < > ( р < 2 я

Я  Ж
l y  =  psiYKpCOSlf/, ---------< y / <  —

2* 2*

17-chizma.

Odatda fazo nuqtalari bilan ularning sferik koordinatalari orasidagi 
moslik o 'zaro  bir qiymatli bo‘lishi uchun

0 < p < c o ,  § < ( р < 2 ж , О с у / - < ж
chegaralar qo'yiladi.

Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo markazi



b itta  nuq tada  b o 'lg an  sferalarga ajraladi. Agar nuq tan ing  sferik 
koordinatalari p , (p, (// b o ‘lsa, u yotgan sferaning radiusi p  ga teng 
bo‘ladi. Bu masofa nuqtadan koordinatalar boshigacha bo ‘lgan masofaga 
tengdir. N uqta p  radiusli sferada yotgan bo‘lsa,

(p va у /  burchaklar uning sferadagi vaziyatini aniqlaydi.

12-§. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish

Orientasiya: Bir vektordan ikkinchisiga qisqa burilish yo‘nalishi soat 
strelkasi yo‘nalishiga qarama-qarshi bo'Isa, bu vektorlar o ‘ng ikkilik, 
aks holda chap ikkilik tashkil qiladi deyiladi. Bazis sifatida biror ikkilik

tanlansa, biz orientatsiya tanlab olingan deb hisoblaymiz. Bizga j  / , j  j  

va ortonorm al bazislar berilgan bo'lsin. Bu bazislar yordamida

kiritilgan Dekart koordinatalar sistemasilarini mos ravishda O x y  va

O 'x 'y '  bilan belgilaylik. Nuqtaning “eski” va “yangi” koordinatalari 

orasidagi b o g 'lan ish n i topam iz. “Y angi” k o ord ina ta la r sistem asi 

markazining “eski” koordinata sistemasidagi koordinatalarini (a , b )  bilan 
belgilaylik.

T ek is lik d a  M  n u q ta  b e r ilg a n  b o ‘lib ,u n in g  O xy  va O 'x 'y '

sistemalardagi koordinatalari mos ravishda ( x , y )  va { x ' , y ' )  juftliklardan 

iborat bo'lsin.



Biz quy id ag i te n g lik la rg a  ega 
boMamiz:

19-chizma.

O M  = x i  + y j ,  O 'M  = x 'i '  + y ’j ' . 

OO' = a i + b j

H ar b ir vektorni j / , / ]  bazis 

orqali ifodalash mumkinligi uchun

i '  — + ^ \ 2 j -

(1)j '  ~  a 2 \ i  + a 2 l J
m unosabatlarni hosil qilamiz. Bu ifodalarni

O M  = O O ' + O 'M  > O M  = x i  + у  j  
tengliklarga qo‘yib

x i  +  y j  = a i  + b j  +  c i \ \x ' i  +  a [2x ' j  +  a 2 \ y ' i  +  a 22y ' j
tenglikni hosil qilamiz.

Bazis vektorlari j  i, j  j  chiziqli erkli oilani tashkil etganligi uchun 

yuqoridagi munosabatdan

x  = a u x '  +  a 2Xy '  + a  

у  =  a 2 \ x ' + a 22y ' +  b  (2)

formulalami olamiz. Endi a  у koeffitsientlarni topish uchun ikkita holni 

qaraymiz.

Birinchi hoi: j  i, j  j  va |  i \ f  ] bazislar b ir xil orientatsiyaga ega.

Bu holda agar (p bilan i  va i vektorlar orasidagi burchakni belgilasak, j  

va j '  vektorlar orasidagi burchak ham  (p ga teng bo ‘ladi. Yuqoridagi 

( 1) tengliklarning har ikkalasini/ va j  vektorlarga skalyar ko‘paytirib,



ап = cos^ ,аи = sin^ a2l = -sin#?, a-,2 = cos#?

fo rm u la la rn i o lam iz. A gar { / , 7 } va j  b az is la r h a r  xil

orientatsiyaga ega bo ‘lsa, j  va / '  vektorlar orasidagi burchak 7U — <p

ga teng bo'ladi. Bu holda ( 1) tengliklarning har birini ( va j  vektorlarga

sk a ly a r k o 'p a y tir ib  an = C0S<p ,an  =  s in $ > , a 2] = s in # > ,

ci22 = — c° s (p fo rm u la la rn i hosil q ilam iz . Bu fo rm u la la rn i (2) 
formulalarga qo ‘yib, mos ravishda quyidagi ikkita formulalarni olamiz:

tenglik o'rinli.
Ikkinchi holda bazislaming orientatsiyalari har xil va koordinatalarni 

almashtirish formulalari

j x  = x'cos<p + y'sin<p + a

\ y  = x ' sm < p -y ' c o s c p  + b

ko‘rinishda bo'ladi. ~  _
Bu holda o ‘tish determ inanti uchun J  / '

x  =  x ' cos cp -  y '  s in  (p + a 

у  =  x ' sin<p +  y '  cos<p + b 
Bu holda o‘tish determ inanti uchun

(3)

tenglik  o ‘rinli b o 'lad i. D em ak, koord inata lar 
sistemesini almashtirganimizda o ‘tish matritsasi- 
ning determ inanti musbat b o ‘lsa, oriyentatsiya 
o 'z g a rm a y d i.  A g ar o ‘tis h  m a tr i ts a s in in g  
determ inanti manfiy bo ‘lsa, oriyentatsiya qarama- 
qarshi oriyentatsiyaga 0 ‘zgaradi.



13-§. Birinchi bob bo‘yicha oraliq nazorat uchun topshiriqlar 
namunalari

Variant №  1

1. a (a  +  b)=  a a  +  a b  tenglikni isbotlang.

2. Berilgan a - 2 i  -  j  + 3k , b = i -  3 j  +  2k  , с =  3/ +  2 j  -  4k 

v ek to rla r u ch u n  ( х , я ) = —5 . ( x ,b ) =  —11 , ( x , c ) =  20 sh artla rn i

qanoatlantiruvchi x  vektorni toping.

3. Uchburchakning A ( - l ; - 2 ; 4 )  , В f  ~4;-2;0J  va C ( 3 ;— 2 ; l )  

uchlari berilgan. Uning В uchidagi burchagini toping.

Variant №  2

1. (a  + /.i)a = aa  + [ла tenglikni isbotlang.

2. U c h b u rch ak n in g  A ( 3 : 2 ; - 3 )  , B ( 5 ; \ ; - \ )  va C(l;—2;l) 
uchlari berilgan. A uchining tashqi burchagini toping.

3. Berilgan a =  2i — j  +  3k , b = i -  3 j  + 2k , с — 3i + 2 j  -  4k 
vektorlarga qurilgan parallelipiped hajmini toping.

Variant №  3

1. (a + b ,c )=(a ,c )+(b ,c ) tenglikni isbotlang.

2. B erilg an  a = a i —3 j + 2 k  b = i + 2 j —a k  v e k to r la r

perpendikulyar bo ‘lishi uchunn a  ning qiymati qanday bo'lishi kerak.
-  я

3. Berilgan a  va b vektorlar orasidagi (p burchak — g ateng lig iva

\ a \ - 4 3  , | b ]= 1 ekanligi m a’lum  bo‘lsa, p - a  + b  va q = a - b  

vektorlarga qurilgan parallelogram yuzasi topilsin.



Variant № 4

1 • [Ла, b ] =  \a, ЛЬ ] = л[а, b ] tenglikni isbotlang.

2. Uchburchakning A ( - 1;-2;4) , B ( - 4 ; - 2 ; 0 j  va c ( 3;-2; l)  
uchlari berilgan. Uning В uchidagi tashqi burchagini toping.

3. 0 ‘ng uchlik tushunchasini keltiring.

Variant № 5
1. Ikkita nokollinear vektorlaming chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

-  л
2. Berilgan a  va ъ vektorlar orasidagi (D burchak — ga tengligi va

6

j о j— л/з , | й j= 1 ekanligi m a’lum  bo 'lsa , p - a  + b  va g = a - b
vektorlar orasidagi burchak topilsin.

3. Chap uchlik tushunchasini keltiring

Variant № 6
1. Uchta nokollinear vektorlaming chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

2- a = i - 3 j  + k ,  b = 2 i ~ j  + 3 k  v e k to rla rg a  q u rilg a n
parallelogramm yuzini toping.

3. Vektor ko‘paytmaning ta ’rifini keltiring.

Variant № 7
1. Bazis va koordinatalar. Dekart koordinatalar sistemasi.

2. Berilgan a  -  { 1 ,0 } ,d  =  {1 ,1} vektorlar orqali с  =  { -  1,0}

vektorni chiziqli ifodalang.
3. Aralash ko'paytm ani aniqlang.

Variant № 8
1. Skalyar ko'paytm aning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib 

chiqaring.

2. U c h b u rc h a k n in g  А(Ъ;Ь;- \)  , В(2;Ъ;Ъ) C ( - 3 ; 5 ; 4 )  
uchlari berilgan. Uchburchakning yuzi hisoblansin.



3. B erilg an  а = {2,-1,Ъ}, b = { l ,  4 , 2} v e k to r la rn in g  v e c to r  
ko‘paytmasini toping.

Variant №  9
1.Vektor ko‘paytm aning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib 

chiqaring.

2 . F azo d a  М (— 5;7;—б ) va N {J’—9\9) n u q ta la r berilgan .

Berilgan a =  {l;—3 ;l}  vektom ing M N  vektor yo'nalishdagi o ‘qqa 

proeksiyasini toping.

3. Berilgan a  =  { 2 , -  1,3 }, b  =  { l ,4 , 2 )  vektorlarning kollinear 

boMish yoki bo ‘lmasligini aniqlang.

Variant №  10
1. Aralash ko'paytm aning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib 

chiqaring.

2 . U c h la r i  A  ( 2 ; - l ; l ) ,  5 ( 5 ; 5 ; 4 )  , C  ( 3 ; 2 ; - l )  ,Z )(4;1 ;3) 
nuqtalarda bo 'lgan tetraedr hajmi hisoblansin.

3. Berilgan a =  {2 ,-1 ,3} , b  =  { l ,4 ,2 } ,c  =  { 3 ,1 ,-  l} vektorlarning 

kom planar bo ‘lish yoki bolm asligini aniqlang.

Variant №  11
1 .Skalyar ko'paytm aning xossalarini keltiring.

-  7  я
2. Berilgan a va b vektorlar orasidagi № burchak — ga tengligi va0

| а |= л /3 , jS |= le k a n l ig i  m a ’lum  b o ‘ls a , p  = a  + b v z q  = a - b  
vektorlari orasidagi burchak topilsin.

3. B erilgan  о  =  {2,-1,3}, b =  {1,4,2}, с  =  { 3 ,1 ,-1} v ek to rla rg a  
qurilgan parallellopipedning hajmini toping.

Variant №  12
l.T o ‘g‘ri chiziqda koordinatalar sistemasini kiriting.



2. B erilg an  a = a i -  3 j  +  2k b = i + 2 j - a k  v e k to r la r  

perpendikulyar bo‘lishi uchunn (X ning qiymati qanday bo ‘lishi kerak .

3. Berilgan ci =  { 2 , -  1,3}, Ъ =  { l ,4 ,2 } ,c  =  {3,1,— l} vektorlaming 
o ‘ng yoki chap uchlik hosil qilshini aniqlang.

Variant № 13
1.Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini kiriting.

2. U chlari 4 2 : - l ; l ) .  S (5 ;5 ;4), C(3;2;-l), Z)(4;l;3) nuqtalarda 
bo'lgan tetraedr balandligi hisoblansin.

3. Berilgan a =  {2,-l,3}, b = {l,4,2},c = {3,1,- l} vektorlaming 
bir tekislikka parallel bo ‘lishi yoki b o ‘lmasligini aniqlang.



II BOB 
TO‘G‘RI CHIZIQLAR VA TEKISLIKLAR

l - § .  Tekislikda to‘g‘ri chiziqlar

1. To‘g‘ri chiziqning umumiy
tenglamasi ‘L

T ekislikda Oxy D ekart
k o o r d in a ta la r  s is te m a s i —  j 
k ir i t i lg a n  b o ‘ls in . A g ar ___________ |_ J ________________ '

tekislikda biror I  to ‘g ‘ri chiziq M o(xo,yo) M (x y )  
berilgan b o ‘lsa, unda yotgan
nuqtalar koordinatalari birinchi 2I-chizm a.
d a r a j a l i  A x  + B y  + С  = 0

tenglam ani qanoatlantirishini k o ‘rsatam iz. Tekislikda yangi O 'x 'y ' 

koordinatalar sistemasini shunday kiritamizki I  to ‘g‘n chiziq absissa 

o ‘qi bilan ustm a-ust tushsin. Yangi O 'x 'y  koordinatalar sistem asida^1 

t o ‘g ‘ri ch iziqdag i n u q ta la rn in g  k o o rd in a ta la ri у ’ =  0 teng lam an i 

qanoa tlan tirad i. Biz O ’x 'y ' k o o rd in a ta la r sistem asidan eski Oxy
koordinatalar sistemasiga o ‘tsak yuqoridagi tenglam a A x  + B y + С  =  0 
ko‘rinishga ega bo ‘ladi. Bu yerda koeffitsientlar quyidagi m unosabatni

qanoatlantiradi: A 2+ B 2 >0
T e sk a r i  m a sa la  q o ‘y a m iz , y a ’n i b e r i lg a n  te n g la m a g a

A x  + B y  + С  =  0 ko‘ra to ‘g‘ri chiziqni aniqlaymiz.

K o o rd in a ta la r i^ x  + i ^  + C  =  0 ten g lam an i qanoa tlan tiruvch i 

М (х 0 y 0) nuqtani olamiz. Agar ,Р bilan m (x q y 0) nuqtadan o ‘tuvchi 

v an  = {A ,B]  vektorga p erp en d ik u ly ar to ‘g ‘ri ch iziqni belgilasak, 

M ( x , y )  nuqta £  to ‘g ‘ri chiziqqa tegishli b o ‘lishi uchun M 0M  vektor



п = {А, В}  vektorga ortogonal bo ‘lishi zarur va yetarlidir. Ortogonallik 
shartini skalyar ko‘paytm a orqali yozsak

tenglam ani hosil qilam iz. Bu tenglam a to ‘g ‘ri chiziqning um um iy 

tenglamasi deyiladi. Agar (1) tenglam ada A  =  0 bo‘lsa, (1) tenglam a 

Ox  o'qiga parallel to ‘g‘ri chiziqni, B  = 0 va С  -  0 bo‘lgan hollarda

mos ravishda Oy  o 'qiga parallel va koordinata boshidan o'tuvchi to ‘g ‘ri 
chiziqlarni olamiz.

Bizga berilgan (1) tenglamaning hamma koeffitsientlari noldan farqli 
bo'Isa, tenglamani

ko‘rinishda yozib va a  = -  belgilashlar kiritib, uni

A x  + By  + С  — 0 , (1)

(2)
A В

У (3)

b

ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglam a 
to ‘g ‘ri ch iz iq n in g  kesm alardag i 
tenglamasi deyiladi. Bu holda to ‘g‘ri 
chiziq koordinata boshidan o ‘tmaydi 
va koordinata o ‘qlaridan kattaliklari

mos ravishda a  va b  larga teng 
b o ‘lgan kesm alarni a jra tad i. Bu

x tenglam a to ‘g ‘ri chiziqni chizish 
uchun qulaydir.

22-chiznia.



2-§ . To‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi

T o‘g‘ri chiziqqa parallel har qanday vektor to ‘g‘ri chiziqning 
yo‘naltiruvchi vektori deyiladi. Agar to ‘g‘ri chiziqning bitta nuqtasi va 
yo‘naltiruvchi vektori berilgan bo‘lsa,uning tenglamasini tuzish masalasini

qaraylik. Agar a = { l ,m}  yo‘naltiruvchi vektor bo ‘lib, M ( x q ,}>q) 

nuqta to ‘g ‘ri chiziqqa tegishli bo‘lsa, to ‘g‘ri chiziqning har bir M { x , y )

nuqtasi uchun M 0M  vektor a  = { i , m }  vektorga kollinear bo‘lishi 

kerak. Kollinearlik shartini yozsak, quyidagi tenglam ani olamiz:

x  — Xn У ~ Уо 
l m

Bu tenglam a to ‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi. 
Yuqoridagi (4) tenglam aning o ‘ng va chap tom on larin i?  bilan 

belgilasak quyidagi param etrik tenglam alarni olamiz:

x  = x q + & ,  y  = y o + m t

Agar abssissa o ‘qiga parallel bo ‘lmagan L  to ‘g‘ri chiziq OX o ‘qini 
A nuqtada kesib o ‘tsa,abssissa o ‘qi bilan to ‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni 
(p bilan belgilaymiz. Burchak (p yagona ravishda tanlanishi uchun 
to ‘g‘ri chiziqning birorta yo'naltiruvchi

a  =  { i , m \  vektorini tanlab burchakni

OX o ‘qidan yo‘naltiruvchi vektorga soat 
m ili yo ‘nalishiga qarshi yo‘nalishda 
h is o b la y m iz . Bu b u rc h a k n in g

tangensini к  bilan belgilasak

k
in

t e n g l ik n i  h o s il q ila m iz . T o ‘g ‘ri 

c h iz iq n in g  b iro r ta  М ( х $ , у § )  
nuqtasini bilsak, uning tenglamasini



У - У 0  =  к ( х ~ х 0 )  ( 5 )

ko'rinishda yoza olamiz. T o‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni hisoblash 

formulalarini keltirib chiqaramiz. Agar L\  va / ,?  to ‘g‘ri chiziqlar

A xx  +  B\у  +  C j =  0  va A'yX +  В 2 У ~b C 2  ~  0  
tenglam alar bilan berilgan bo'Isa, ular orasidagi burchak ularning

Щ = { 4 , ^ } ,  П2 = {A2 , B 2 } normal vektorlari orasidagi burcliakka 

tengdir. Vektorlar orasidagi burchak bizga m a’lum bo'lgan

Ал An  4" B')
COS ( p -  1 1 “

A f  + B ?  -\JA2 + B \  (6)

formula bilan hisoblanadi. Agar Z j va Zo to 'g 'ri chiziqlar mos ravishda

x - jc ,  _  y - y x x - x 2 y - y 2

£ x m x va l 2 m2 ^

tenglam alar bilan berilgan bo'Isa, bu to 'g 'ri chiziqlar orasidagi burchak,

u larn ing  y o 'n a ltiru v ch i ax={(tx,mx} va a2 = { l2,m2} vek torlari
orasidagi burchakka tengdir. Bu holda ham to 'g 'ri chiziqlar orasidagi 
burchak skalyar ko'paytm a yordamida

cos cp --------- — ------ ----------

fo rm u la  b ilan  h iso b lan ad i. T o 'g 'r i  ch iz iq la rn in g  para lle l yoki 
perpendikulyar bo'lishi mos ravishda ularning normal vektorlari (agar 
u la r (5) ten g lam a la r b ilan  berilgan  bo 'Isa ) yoki y o 'n a ltiru v ch i 
vektorlarning (agar ular (7) tenglamalar bilan berilgan bo'Isa) parallel 
yoki perpendikulyar bo'lishiga ekvivalentdir. Shuning uchun

4 -  =  ^ -  va A iA i  +  B ,B 2 = 0  
A 2 B 2

tengliklar to 'g 'ri chiziqlarning parallellik va perpendikulyarlik shartlaridir. 
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Mustaqil ish — 1. Agar to ‘g‘ri chiziqlar (7) tenglam alar bilan berilgan 
bo‘lsa, ularning parallel yoki perpendikulyar bo ‘lishi shartlarini yozing.

T o‘g‘ri chiziqlar mos ravishda

у  =  k xX + b Y va у  -  к 2х  +  b2 (9)
tenglam alar bilan berilgan b o isa , ularning absissa o ‘qi bilan hosil qilgan 

burchaklarini OL\ va Ot2 bilan belgilasak, to ‘g ‘ri chiziq lar orasidagi 

burchak (p uchun

( p - a 2 -a , 
tenglik o ‘rinli b o iad i. Bu tenglikdan

i  \  t g a 2  ~  *ga \ h  ~  k \tg (p  =  t g { a 2 - a {) = - f - f — f - L  =
1 + t g a lt g a 2 1 +  к 1к 2

(10)

formula orqali

k 2 ~ k \
tg(p

1 +  к хк 2 

m unosabatni hosil qilamiz.

Mustaqil ish-2. To‘g‘ri chiziqlar (9) tenglamalar bilan berilgan bo isa, 
ular uchun paralellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

3-§. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘Igan masofa

Bizga £ to ‘g‘ri chiziq berilgan b o isa , koordinata boshidan o luvch i 

va I  to ‘g‘ri chiziqqa peфendikulyar to ‘g‘ri chiziqni L bilan, ularning

kesishish nuqtasini M q bilan belgilaymiz. Agar n  bilan L to ‘g‘ri 
chiziqning birlik yo‘naltiruvchi vektorini belgilasak, и

« = {cos 6̂ , sin
ko‘rinishga ega boiad i.



uchun OM  vek tom ing  L t o ‘g ‘ri ch iziqqa proeksiyasi О М  л

vektoming uzunligiga teng bo ‘lishi zarur va yetarlidir. Agar O M q 

vektoming uzunligini p  bilan belgilasak,

p r -O M  =p

tenglikni hosil qilamiz. Proeksiyani skalyar ko‘paytma orqali ifodalash 
natijasida biz

xcosO  +  y s m d  -  p  = 0
tenglam ani hosil qilam iz. Bu tenglam a to ‘g‘ri chiziqning norm al 
tenglamasi deyiladi.

Agar M (x ,y )  nuqta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, N q  bilan 

M (x ,y )  nuqtaning L  to ‘g ‘ri chiziqdagi proeksiyasini belgilasak,

M qN q kesma kattaligi uchun quyidagi M qN q = O N q — O M q =

= O N q ~ p  ten g lik n i hosil q ilam iz . Bu yerda O N 0 = pr-O M  

bo‘lganligi uchun

M 0N 0 = x c o s 0  +  j y s i n #  -  p

form ula M qN q kattalikni hisoblash im konini

beradi. Bu kattalik M ( x , y )  nuq tan ing / to ‘g‘ri

chiziqdan chetlashishi deyiladi. Chetlashishning

absolyut qiymati M { x , y )  n uq tadan / to ‘g‘ri

M  chiziqqa b o ‘lgan masofaga tengdir. D em ak, 
n u q ta d a n  t o ‘g ‘ri
c h iz iq q a c h a  b o 'lg a n  

X  masofani hisoblash uchun
to ‘g‘ri chiziq tenglamasini



norm al ko‘rinishga keltirish keyin esa nuqta koordinatalarini norm al 
tenglam aning chap tom onidagi o ‘zgaruvchilar o ‘m iga qo'yish yetarlidir.

T o ‘g‘ri chiziqning um um iy tenglamasini norm al ko‘rinishga keltirish 
uchun uning ikkala tarafmi

1 

A 2 +  B 2

ifodaga ko‘paytirish zarur bo ‘ladi. Bu yerda t C  = —p  tenglik bajarilishi

kerak. Shuning uchun t  ifodaning ishorasi С  n*nS ishorasiga qaram a- 
qarshi bo ‘lishi lozimdir.

4 -§ . Fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziq tenglamalari

4. 1 Tekislikning umumiy tenglamasi

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan va unda a  tekislik 
berilgan b o ‘lsin. Bu tekislikka tegishli nuqtalar koordinatalari birinchi 
darajali chiziqli tenglam ani qanoatlantirishini ko ‘rsatamiz. Tekislikka

tegishli M 0 (x0 , y 0, z 0) nuqtani olib, a  tekislikka perpendikulyar 

b i ro r ta  v e k to rn i  n  b ilan

belgilasak, M ( x , y , z ) nuqta a  
tekislikka tegishli bo ‘lishi uchun

M qM  vektorning n  vektorga 

p erp en d ik u ly ar b o ‘lishiga teng  

k u ch lid ir. D em ak , M ( x , y , z )  
nuqtaning koordinatalari

A ( x - x 0) + B ( y - y 0) + C ( z  -  z 0) = 0
tenglam ani qanoatlantirishi kerak. Agar D =-A x(i- By0-C z() belgilashni 
kiritsak,



Teskari masala qo'yamiz: A x  +  By  +  Cz +  D  =  0  tenglam a berilgan 
bo‘lsa, koordinatalari berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar 
to ‘plami tekislikni hosil qilishini ko‘rsatamiz. Koordinatalari berilgan

perpendikulyar tekislikni a  bilan belgilasak, bu tekislikdagi nuqtalarning 
koordinatalari berilgan tenglam ani qanoatlantirishini ko ‘ram iz. Va 
aksincha , k o o rd in a ta la ri berilgan  ten g lam an i q an o a tlan tiru v ch i

nuqtalarning har biri a  tekislikka tegishlidir.

4.2 Berilgan uchta nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi

F azo d a  b ir  t o ‘g ‘ri ch iz iq d a  y o tm ay d ig an  ( x ( , y t , Z { ) ,

nuqtalar berilgan bo ‘lsa,ulardan o ‘tuvch i<2 tekislik tenglamasini 

tuzaylik. Fazoning M { x , y , z )  nuqtasi a  tekislikka tegishli b o ‘lishi

tenglamani qanoatlantiruvchi birorta :0 , y 0 ,Z 0 J nuqtani olib, 

= { A , B , C }  v ek to rg a

Щ ( х 2 уУ292 2 ),  M 3(x3, y 3,Z3)

M tM, M ,M 2, М гМ % v ek to ria r- 
larning kom planar bo‘lishiga teng 
k u c h lid ir .  Bu v e k to r la m in g  
aralash ko‘paytmasi nolga teng 
bo 'lish in i koord inata la r orq^li 
yozsak

x ~ У - У i z - Z j  

x 2 -X , y 2 - y ] z 2 - z ,  = 0

Хъ - X x Уг - У х Z j - Z j



4.3 Berilgan nuqtadan o‘tuvchi va ikki vektorga parallel tekislik
tenglamasi

Bizga fazoda M q ( x q , y Q, Z0 )  nuqta va n o k o llin e a ra ,^  vektorlar

berilgan b o is in . Berilgan nuqtadan o ‘tuvchi va a ,  b  vektorlarga parallel

d  tekislik tenglam asini tuzaylik. Bu ho lda M ( x , y , Z )  nuqta cc

tekislikka tegishli bo ‘lishi uchun M qM  , a ,  b  vektorlarning kom planar 

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Agar a = [a{, a 2, a3},b = {bt , b 2,b3} bo 'lsa^aralash k o ‘paytm ani 

koordinatalar orqali yozsak

У ~Уо z ~ z o 
й, a 2 o 3 

b\ b2 b3

tenglam ani hosil qilamiz.

27-chizma.

4. 4 Ikki tekislikning o‘zaro vaziyati

Bizga dekart koordinatalari kiritilgan fazoda a  va f t  ikkita tekisliklar 
m os ravishda quyidagi tenglam alar bilan berilgan bo ‘lsin:

a : A  ,x  +  5 ,> ’ +  C 1z + Д  = 0 ,  /? :  A  2x  +  B 2y  + C 2z  + D 2 =  0 .

Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning norm al vektorlari orasidagi

burchakka tengdir. Ularning щ = { A l , B l , C l ] va n 2 = { A 2, B 2, C 2} 
norm al vektorlari orasidagi burchakning kosinusini



fo rm ula  b o ‘y icha h iso b lash n i a 
bilamiz. Tekisliklarning parallellik 
sharti ularning mormal vektorlari 
p a ra lle liig ig a  te n g  k u c h lid ir . 
Shuning uchun bu shart

5-§. Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofani hisoblash

Fazoda a  tekislik berilgan bo'lsa, koordinata boshidan bu tekislikka 
perpendikulyar £ to ‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz va bu to ‘g‘ri chiziqning, tekislik

bilan kesishish nuqtasini M 0 bilan belgilaymiz. T o‘g‘ri chiziqning ()Mo

vektorga parallel yo'naltiruvchi b irlik^ vektorini

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerda e vektoming koordinata o‘qlari 

bilan hosil qilgan burchaklari mos ravishda сс,/3,у harflari bilan

belgilangan. Agar M 0 nuqta koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, e

N

k o 'rin ishda  yoziladi. T ek islik 
larning perpendikulyarlik sharti 
u la rn in g  n o rm a l v e k to r la r i  
perpendikulyarligiga teng kuchli va

ko‘rinishda yoziladi.
AjA-y + B^B-, + C |C 7 — 0

a 2 b 2 c 2
M

28-chizma.



vektor sifatida £ to ‘g‘ri chiziqqa parallel ixtiyoriy vektorni olish mumkin. 

Bu vektom ing tanlanishi £ to ‘g ‘ri chiziqda yo‘nalishni aniqlaydi va 

£ to ‘g‘ri chiziq o ‘qqa aylanadi. Fazoning M ( x , y , z ) nuqtasi or tekislikka

tegishli bo ‘lishi uchun O M  vektom ing ({ o ‘qqa proeksiyasi О М  о vektor 
uzunligiga teng bo'lishi lozimdir. Demak,

p r-O M  =  p

tenglik o 'rinli bo‘ladi. Bu yerda p  - koordinata boshidan a  tekislikkacha

bo 'lgan masofa). Bu tenglikda e vektom ing birlik vektor ekanligini 
hisobga olib, tenglikni

p r O M  = ( е ,О м )

k o ‘rin ish d a  yozam iz. S kalyar k o ‘p ay tm an i k o o rd in a ta la r  o rqa li 
ifodalasak,yuqoridagi tenglik

x c o s a  + y c o s / 3 + z c o s y  -  p  = 0 
ko ‘rinishga keladi. Bu tenglam a tekislikning norm al tenglamasi deyiladi.

Bu ten g lam a  y o rd a m id a  b e rilg a n  M (x 0, v0, z 0) n u q tad an  a  
te k is lik k a c h a  b o ‘lg an  m a so fa n i h iso b la sh  m u m k in . B erilg an  

M { x 0, y 0, z 0)nuqtadan  a  tekislikkacha b o ‘lgan m asofanid  bilan,

M { x 0 , y 0, z 0)  nuqtaning £ o ‘qdagi proeksiyasini N  bilan belgilasak,

yo 'nalishga ega b o ‘lgan M 0N  kesm aning kattaligi A/l ( x 0, y 0, z 0 )

nuqtaning a  tekislikdan chetlanishi deyiladi. Bu chetlashishni $  bilan 
belgilasak

8  =  M aN  =  O N  -  O M 0 

tenglik o ‘rinli bo'ladi. Bu yerda p  =  O M 0 tenglikni hisobga olsak 

8  =  O N  -  p

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda O M  vektorning O N  proyeksiyasini 
skalyar ко‘paytma orqali yozsak,



8  -  x 0 co s  а  +  _у0 cos /? +  z 0 cos у  -  p  

formulani olamiz. Bundan esa d  uchun

j  _  j A x 0 + By* + '̂-0 + D
| л /л 2 + B 2 + C T

formulani topamiz.

Biz oldingi paragraflarda tekislikda nuqtadan to ‘g‘ri chiziqqacha 
m asofa form ulasini ham  keltirgan edik. T o 'g ‘ri chiziq va tekislik 
tenglamalarini vektor ko'rinishda yozib, biz ikkita formulani bitta for
mula ko‘rinishida yozishimiz ham  mumkin. H aqiqatan tekislikning

(to‘g‘ri chiziqning) normal vektorini n  =  \A .B ,C \  ( to ‘g‘ri chiziq uchun 

n = {A-#}) ko‘rinishda ,tekislikka tegishli (to‘g‘ri chiziqqa tegishli) nuqta 

radius vektorini r0 bilan belgilasak, tekislik (to ‘g ‘ri chiziq) tenglamasini 

( г - г „ , л ) = 0

k o 'r in is h d a  y o z ish im iz  m u m k in . R ad ius —vek to ri r, b o ‘lgan

M ( x 0, y 0, z 0)  nuqtadan tekislikkacha (to ‘g ‘ri chiziqqacha) bo ‘Igan 
masofa skalyar ko‘paytm aning moduliga tengdir:

(
-  — n 

d =  r , - r 0, p -
j \nIV I /

6-§ . Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari

Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga ( to ‘g‘ri chiziq 

berilgan b o ls a ,  a = {ci}, a 7, a , } v e k to rf  to ‘g ‘ri chiziqqa parallel 

vektorlardan bittasi bo‘lsin, M (x0. v0. z 0 ) esa to ‘g‘ri chiziqqa tegishli



b iro rta  n u q ta  b o ‘lsin. B erilgan M (x 0,.y0, z 0) n u q tan in g  rad ius- 

Vektorini r0 bilan belgilasak, fazoda radius-vektori ^  bo'lgan M { x , y , z )

nuqtaning to ‘g‘ri chiziqqa tegishli bo ‘lishi r - r 0 va a  =  {ctA, a 2, a 3} 
vektorlarning parallelligiga teng kuchlidir. Bu shartni

r  = r0 +at  ( 1)

ko‘rinishda yozib,to‘g‘ri chiziqning vektor ko‘rinishdagi tenglamasini 

olamiz. Bu yerda / param etr -o o d a n  oogacha o ‘zgarganda r  vektor 

oxiri I to ‘g‘ri chiziq nuqtalarini hosil qiladi. Yuqoridagi tenglam ani 
koordinatalar orqali yozsak

x  =  x 0 + a , f  , y  = y 0 + a 2t , z  = z 0 + a 3t 
tengliklarni hosil qilamiz. Bu tenglam alar to ‘g‘ri chiziqning param etrik 
tenglam alari deyiladi. Agar bu tenglam alardan t  ni yo‘qotsak

У - У о  z ~ z o
----------= ----------- = -----------  (2)

a x a 2 a 3

teng lam a kelib chiqadi. Bu tenglam a/? to ‘g ‘ri chiziqning kanonik 
tenglam asi deyiladi.

6.1 Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Fazoda radius-vektorlari mos ravishda r , , r7 bo‘lgan M , (x ,, v, )

va M 2( x i , y 2, z 2) nuqtalar berilgan b o ‘lsa, bu nuqtalardan o ‘tgan £

t o ‘g ‘ri ch iz iq  u ch u n  r , - 7", vek to r y o 'n a ltiru v c h i vek to r b o ‘ladi.

Yuqoridagi (1) tenglamadagi vektor o ‘m iga r2 — r[ vektorni qo‘ysak,

M 0(x0, y 0, z 0) nuqta sifatida M }( x , , , z , )  nuqtani o lsak f to ‘g‘ri 

chiziqning vektor ko‘rinishdagi param etrik tenglam asini



ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglam ada /  param etrni yo'qotib, 
uni koordinatflar orqali yozsak f  to ‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini

x ~ * i  У - У  i z - z l
(4)

*2 “  *1 У2 ~  У1 22 “  *1 
ko'rinishda hosil qilamiz.

6.2 To‘g‘ri chiziq ikkita tekislikning umumiy qismidir

Bizga £ to ‘g ‘ri chiziq kanonik

x - x 0 = y - y 0 _  z - z 0

ax a2 a,
tenglama yordamida berilgan bo'lsin. Bu tenglam adan quyidagi ikkita 
tenglam alam i hosil qilamiz

x - x 0 y - y 0 y - y 0 ^  z - z 0 

a, a 2 ’ a 2 a3 ^
Bu tenglam alam i

a 2( x -  x 0) -  a , (y  -  ) =  0 , a ?( y - y 0) - a 2( z - z 0) = 0 

ko‘rinishda yozsak £ to ‘g‘ri chiziq

a 2( x - x 0) - a \ ( y - y 0) = 0  va a 3( y - y 0) - a 2( z - z 0) = 0 
tenglam alar bilan aniqlanuvchi tekisliklarning kesishishidan iborat 

bo ‘lishini ko'ram iz. Agar bizga ikkita a  v a p  tekisliklar

A, x  + 5 , ^  +  C ,z  +  D, =  0 va A 2x  + B 2y  + C2z  + D 2 = 0 
tenglam alar bilan berilib

Ч  Я, C, '
^A2 B2 C2 ;

matritsaning rangi 2ga teng b o ‘lsa,ular parallel bo'lm aydi va birorta £ 
to ‘g‘ri chiziq bo‘ylab kesishadi. Bu to ‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini



tuzish uchun uning birorta nuqtasini va bitta yo‘na!tiruvchi vektorini 
bilishimiz yetarli. Biz koordinatalari

A { x  + B xy  + C xz  +  D x -  0 

A  2x  + B 2y  + C 2z  + D 2 = 0 

sistem ani q an o a tla n tiru v iM 0(x0, y 0, z 0) n u q tan i to p ib ,^  t o ‘g ‘ri 

c h iz iq n in g  y o 'n a lt i ru v c h i  v ek to ri s ifa t id a  n x =  {AX, B X, C X} va

n2 = { A 2, B 2, C 2} vektorlaming vektor ko‘paytm asini olam iz,chunki 

bu vektor ko‘paytm a £ to ‘g‘ri chiziqqa paralleldir.

7-§ . Fazoda nuqtadan to ‘g ‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani 
hisoblash

Bizga fazo d a  £ t o ‘g ‘ri ch iz iq  va u n g a  teg ish li b o 'lm a g a n

M x (x ,, y , , z x) nuqta berilgan bo'lsin. Biz bilamizki to ‘g‘ri chiziq va
unga tegishli bo‘lmagan nuqta orqali bitta tekislik o ‘tkazish mumkin. 
Tekislikda nuqtadan to ‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani hisoblashni 
oldingi paragraflarda o ‘igangan edik. Buning uchun biz to ‘g‘ri chiziqning 
tekislikdagi tenglam asini va nuqtaning tekislikdagi koordinatalarini 
bilishimiz kerak. Lekin bu ish har doim qulay bolm aganlini uchun biz 
bevosita £ to ‘g ‘ri chiziqning

r  = r0 + at
te n g la m a s id a n  fo y d a la n m o q c h im iz . B izga t o ‘g ‘ri c h iz iq n in g  

M o(xo ,,yo ,2o )nuqtasi va uning yo 'naltiruvch i a  vektori m a’lum .

Agar N  nuqta £ to ‘g‘ri chiziqqa tegishli b o ‘lib, M x (x ,, y x, z x) va 

N  nuqtalardan o'tuvchi to ‘g‘ri chiziq^ to ‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar 

bo‘lsa, M , (x ,, у ,,  z , ) va N  nuqtalar orasidagi masofa M , (x ,, y x, z x) 

nuqtadan £ to ‘g‘ri chiziqqacha bo'lgan masofadir. Biz N M X vektorni



ko'rinishda yoza olamiz. Bu yerda cl =  |N M { | , e esa N M X vektor bilan 

bir xil yo‘nalishga ega bo'lgan birlik vektordir. Xuddi shunday ^  vektomi

a = a e,

ko‘rinishda yozib, N M X va a  vektorlaming vektor ko‘paytmasi uchun

7V M ,,a]=  d a  e5, e 2]

tenglikni olamiz. Bu tenglikdan

d
N M ,, a

a

formulani hosil qilamiz. Lekin bu formulada N  nuqta koordinatalari 
nom a’lum bo‘lganligi uchun biz undan bevosita foydalana olmaymiz.

Lekin chizm adan ko‘rinib turibdiki, biz NM,  vektorni



N M , = r ,  ~ ( r 0 + a t x)

ko'rinishda yoza olamiz. Bu yerda ^  -param etm ing N  nuqtaga mos

keluvchi qiymatidir. Endi bu ifodani yuqoridagi formulaga qo‘yib, a t i , a 
vektorlam ing vektor ko‘paytmasi nol vektor ekanligini hisobga olib,

fo- г0,я]

a

formulani yozamiz. Bu formulani koordinatalar orqali yozsak, u

2 2 2
У \ Уо z \ z o

+
*1 *0 z \ z o

+

О1=40
К1!-Г

J
a 2 ci3 a x a. a} a 2

V ~> "> . 2 a f  + a 2 + a ,

ko'rinishga keladi.

8-§ . To‘g‘ri chiziqlarning o ‘zaro vaziyati

Bizga ikkita t x, l 2 to ‘g‘ri chiziqlar m os ravishda

x ~ x i _  У ~  У\ _  z ~ z i x - x 2 _  у  -  у  2 _  z - z 2

a i ci 2 я 3 bx ^2

kanonik tenglam alar yordamida berilgan bo‘lsin. Bu tenglamalami vektor 
ko‘rinishda yozsak ular

r  -  r, +  a t  va r  =  r2 +  as  
ko'rinishlarga keladi.

ParallelHk. Bu to ‘g‘ri chiziqlar bir tekislikda yotib, kesishmasa ular 

parallel to ‘g ‘ri chiziqlar deyiladi. Agar biz uchta r2 -  r, =  M { M 2 , a  va



b vektorlaming bir tekislikda yotishi shartini yozsak

C2 ~ * l У2 - У 1 Z2 ~ Zl
a-, a .

bx b2 b}

=  0

tenglikni hosil qilamiz. T o‘g‘ri chiziqlar parallel bo'lmaganligi uchun a

va b vektorlar o ‘zaro kollinear emas.
Ayqash to‘g ‘ri chiziqlar. T o‘g‘ri chiziqlar bir tekislikda yotmasa ular

ayqash to ‘g‘ri chiziqlar deyiladi. Bu holda r2 ~ r { = M lM 2 , a  va 

b vektorlar kom planar bo ‘lmaganligi uchun

*2 -  *1 У2 - У 1 Z2 ~ Z\
a 2 а ъ

К

tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi.

Agar to ‘g‘ri chiziqlar kesishsa r2 - r x -  M {M 2 , a  va b vektorlar 

kom planar bo'ladi, a  va b vektorlar esa kollinear emas.

9-§ . Ikkita ayqash to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofa

Biz ikkita

r =  r, + at  va r  =  r2 + bs

tenglam alar bilan berilgan t x, l 2 ayqash to ‘g‘ri chiziqlar orsadagi

masofani hisoblash formulasini keltirib chiqarmoqchimiz. Ikkita 
to ‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofa

d  =  in f  d ( A , B ) , A e  £ {, B  e  i 2

form ula b o 'y ich a  an iqlanadi. Bu yerda d ( A , B ) -  A v aB nuq ta la r



orasidagi masofadir. Agar to ‘g‘ri chiziqlar kesishsa ular orasidagi masofa 

nolga teng bo'ladi. Parallel ^  , /  2 to ‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofani

hisoblash uchun bitta A e  £ } nuqtani olib undan £ 2 to ‘g‘ri chiziqqacha 
bo‘lgan m asofani hisoblash yetarlidir. T o ‘g‘ri chiziqlar ayqash bo‘lgan

holda biz aw alo  mos ravishda ^ , . , / 2to ‘g‘ri chiziqlarga tegishli bo'lgan 

A 0 va B 0 nuqtalar mavjud bo 'lib , bu nuqtalardan o 'tuvchi to ‘g‘ri 

chiziqning £ , ,  1 2 to ‘g‘ri chiziqlarga peфendikulyar ekanligini ko'rsatamiz. 

Buning uchun biz A 0B 0 vektorni

A 0B 0 = (r 2 + b s 0) - ( / ' ,  + a t 0)

ko'rinishdayozib, uning a va b vektorlarga peфendikulyarlik shartlarini 
yozamiz. Bu shartlarni skalyar ko‘paytm a orqali yozsak,ular

ko‘rinishga keladi. Bu tengliklar s 0, t 0 nom a’lumlarga nisbatan chiziqli

tenglam alar sistemasidan iboratdir. Bu sistemaning asosiy determinanti д  
noldan farqli, chunki

m unosabat o ‘rinlidir. Demak, (5) sistema yagona yechimga ega,ya’ni 

(A 0, B 0) juftlik yagonadir. Endi A 0B 0 kesma uzunligi to ‘g‘ri chiziqlar 

orasidagi masofaga tengligini ko‘rsatamiz. Buning uchun mos ravishda 

£ j , £ 2 to ‘g ‘ri chiziqlarga tegishli va radius -  vektorlari

rx + at , r2 +bs 
vektorlardan iborat A, В  nuqtalar uchun



И я | 2 | 4 А |
tengsizlikni isbotlaymiz.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun vektorni

AB  = (r2 -  r , )+  (b s - a t ) =  (r2 -  r, +  bs0 -  a t Q)+  (.5: -  ,s0)b + ( t - t Q)a 
ko‘rinishda yozamiz. Bu ifodada

A Bo = ri ~ rt + b s0 - a t 0

tenglik o‘rinli. Ikkita o‘zaro perpendikulyar p , q  vektorlar uchun 

-  -  , - 2  - 2  
( p  + q)-  = p  + q  

tenglik o'rinlidir. Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi deyiladi. 
Bu tenglikni

p  = A 0B 0 , q = ( s - s 0'jb + ( t - t 0)a  
vektorlar uchun yozsak,

A B '  = (r2 - r, + bs0 - a t 0)~ +  [(5- s 0)b + ( t - r a)ci]2 
tenglikni olamiz. Bu tenglikdan esa

AB > (r2 -  rx +  bs0 - a t 0J  =  A0B0 2

tengsizlikni hosil qilamiz. Endi A0B0 kesma uzunligini hisoblash uchun

formulani keltirib chiqaramiz. Shu maqsadda A 0B 0,a ,b  vektorlaming 

aralash ko ‘paytmasini tekshiramiz. Aralash ko'paytm a moduli uchun

A qB q a b |= |Л 0Б 0||[ а ,б ] | 

tenglik o ‘rinli ekanligini bilamiz. Bundan esa

d  = \A0B 0 \ =
A 0B 0 ab

aS\

munosabatni olamiz. Aralash ko'paytmadagi A 0B 0 vektorni 
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А 0В 0 — А 0А Х +  А ХВ Х +  В ХВ 0

ko'rinishda yozamiz. Bu yerda A x e  £ X, A 2 e  12 va OAx =  rt ,O A 2 = r2 ■

Shuning uchun A 0A X vektor a  vektorga, B 0B X vektor esa b vektorga 

paralleldir. Bularni hisobga olsak

formula kelib chiqadi. Bu formulani koordinatalar yordam ida yozsak ,u

ko'rinishga keladi.
Mustaqil ish uchun topshiriq. Berilgan A  x  + B y  + Cz + D  = 0 tekislik

C E  kesm ani kesishi shartini yozing.

10-§. To‘g ‘ri chiziq va tekislikning o ‘zaro vaziyati

Bizga £ to ‘g‘ri chiziq

x - x 0 _ y - y 0

A , B , a b

abs
x i ~ *1 У2 - У  1 Г2 ~  

ax ci2 a3

b, b-, b4

ci

d  =

a a

tenglam a bilan, a  tekislik

A  x  + B y  + Cz + D  =  0



tenglama bilan berilgan bo‘lsa, ulam ing tenglamalari bo‘yicha o ‘zaro 
vaziyatini aniqlamoqchimiz.

Tekislik va to ‘g‘ri chiziq orasidagi burchak to ‘g‘ri ch iziqn ing  
yo'naltiruvchi vektori va tekislik normal vektori orasidagi burchakning

— gacha bo 'lgan to ‘ldiruvchisiga tengdir,ya’ni a g a ra  =  { a j ,a 2 a 3}

va n -  {A, B ,C } vektorlar orasidagi burchak у/ ga teng bo ‘lsa,tekislik va

я
to ‘g‘ri chiziq orasidagi ^ b u rch ak  ~ ~ W  ga tengdir. Bu burchak

Aa, + Ba~, +  C a ,
Sill (p =  ~ y .= . *' - , ~ - ~

"V̂ 2 + В 2 + C 2 + Ct-> + Й3

formula bo ‘yicha hisoblanadi. Tekislik va to ‘g‘ri chiziqning paralellik 
sharti

Aa, +  Bci~, +  C a, =  0 

tenglikka, perpendikulyarlik sharti esa

A = B_ = £

a, a 2

munosabatga teng kuchlidir.
Agar

A  x 0 +  B yQ + C z0 + D  =  0 va A a } +  B a2 +  C a3 = 0 

tengliklar bajarilsa £ to ‘g‘ri chiziq a  tekislikda yotadi.

l l - §  Mustaqil ish uchun topshiriqlar

1. Uchta tekislik

А ^ х  +  B y y  +  C jZ  +  D j  =  0 ,

A 2 X +  В 2 У  +  D 2  — 0 »



А3х +  В3у  +  C3z  + D3 =  О
tenglamalar bilan berilgan bo ‘Isa, ulaming bir nuqtada kesishish shartini 
toping.

2. Ikkita parallel bo'lmagan to ‘g ‘ri chiziqlar

Axx +  Bxy  +  Cj =  0 ,  

A2x +  B2y  +  С') =  0
tenglamalar bilan berilgan b o ‘lsa,u lar hosil qilgan burchakning 
bissektrissalari tenglamalarini fuzing.

3. Berilgan М{х^,у^) nuqtadan o'tuvchi va у  = kx  + b to ‘g ‘ri

chiziq bilan m a’lum<p burchak tashkil qiluvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamasini 
fuzing.

4. Uchta to ‘g ‘ri chiziq

AjX + Bxy  + Cj =  0 ,

A 2 x  +  B2y  +  C* 2 =  0,

A3x + B3y  + C3 =0
tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa,ulaming bir nuqtada kesishish shartini 
toping.

5. Ikkita parallel bo ‘Imagan tekisliklar

Axx + Bxy  + CjZ + Dx — 0 ,  

AjX + B2y  + CjZ + D2 — 0,
tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa, ular hosil qilgan ikki yoqli burchaklar 
uchun bissektorial tekisliklar tenglamalarini tuzing.

6. Ikkita parallel bo ‘Imagan tekisliklar

Axx + Bx у  + Cxz  + Dx — 0 ,  

A2x + B2y  + C2z  + D2 = 0,

tenglam alar bilan berilgan b o ‘lsa, berilgan M x{xx,yx,z^) va 

M 2 (x 2^ y i ^ l )  nuqtalarning tekisliklar hosil qilgan ikki yoqli



burchaklarga nisbatan holatini aniqlang.
7. Berilgan tekislikning kesmani kesishi shartini yozing.
8. Ikkita parallel bo‘Imagan to‘g ‘ri chiziqlar

Axx  +  B xy  +  C | = 0^

A jX  +  В 2 У +  C*2 =

tenglamalar bilan berilgan bo ‘Isa, koordinata boshi va berilgan M j (x j , y ] )
nuqtaning to ‘g ‘ri chiziqlar hosil qilgan burchaklarga nisbatan holatini 
aniqlang.

9. Berilgan M x{x x, y ^ z x) nuqtadan o ‘tuvchi va

A\X +  B \y  +  C\Z +  D x = 0  tekislikkaperpendikulyarto'g’richiziqning 
tenglamasini yozing.

_  ^ z 3 . - Z z h - £ z I o
10. To‘g ‘ri chiziq I ~  щ ~  p  tenSloma bilan

berilgan b o ‘Isa, bu to ‘g ‘ri chiziq va unga tegishli b o ‘Imagan 

Л/ j  (x j ) nuqtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
11. Affin koordinatalar sistemasini aniqlovchi bazis vektorlari orasidagi

n
burchak — ga teng bo ‘Isa,

4x -  5у  +  7  =  0 va 9x +  4y  — 11 =  0
tenglamalar bilan berilgan to ‘g ‘ri chiziqlar orasidagi burchakni toping.

n
12. Affin koordinatalar sistemasi o'qlari orsasidagi burchak —ga

teng bo ‘Isa, uchlari A (-\,2 ),B {\.,\)>  С  2 , - ~
v

nuqtalarda bo ‘Igan

uchburchakning AB tomoni va С uchidan tushirilgan medianasi orsaidagi 
burchakni toping.



13. Quyidagi uchta to ‘g ‘ri chiziq bitta nuqtada kesishadimi?

Зх -  у  - 1  = 0 ,2x -  _y + 3 = 0 , x - > '  + 7 = 0
14. Ikkita to ‘g ‘ri chiziq 

x - 3 y  + 10 = 0 ,

2x +  у  -  8  = 0

tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa, bu to ‘g ‘ri chiziqlar orasidagi qismi 

P (0 ,l)  nuqtada teng ikkiga bo‘linuvchi to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

15. Uchburchak tomonlari

2x — _v +  3 = 0 , x  + 5 j f ~ 7  = 0 va3x — 2y + 6 = 0
tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa, uning balandliklari tenglamalarini tuzing.

16. To ‘rtburchak tomonlari

x — y  = 0 ,  x + 3y = 0,  x - y -  4  =  0 ,  3x + _ y -12  = 0
tenglamalari bilan berilgan. To ‘rtburchak diagonallari tenglamalarini tuzing.

17. Uchburchak tomonlari

2 x - 5  у  -  2 = 0 x  + _y- 8  =  0 , 5 x - 2 y - 5  = 0
■tenglamalar bilan berilgan. Uchburchak ichida shunday nuqta topingki, 
bu nuqta bilan uchburchak uchlarini tutashtiruvchi to ‘g ‘ri chiziqlar 
uchburchakni teng yuzali uchburchaklarga ajratsin.

18. To‘g ‘ri chiziq 

12x  +  5jf~ 5 2  = 0
tenglama bilan berilgan bo ‘Isa, unga parallel va undan 2 birlik masofada 
bo‘lgan to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

19. Ikkita ayqash to‘g ‘ri chiziq

x - 1  у -Ъ _ z - 9  x - 3 _ y - l _  z - l
~ T ~ ~  2 " - 1  Vfl - 7  2 3 

tenglamalar bilan berilgan. Ulaming umumiy perpendikulyari tenglamasi 
tuzilsin.

20. To‘g ‘ri chiziq

x - 5  _ y - 2  _ z  + \
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _



tenglama bilan berilgan bo‘Isa, unga koordinata boshidan tushirilgan 
perpendikulyar tenglamasini fuzing.

21. To‘g'ri chiziq

x + 1  у  z -  2  

3

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,unga A (4 ,0 ,— 1) nuqtadan tushirilgan 
perpendikulyar tenglamasini fuzing.

22. Berilgan M x (x ,, v ,, zx) nuqtadan о ‘tuvchi va

Ax + By + Cz + D  = 0 
tekislikka perpendikulyar to‘g ‘ri chiziq tenglamasini yozing.

23. Tomonlari

18x + 6 v - 1 7  = 0, 14x-7> -  + 15 = 0, 5x + 1 0 j / - 9  = 0
tenglamalar bilan berilgan uchburchakning burchaklarini toping.

24. Quyidagi to ‘g ‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasini toping:

1) Sx -  3y - 1  = 0, 4x + у  - 1 3  = 0

2) 3x + l y  - 1 5  = 0, 9x + 2\y  -  32 = 0

3 ) 5 x - 2 y  + 13 = 0, x +  3y  — 11 = 0
25. Quyidagi uchta to‘g ‘ri chiziqlar bir nuqtadan o ‘tadimi?

1) Зх -  у  - 1  = 0 ,2x -  у  +  3 = 0 , x  ->» + 7 = 0

2) x + 3y - 1  =  0 ,5x + у  - 1 0  = 0,3* -  5 >; -  8  =  0

3) 3 x - y  + 6 = 0,4x -  3y -  5 = 0,2x -  у  +  5 =  0.
26. Uchburchak tomonlari

x + 2y + 3 = 0,3* -  7у  + 9 = 0,5x — 3_y — 11 = 0
tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning balandliklari kesishgan nuqtani 
toping.

27. To‘rtburchak tomonlari

x +  3y = 0 ,  x — y  =  0, x — у  -  4  =  0 , З х  +  у  -  \2 =  0
tenglamalar bilan berilgan. To'rtburchakning diagonallari tenglamasini 
tuzing.



28. To‘g ‘ri chiziqlar orasidagi burchakni aniqlang.

\ 3 x - 4 y - 2 z  = 0, [4x + y - 6 z  - 2  =  0, 

2x  + у  -  2z = 0 va [ y - 3 z  + 2 = 0 

x - 1  y - 3 z - 9  x - 3  у - 1 z  1

29. Ushbu - -  — -  _   ̂ va _ 7  ~  2  ~~ 3

to 'gW chiziqlarga umumiy perpendikulyar bo ‘Igan to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini 
fuzing.

30. Quyidagi to ‘g ‘ri chiziq va tekislikning kesishish nuqtasini toping.

x +1 v - 3  z  ̂ л
1) - J -  =  —  =  -  va 3 x - 3 y  +  2 z - 5 =  0

2) "  *  +  2 y - 4 z  +  l - 0

v x ^  =  y ^ 4 ^ z - 5 v a 3 x _ y  +  2 z _ 5 =  0

31. Berilgan (3,1,—2 )  nuqtadan va

x -  4 _ у  + 3 _ z
5 ~  2 ~ T

to‘g ‘ri chiziqdan o ‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

32 . Berilgan A (4 , —3 , l )  nuqtaningX  +  2 y  — Z  — 3 =  0 
tekislikdagi proeksiyasini toping.

x у  -  4 _ z  +1
33 . Berilgan ~  =  —“— - — ~  to 'g 'ri chiziqning

X  — У  3z  +  8 =  0 tekislikdagi proeksiyasini toping.

x - 3  у +4  z - 2
34 . —~— — — -—  —---- ---  t o ‘g ‘ri chiziqdan o'tuvchi va



4 1
35. Berilgan to ‘g ‘ri chiziq berilgan tekislikda yotadimi?

x - 1  v + 3 z  + 2 
1) -  — , 4 x  +  3 y  -  z  +  3 =  0

x  - 1  v z  -  2
2) -  ~  -  —  , 5x -  S y  -  2 z  - 1  =  0

л: + 2 v -  5 z
3) —y ~  ~  - J -  =  Y  , 3x  -  2 y  -  z  - 1  = 0

36. Berilgan to ‘g ‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni toping.

x - 1  v  +  3 z  +  2
1) —r ~  -  ~— — -  —-— , 4 x  + 3 _ y -z  +  3 =  0

4* — 1 Ь

37. Berilgan A (4 ,-  3 ,l) nuqtadan x  +  2 у  -  z  — 3 =  0 tekislikkacha 
bo'Igan masofani toping.

x - 1  у  -  3 z  - 9  x - 3  у  - 1  z - 1
38. Ushbu — -—  -  ^  ~  -  va~ Z Zj~ ~ ~ 2 ~ ~ ~ з ~  t0 ‘g r i

chiziqlar orasidagi masofani toping.
39. Quyidagi to ‘g ‘ri chiziqlaming tenglamalarini kanonik ко ‘rinishga 

keltiring.



40. To ‘rtburchak tomonlari
x + 3>> =  О, A' — v = О, x — y  — 4 =  0, Зх +  у  - 1 2  = О

tenglamalar bilan berilgan. To‘rtburchak burchaklari bissektrisalarining 
tenglamalarini tuzing.

41. To‘g ‘ri to ‘rtburehakning uchta tomoni

x + .y = 0,  x - y  = 0, x - y -  4 = 0
tenglamalar bilan berilgan. Uning yuzasi 10gatengbo‘lsa, to'rtburchakning 
to'rtinchi tomoni tenglamasini tuzing.

42. Uchburchak tomonlari

x +  2y  +  3 =  0 ,3x -  l y  +  9 = 0 ,5x -  3y - 1 1  =  0
tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning medianalari kesishgan nuqtani 
toping.



I ll BOB 
IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

l-§ . Parabolaning kanonik tenglamasi

Tekislikda biror dekart koordinatalar sistemasida

a yrx2 + 2 a ux y  + a22v 2 + 2 a nx + 2 а 1Ъ y  + ct„ = 0  (1)

tenglama berilgan bo'lsin. Bu yerda Cl\ j koeffitsientlarning

k a m id a  b ittas i  n o ld a n  farq li  b o ‘l i sh i  l o z im .  Bu sh a r tn i
2 J i

a \ 1 "I" a Y>~ ■*" a ~>2 >  0  ko'rinishda yozish mumkin.

1-ta’rif. Tekislikda koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantiruvchi 
nuqtalar to'plami ikkinchi tartibli chiziq deyiladi.

Misollar.

2
Tekislikda koordinatalari x + y" =  0 tenglam ani q an oat

lantiruvchi nuqtalar to'plami faqat bitta nuqtadan iborat.

2 ^
2) T ek is l ik d a  k o o r d in a ta la r i  x ~ y~ — 0 te n g la m a n i  

qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami ikkita to‘g ‘ri chiziqdan iborat.

3) T e k is l ik d a  k o o r d in a ta la r i  x y  — 1 =  0  te n g la m a n i

qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plami ikki qismdan iborat va maktab 
kursidan m a’lumki, u giperbola deb ataladi.

2-ta’rif Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini biror dekart koordinatalar 
sistemasida

y 1 -  2  px, p  >  0  (2 ) 
k o 'r in ish d a  y o z ish  m u m k in  b o ‘lsa , u p a rab o la  deb  a ta la d i .  

Tenglamadagi p  soni parabola parametri deyiladi.

M isol. Siz maktab kursidan у  =  x" teng lam a bilan berilgan

parabolani yaxshi bilasiz. Bu tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish 
uchun

x' = y , y '  = x



2 1jfrtmashtirish bajaramiz. Natijada у  =  2  • — x ' tenglam ani hosil
2

qilamiz. Bu yerda p

'■y
Mustaqil ish -  1. 0 ‘quvchiga tanish у  =  a x  +  b x  +  С tenglama

bilan berilgan parabolani chizing va tenglamasini kanonik ko‘rinishga 
keltiring.

Biz ikkinchi tenglamani tekshirish yordamida parabolaning xossalarini 

0‘rganamiz va uni chizamiz. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, agar (x , _)■’)

koordinatali nuqta parabolga tegishli bo‘lsa, ( x ,—y )  nuqta ham

parabolaga tegishli bo‘ladi. Demak, parabola O x  o ‘qiga nisbatan 
simmetrik joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi parabolaga

tegishli, X manfiy qiymatlarni qabul qilmaganligi uchun parabola O y
0‘qining o‘ng tomonida joylashgan. Bu mulohazalardan foydalanib, biz 
Chizmada parabolani quyidagi ko‘rinishda tasvirlashimiz mumkin.

Tekislikda x  +  — =  0  tenglama 

b ilan  b e rilgan  t o ‘g ‘ri ch iz iq

f ( p  q )  
parabolaning direktrisasi, t 2

nuqta esa uning fokusi deb ataladi. 
Parabola xossalari:

P a rab o lan in g  ix tiyo riy
nuqtasidan direktrisagacha bo ‘lgan 
masofa fokusgacha bo‘lgan masofaga 
tengdir. 30-chizma.



Parabola nuqtasidan F Ч о л
v 2 j

nuqtagacha bo‘lgan masofani r  bilan,

direktrisagacha bo'lgan masofani d bilan belgilab, r  =  d  tenglikni 
isbotlaymiz.

\2
X-

2 ) + y 2 =  J x 2 - p x  +  ^  +  y 2

j
ifodadajy = 2 p x  tenglikdan foydalansak va x  >  0 munosabatni 

hisobga olsak,

formulani hosil qilamiz.

■Х +  '

Direktrisagacha bo‘lgan masofani hisoblash uchun nuqtadan to‘g‘ri 
chiziqqacha bo‘lgan masofa formulasidan foydalanib,

d  = -  X  -
P p

=  x  +  — =  r  
2

tenglikni hosil qilamiz.

2 ° . Parabolaning geometrik aniqlanishi.
Berilgan to ‘g  ‘ri chiziq va unda yotmaydigan nuqtadan birxil uzoqlikda 

joylashgan nuqtalar to ‘plami paraboladir.

Tekislikda I  to‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo' lmagan f  nuqta berilgan

bo'lsin. Berilgan F nuqtadan I  to ‘g‘ri chiziqqacha bo'lgan masofani p

bilan belgilab va F nuqtadan £ to ‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar ravishda 
o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziqni abssissa o‘qi sifatida olib koordinatalar sistemasini

kiritamiz. Abssissa o'qining musbat yo‘nalishi I  to‘g‘ri chiziqdan Fnuqta 
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> tarafga yo'nalgan, koordinata boshini & to‘g‘ri chiziq va /n u q ta  o'rtasiga 

quyidagi chizmadagi kabi joylashtiramiz. Ordifl^3 0 ^  esa ^  to g ri

chiziqqa paralleldir. Natijada t  to ‘g‘ri chiziq: * + |  =  0 ten«lamaSa'

(  \
/n u q ta  esa ~r~50 koordinatalarga ega bo'ladi. Tekislikning M { x , y )  

\ z  J
nuqtasidan £  to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masoftninS nuqtadan F 
nuqtagacha bo'lgan masofaga tengligidan

tenglamani hosil qilamiz.
у  - 2  p x

2-§. EHips
3-ta'rif. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birortaO x y  dekart 

koordinata sistemasida



ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, u ellips deb ataladi. Bu yerda 
koeffitsientlar a > b >  0 munosabatni qanoatlantiradi.

Bu tenglamani o ‘rganish natijasida ellipsni chizamiz va uning 
xossalarini keltirib chiqaram iz. Tenglam adan ko‘rinib turibdiki
X, у  o ‘zgaruvchilar

— a  <  x  <  a , — b  <  x  < b  tengsizliklami qanoatlantiradi. Abssissa 

o‘qida yotuvchi (— c,  O) , F 7 (с , 0 )  nuqtalar ellipsning fokuslari,

j- a  AX ±  — =  U tenglamalar bilan aniqlanuvchi to ‘g‘ri chiziqlar ellipsning 
e

direktrisalari deb ataladi. Bu yerda с  =  л !а2 -  b 2 , e  =  ~  bo'lib, e
a

soni ellipsning ekssentrisiteti deyiladi.
Tenglamadan ko'rinib turibdiki, ellips 
koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik 
joylashgan bo'lib, koordinata boshi 
uning simmetriya markazidir.

Ellips xossalari:
1. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan 

uning fokuslarigacha bo‘lgan masofalar

yig‘indisi o‘zgarmas va 2 a  ga tengdir.
Bu xossa bevosita  h isob lash

yordam ida r, +  r2 =  2 a  tenglikni
tekshirish bilan isbotlanadi.

2. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan 
un ing  fo kusla rigacha  b o ‘lgan 
masofalarning mos direktrisalargacha bo‘lgan masofalarga nisbati 
o‘zgarmas va e soniga tengdir.

/* /A
Bu xossa bevosita —  =  — =  e tenglikni tekshirish yordamida 

dx d2
isbotlanadi.



I

X
2r 2

2 X Ь _ 2
■ -------—  + 2aex  +  a

a~

' 2 a  ~ b   ̂ 2 I , Ix  л —̂ L +  2 aex + a  =  |xe +  a\ 
a “

a
- x -----

e

a  \xe  +  д 1
x  H—  = J------

e  e

2. Ellipsning geometrik aniqlanishi.
Tekislikda ikkita nuqta berilgan bo‘lsa, bu nuqtalargacha bo‘lgan 

masofalarining yig'indisi o‘zgarmas songa teng bo‘ladigan nuqtalarning 
geometrik o‘rni ellips bo'ladi.

Isbot. Tekislikda F \F 2 nuqtalar berilgan. Biz tekislikning nuqtasidan

bu nuqtalargacha bo‘lgan masofalarni mos ravishda rx, r2 ko‘rinishda 

belgilab,

tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalarinng geometrik o ‘rnini aniqlashimiz 
kerak. Berilgan nuqtalar orasidagi m asofani 2c bilan belgiiasak,

r, + r 2 > 2 с tengsizlikdan a  > C  munosabat kelib chiqadi. Tekislikda

dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz. Berilgan F \ ,F 2 
nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni abssissa o‘qi sifatida olamiz, unda 

musbat yo‘nalish F\ nuqtadan F 2 nuqtaga qarab yo'nalgan 'bo'ladi.

Koordinataboshini F X, F 2 nuqtalarningo‘rtasiga joylashtirib, ordinata
o ‘qi sifatida abssissa o ‘qiga peфendiku]yar ixtiyoriy o ‘qni olamiz. 
Masofalar uchun

}\ +  r2 =  co n st =  2 a

A =  л1{х +  с ) 2 + y 2', r2 =  y j { x - c f  +  y 2



yj(x + c f  + y 2 = 2 a -  <j(x - c )2 +  y 2

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga oshirib, 
hadlami ixchamlashtirib, yana qayta kvadratga oshiramiz va quyidagi,

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda b2 = a2 -  c2 belgilash kiritilgan.
3. Bizga / to ‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo‘lmagan nuqta /berilgan  

bo‘Isa, tekislikda berilgan nuqtagacha bo'lgan masofasining berilgan to‘g‘ri 
chiziqqacha bo'lgan masofasiga nisbati o'zgarmas birdan kichik e soniga 
teng bo'lgan nuqtalarning geometrik o'rni ellips bo‘ladi.

Bu faktni isbotlash uchun berilgan /  nuqtadan to ‘g‘ri chiziqqa 
perpendikulyar to ‘g‘ri chiziq o'tkazib, uni abssissa o ‘qi sifatida olamiz. 
Natijada abssissa o‘qini /n u q ta  ikki qismga ajratadi. Berilgan /nuq tadan  
to ‘g‘ri chiziqqacha bo'lgan masofaning e soniga ko‘paytmasini p bilan 
belgilab, quyidagi tengliklar bilan

a = ~ p- 2 va c = e a ,  b = ^ a 2 - c 2 
\ — e

a, b, с sonlarni kiritamiz. Koordinata boshini abssissa o'qining / to‘g‘ri 
chiziqni kesm aydigan qism ida /  nuq tadan  с b irlik  m asofada 
joylashtiramiz. Natijada koordinata boshidan / to ‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan 
masofa

p  a l l  -  e 2 I a  
P\ + c  = —  + e a  = —* L + e a  =  — 

e  e  e
kattalikka teng bo‘ladi. Bu yerda p t bilan /nuq tadan  / to ‘g‘ri chiziqqacha 
bo‘lgan masofa belgilangan. Demak, / to ‘g‘ri chiziq tenglamasi

e
ko‘rinishda bo‘ladi. Ikkinchi koordinata o ‘qini / to ‘g‘ri chiziqqa parallel



masofani r  bilan, I to ‘g‘ri chiziqqacha bo ‘lgan masofaga d  bilan 
belgilasak,

r  =  e d
tenglikdan

2 2 x  у

„ 2 + h 2 ~  a  b
tenglamani olamiz.

3-§. Giperbola

4-ta ’rif. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta O x y  Dekart 
koordinata sistemasida

±  I .  i
a2 b1 <4)

ko ‘rinishida ifodalash mumkin bo ‘Isa, bu chiziq giperbola deb ataladi. Bu 
yerda koeffitsientlar a > b > 0  munosabatni qanoatlantiradi.

Giperbola tenglamasini tekshirish natijasida quyidagilarni olamiz:

1) X ,y  o ‘zgaruvch ila r jxj — o o < _ y < c o  tengsiz lik la rn i 

qanoatlantiradi. Abssissa o ‘qidagi F\ (— c ,  O) , (c , 0 )  nuqtalar

, (i n
gipeibolaning fokuslari, x  ±  — -  U tenglamalar bilan aniqlanuvchi to ‘g‘ri

e
c h iz iq la r  g ip e rb o la n in g  d ire k tr is a la r i  d ey ilad i. Bu yerda

С ~  V cC +  b 2 =  — >  \ bo‘lib, e  soni giperbolaning ekssentrisiteti 
a

deyiladi.
2) Tenglamada x, у  o ‘zgaruvchilarning faqat ikkinchi darajalari



qatnashganligi uchun giperbola koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik 
joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi giperbolaning simmetriya 
markazidir.

Giperbola xossalari:
1. Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan uning fokuslarigacha bo‘lgan 

m asofa la r ay irm asin ing  m oduli 
o ‘zgarmas va 2a ga tengdir.

2. Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan 
uning  fo kusla rigacha  b o ‘lgan 
masofalarning mos direktrisalargacha 
bo'lgan masofalarga nisbati o ‘zgarmas 
va e  soniga tengdir.

Bu xossa bevosita , 
d

33-chizma
tenglikni tekshirish yordamida isbotlanadi. Giperbolaning M { x , y )  
nuqtasidan fokuslargacha bo‘lgan masofalar uchun

r  =  V (e x  +  a f  >r2 = \[ (ex  -  C lf
tengliklar o ‘rinlidir. Bu yerda ildiz chiqarish amalini bajarsak 

agar x  >  0 bo‘lsa r\ — a  +  ex , r2 — —a  +  ex  

agar x <  0 bo‘lsa rx = —a  — e x ,  r2 =  a  -  ex  

tengliklarni hosil qilamiz. Natijada agar x  >  0  bo‘lsa

Г\ — r2 =  2 a  , a g a r x < 0  b o 'lsa r j  — r2 =  — 2 a  tenglik o 'rin li 

bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy x  uchun

| r l  -  r2 1 =  -̂a
tenglik o ‘rinli bo‘ladi.

3. Tekislikda ikkita nuqta berilgan bo‘lsa, bu nuqtalargacha bo'lgan 
masofalari ayirmasining moduli o ‘zgarmas songa teng boMadigan 
nuqtalarning geometrik o‘rni giperbola boMadi.



Tekislikda F\ F 2 nuqtalar berilgan. Biz tekislikning nuqtasidan bu 
nuqtalargacha bo‘lgan masofalarni mos ravishda l \ , r 2 ko‘rinishda 
belgilab

tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to ‘plam i giperbola ekanligini 
isbotlaymiz. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2 с  bilan belgilaymiz 
va tekislikda dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz.

Berilgan Fy , F 2 nuqtalardan o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziqni abssissa o ‘qi sifatida 

olamiz, unda musbat yo'nalish F\ nuqtadan F 2 nuqtaga qarab yo‘nalgan.

Koordinata boshini F\ F 2 nuqtalarning o‘rtasiga joylashtirib,ordinata

o ‘qi sifatida abssissa o ‘qiga perpendikulyar ixtiyoriy o‘qni olamiz. 
Masofalar uchun

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikni kvadratga oshirib va zaruriy alge
braic almashtirishlarni bajarib,

4. Bizga / to ‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo'lmagan nuqta / ’berilgan 
bo‘lsa, tekislikda berilgan nuqtagacha bo‘lgan masofasining berilgan to ‘g‘ri 
chiziqqacha bo‘lgan masofasiga nisbati o ‘zgarmas birdan kattag  soniga 
teng bo'lgan nuqtalarning geometrik o ‘rni giperbola bo‘ladi.

Bu xossani isbotlash o ‘quvchilar uchun topshiriq sifatida havola

etamiz. Biz yuqorida e  <  1 bo‘lganda ellips hosil bo‘lishini ko'rsatgan

lr l ~  r2 j =

ifodalarni yuqoridagi tenglikga qo‘yib

2 2 ?
munosabatni olamiz. Bu yerda b  =  С — a~  belgilash kiritilgan.



edik. Bu yerda p  soni ellipsdagi kabi, giperbolaning katta va kichik 
yarim o‘qlari

a  =  —Г ----- и Г 2 2e 2 _ i  ’ b  =  л!с - a

tengliklar bilan aniqlanadi. Bu yerda с  soni C =  e a  tenglik bilan 
aniqlanadi.

4-§. Parabola, ellips va giperbolaning ba’zi koordinatalar 
sistemasidagi tenglamalari

1. Koordinata boshi chiziqning uchida bo‘lgan hoi:
a) Ellips kanonik ko‘rinishdagi

2 2
*  1 

2 T 2~=  ( 1)
a  b

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,

x '  = x  +  а ,  у'  — у  (2)

almashtirish bajarsak, yangi O'x'y koordinatalar boshi ellipsning chap 

(— a, O) uchida joylashadi va (1) tenglama

( r \2 >2 \x  -  a )

a 2 + b 2 1 (3)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamani

y '2 = 2 px'  +  q x 2 (4)

b 2 &2 2
ko 'rin ishda yozib olamiz. Bu yerda p  =  —  , q  —-----j ~ e  — 1

a a

bo‘lib, — 1 < q  <  0 munosabat bajariladi. Agar giperbolaning



2 г 2 wa b

x' = x - a , y '  = y  (6)
elmashtirish bajarsak tenglama

у  2 = 2px' + qx'2 (*) 
ko‘rinishda bo'lib, koeffitsientlar uchun

b 2 2 , n  b 2 q = —  = e - 1 > 0 ,  p  = —
a~ a

munosabatlar o ‘rinIi bo‘ladi. A gar(*) tenglamada q  =  0  bo‘lsa parabola 
tenglamasini hosil qilamiz.

Demak, giperbolalar, ellipslar va parabolalar tenglamalarini 
ko'rinishda yozish mumkin.

2. Qutb koordinata sistemasidagi tenglamalar

a) Parabola

y 2 = 2 px
kanonik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, qutbni parabola fokusiga 
joylashtirib, qutb o‘qi sifatida abssissa o ‘qini olib parabola tenglamasini 
qutb koordinatalar sistemasida yozaylik. Agar biz

almashtirishlar bajarsak

x' = rcos<p, y '  = rsm(p 
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu yerda r ,  (p nuqtaning qutb koordinatalari



bo‘lib, agar nuqta parabolaga tegishli bo‘lsa, r uning fokal radiusiga 
tengdir. Biz

Px -  —  =  rCOS(p  

tenglikda r  ning nuqtadan direktrisagacha bo‘lgan masofaga tengligini

Phisobga olib V — X +  — ifodani yuqoridagi tenglikka qo‘ysak,

P
1 -  COS<£>

munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb

34-chizma. 35-chizma.

koordinatalar sistemasidagi tenglamasidir.
b) Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib 

chiqaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga joylashtirib, 
abssissa o ‘qini qutb o‘qi sifatida olamiz. Ellipsning

kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasiga o ‘tkazish uchun



\ х ' =  х  +  с

I у - У
almashtirishlar yordamida yangi O 'х 'у '  dekart koordinatlar sistemasini

! kiritamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar orasidagi 
; bog‘lanish boshi

x ’ =  r c o s ( p ,  y '  =  rsm.<p

formulalar yordamida beriladi. Ellipsning M  nuqtasi uchun chap fokal 
radius uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib,

M F X = r  =  ex  +  a

tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagi r  =  ex  +  a  ifodani

x  +  с  =  r c o s g >
tenglikka qo‘ysak

l -ecos<p
tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda

b 2
p -  —  = c i-ec  

a
tenglikdan foydalandik.

b) Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozish 
Uchun uning har qismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar sistemasini 
kiritamiz. Uning o ‘ng qismi uchun qutb boshini giperbolaning uning 
fokusiga joylashtiramiz va abssissa o‘qini qutb o‘qi sifatida olamiz.

Giperbola nuqtasi uchun qutb radiusi r  uning o‘ng fokal radiusiga 
teng bo‘lganligi uchun

r  =  e x -  a

ifodani hosil qilamiz. Biz bilamizki,agar dekart О 'x'y' koordinatalar 
Sistemasi uchun qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb o‘qi 
O x ’ abssisa o ‘qi bilan ustma-ust tushsa,qutb koordinatalar sistemasi



v&O'x'y' koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanish

x' = rcoscp 
y' =  r  sin cp

formulalar yordamida beriladi. Bu yangi O ’x 'y ’ koordinatalar sistemasi

va giperbola tenglamasi berilgan Oxy koordinatalar sistemasi orasidagi 
bog‘lanish esa

x' — x -  с 

У' =  У
ko‘rinishda bo'ladi. Biz bu tengliklaming birinchisidan foydalanib,

x — c = rcosg)
tenglikni hosil qilamiz. Yuqoridagi r = ex — a ifodani bu tenglikka 
qo‘ysak

1 -  e c o s  (p 

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda

Z.2 2 2
Ъ c  - a  

p  =  —  =  =  e c - a  
a  a

tenglikdan foydalandik.
Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar 

sistemasida yozish uchun qutb boshini chap fokusga joylashtiramiz va 
abssissa o'qini qarama-qarshi yonalish bilan qutb o ‘qi sifatida olamiz. 
Biz agar

x '  =  —X  —  С

у ' - у
formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi kiritsak,ular uchun



х '  =  r c o s c p  

у '  =  r s m c p

formulalar o ‘rinli boiadi. Bu yerda qutb radiuas chap fokal radiusga 
teng bo'lganligi uchun

tenglik o ‘rinli bo 'ladi. Bu tenglikdagi r  ning ifodasini yuqoridagi 
formulalardan kelib chiqadigan

- x - c - r  COS^J
tenglikka qo‘yib,

l - e c o s # >

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda ham

tenglik o'rinlidir.
Demak, qutb koordinatalar sistemasida mos ravishda tanlanganda 

har qanday ikkinchi tartib chiziq tenglamasini

r  =  - e x  -  a

P = — =  e c - a
a a

1 - e c o s  (p



ko'rinishda yozish mumkin ekan. Bu tenglama e  =  1 bo‘lsa parabola,

e  <1  b o ‘lganda ellips va n ihoyat e  >  1 b o ‘lganda g iperbola  
tenglamasidir.

5-§. Ellips, giperbola va parabolaning urinmalari
Bu chiziqlarning har biri o‘ziga tegishli har bir nuqtaning atrofida 

birorta difFerensiallanuvchi funksiyaning grafigi bo‘ladi. Shuning uchun, 
bu chiziqlar urinmalarining tenglamalarini tuzishda biz maktab kursidan 
m a’lum bo'lgan

tenglam adan foydalanishim iz m um kin. Misol uchun ellipsning 
ordinatalari manfiy bo‘lmagan nuqtalardan iborat qismi

funksiyaning grafigi bo'ladi. Bu funksiyaninig hosilasini topsak, u

ko‘rinishda bo 'lad i. Bu ifodalarni hisobga olib, ellipsga tegishli

b x  b 2x
У = ~

( x q ^ q ) nu4tadagi urinma tenglamasini yozamiz:

Bu tenglamada



, УУо _ 1  

a b
Iko'rinishga keladi.

Giperbola va parabola uchun urinma tenglamalarini keltirib chiqarish 
0 ‘quvch ila rga  m ustaq il ish  s ifa tid a  havo la  e tila d i. U la rn in g

(jc0 , j ;q  ) nuqtadagi urinm alari tenglamalari mos ravishda quyidagi 

ko‘rinishda bo‘ladi:

* x 0  I УУо __ i
2 l 2a b 

УьУ = р {х  + х о)

6-§. Ellips, giperbola va parabolaning optik xossalari
Biz ellipsning quyidagi optik xossasini isbotlaymiz 
Teorema. Ellipsning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng 

ikkinchi fokusga tushadi.
Isbot. Ellipsning chap F, fokusidan chiquvchi nur uning M  nuqtasida 

sinib F2 fokusga tushishini ko‘rsatish uchun MF, va MF2 to ‘g ‘ri 
chiziqlarning M  nuqtadan o'tuvchi urinma bilan teng burchaklar hosil

qilishini ko'rsatishimiz kerak. Biz ellipsning M  nuqtasidan o'tuvchi
urinmasini i  bilan, £ to ‘g‘ri chiziqga nisbatan Fl nuqtaga simmetrik

bo‘lgan nuqtani F' bilan belgilaymiz. Agar a,\ ^  (2 2 bo‘lsa, F'F2 to ‘g‘ri

chiziqning urinma bilan kesisich nuqtasi M  urinish nuqta M  bilan ustma- 
ust tushmaydi. Shuning uchun

F\M* +
*

f 2m F*F2 < \F[M\ + \F2M\  =  2a

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Bu yerda a - ellipsning katta yarim o‘qi.

Biz M  nuqtani urinm a b o ‘ylab M  nuqtadan  uzoqlashtira

83



boshlaym iz. Bunda FXM + f 2m yig‘indi o ‘sa boshlaydi.

Boshlang‘ich holatda bu yig‘indining qiymati, yuqoridai tengsizlikka 
k o ‘ra  2a d an  k ich ik
bo'lganligi uchun, yig'indi ______  M f-
o‘sish natijasida qandaydir 
N  nuqtada 2a ga teng 
b o ‘lad i. Bu n u q tad an  
fokuslargacha b o ‘lgan 
masofalarning yig‘indisi 
2a ga teng  b o ‘lganligi 
uchun, u ellipsga tegishli 
nuqta boladi.

Bundan esa £ urinma 
ellipsni ikkita nuqtada 39-chizma.
kesish i kelib  ch iqad i.
Ellipsning har bir urinmasi uni faqat bitta nuqtada kesib o'tganligi uchun 

biz ziddiyat hosil qildik. Demak, a x =  a 2 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema 
isbotlandi.

Giperbola va parabola uchun optik xossalsr quyidagi teoremalarda 
keltirilgan. Giperbola uchun optik xossa ellipsning optik xossasiga 
o'xshaydi. Parabola uchun esa, optik xossa boshqacha formilirovka 
qilinadi. Agar biz yorug'lik manbaini, parabolaning fokusiga joylashtirsak,

40,41-chizjnalar.



Undan tarqaluvchi yorug‘lik nurlari parabolaga urinib, singandan so‘ng 
direktrisaga perpendikulyar to ‘g‘ri chiziqlar bo'ylab harakatlanadi. Bu 
chiziqlaming optik xossalari fan va texnikada ko‘p qo‘llaniladi. Misol 
Uchun siz bilasizki parabolaning optik xossasi antennalar yasashda 
ishlatiladi.

Giperbola va parabolaning optik xossalarini isbotlash o ‘quvchilaiga 
mustaqil ish sifatida havola etiladi.

Izoh. Giperbola va parabolaning urinmalari ham ellipsning urinmasi 
singari, ulami faqat bitta nuqtada kesib o'tadi.

Teorema — 2. Giperbolaning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan 
so‘ng ikkinchi fokusga tushadi.

Teorema — 3. Parabolaning fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng 
uning o ‘qiga parallel to ‘g‘ri chiziq bo ‘ylab harakatlanadi.

7-§. Mustaqil ish uchun topshiriqlar
1. Giperbolaning urinmasi uning asimptotalari bilan yuzasi о ‘zgarmas 

uchburchak hosil qilishini ко ‘rsating.

2 2
t \ x У2. у  — Уо =  Я \Х  — Xq )  to ‘g  ‘ri ch iziq  bilan  H  ̂ — 1

a  b
ellipsning urinish shartini yozing.

3. Giperbolaning nuqtasidan uning asimptotalarigacha bo'lgan 
masofalarning ko'paytmasi o ‘zgarmas( hamma nuqtalar uchun bir 
xil)ekanligini ко ‘rsating.

4. Ellips kanonik tenglama bilan berilgan bo ‘Isa,uning ( x 0 , yQ ) 
nuqtasidan o ‘tgan urinma tenglamasi

XXо УУр _  -j
a 2 b 2 

k o ‘rinishda bo‘lishini isbotlang.
5. Ellips urinmasining burchak koeffitsienti к  ga teng bo ‘Isa, uning 

urinish nuqtasini toping.
6. Tosh gorizont bilan о ‘tkir burchak hosil qilgan yo ‘nalishda otildi va 

parabola yoyi bo'yicha harakat qilib, boshlang‘ich holatidan 16 metr



uzoqlikda yerga tushdi. Uning eng yuqori holati 12 metr balandlikda bo ‘Isa, 
parabolaning parametrini toping.

7. Parabolaning fokusidan о ‘tuvchi vatarlar о ‘rtalarining geometrik 
o ‘mini toping.

8. Berilgan nuqtadan о ‘tuvchi va berilgan to‘g ‘ri chiziqqa urinuvchi 
aylanalar markazlarining geometrik о ‘mini toping.

9. Har qanday ellips aylananing proeksiyasi ekanligini isbotlang.
10. Ellips

2 288
P  = ---------------- 2 ~1 6 - 7 c o s  q>

tenglama bilan berilgan bo‘Isa, uning uzunligi 10 ga teng bo‘lgan diametri 
fokal о ‘q bilan qanday burchak tashkil qiladi.

11. Giperbola P  '■
1 -  -Jlcoscp

tenglama bilan berilgan b o ‘Isa,uning asimptotalari va direktrisalari 
tenglamasini tuzing.

12. Giperbolaning chap qismi uchun mos qutb koordinatalar sistemasini 
kiriting va uning tenglamasini yozing.

13. Asimptotasi У =  — ~^x  bo‘lgan va (l2;3-\/3) nuqtadan o ‘tuvchi

giperbola tenglamasini tuzing.

2 2 X у
14. Ellips —— H— — =  1 tenglama bilan berilgan bo ‘bin. Berilgan

a 2 b2
ellips 9 0 0burchak ostida ко ‘rinadigan nuqtalaming geometrik о ‘mini toping.

2 2 
X у

15. Giperbola — = 1 tenglama bilan berilgan bo‘Isa, uning 

uzunligi 20 ga teng bo ‘Igan diametr tenglamasini tuzing.

13. Quyidagi chiziqlarning dekart koordinatalar sistemasidagi 
tenglamasini yozing.



0)' P 1 3 -1 2 co s^  

2
Р  3 -3cos<p

v̂ ' ^  4 - 5 c o s ^  

2
^  л/5 - 3 c o s (р '

2 2 X J  1
/б . Giperbola —5------- 5" — tenglama bilan berilgan bo ‘Isin. Uning

a b
parallel diametrlarining о ‘rtalarining geometrik о ‘mini toping.

17. Ellipsning birinchi fokusidan chiquvchi nurlar elliptik ko'zguga 
urilib, qaytgan nurlar ikkinchi fokusda yig‘ilishini isbotlang.

18. Quyidagi ellpislaming umumiy urinma tenglamalarini tuzing:

X \ y 2 - 1  X\ y 2 - 1  T +T ' lv“T +T ' 1

2 2
*  У -1

19. Ax + By + C  = 0 to‘g ‘richiziqning—  -  “ T  “  1 giperbolaga
ci b

urinish shartini yozing.
20 . Q uyidagi tenglam alar bi lan berilgan parabola larn ing  

uchlarini,parametrlarini va о ‘qlari yonalishlarini toping:

D y 2 - \ 0 x - 2 y - \ 9  = 0 

2) у 2  -  6x +14у  + 49 = 0



3 ) у 2 + 8 х - 1 6  =  0

4) х 2 -  6х  -  4 у  +  29 = О

5 ) у  = А х 2 + В х  + С

6) у  =  х 2 - 8х + 15

7) У =  Х2 +  6 х

х 2 у 2
21.  Ellips — -|----- = 1 tenglama bilan berilgan b o ‘lsa,

30 24

2 x ~ у  + \1  = 0 to ‘g ‘ri chiziqqa parallel bo'lgan urinma tenglamasini 
tuzing.

x 2 y 2
22. 4 x - 5 jy - 4 0  = 0 to ‘g ‘ri chiziq va — + —  = 1 ellips urinishi 

m a’lum bo‘Isa, urinish nuqtasini toping.



IV BOB 
IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLARNING 

UMUMIY TENGLAMALARI
l -§  Ikkinchi tartibli chiziqlarning markazi

Biz bu bobda tekislikda dekart koordinatalar sistemasida

+  2an x y  -t' ^ 2 2 У 2 <Л\3х  +  2 023 У ^33 =  0 ( l)

tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chiziqni tekshirish bilan 
shug‘ullanamiz. Bu ishni koordinatalar sistemasini o ‘zgartirish va (1) 
tenglamani soddalashtirish yordamida amalga oshiramiz. Birinchi 
navbatda parallel ko‘chirishda (1) tenglama koeffitsientlari qanday 
o'zgarishini tekshiramiz. Buning uchun

x' = x - x 0, y'  = y - y Q (2 )

formulalar yordamida almashtirishlami bajaramiz. Bu holda koordinata 

o'qlarining yo‘nalishlari o‘zgarmaydi,faqat koordinata boshi 0 ' ( xq , Уо )  

nuqtaga ko'chadi. Bu formulalardan X, у  lami topib va (1) ga qo‘yib,

au (У )2 + 2 a\2x'y' + a'22 (у ')2 +  2a’l3x' +  2a23y' + a33 = 0 (3)

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada koeffitsientlar uchun 

a ’\ \ = a \ \ ’  a \ 2 ~ a \ 2 ’ a 22  =  a 22 ’ a \3 ~  a U X 0  +  а п У о  + a n >   ̂

a2 3  = a2lx0 + o22y0 + a23, a33 = Fix0, y 0)

tengliklar o ‘rinli b o ‘lib, F(x,  y )  bilan (1) tenglamaning chap
tomonidagi ifoda belgilangan.

Yuqoridagi (3) formulalardan ko‘rinib turibdiki, paralllel ko‘chirishda 
ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeffitsientlar o'zgarmaydi.



Agar О  (x0,Уо)  nuqtaning koordinatalari 

a n x  + a 12y  + a l2 =  0

a 2\X +  a 22y  +  a 23 =  0 , (5)

sistemani qanoatlantirsa, (3) tenelarmrfc к;-- u- , 
qatnashmaydi. * ’ I6nglamada bm nchi darajali hadlar

Bundan tashqari, agar o f a . y , )  nuqtaning koonIinataIai. (J) 

sistetnani qanoatlantirsa, 0 ' ( W o )  iffin ch . 

Uch»n simmetriya markazi b o ‘ladi. Haqiqata„ ham bu h o , ‘4 

koordinatalar markazini 0 ' ( W o )  nu, laga ko.chj

birinchi darajali hadlar qatnashmaydi Shuninenrh.m ■, 
sistemasida У Munuig uchun Уап& koordinatalar

F{x',y') = F ( - x ,,~y')
tenglik o'rinli bo‘ladi. Demak 0 7 V  i, 'i

simmetriya markazidir. Va aksincha aga/birorta / T ^ t  UChUn
simmetriya markazi b o ‘lsa uning koordinatalari'’ (5) 1  “Ch“" 
qanoatlantmshini koW am iz. Koordinata bortini A n u q t ^ o y l a S ^

yangi x ,y  koordinatalar sistemasini kiritamiz. Agar A f ( r  
chiziqqa tegishli bоЪа, ’У '  nuqta

F(x,y)  = 0

tengHk b0“ ' K00riJinata b° shi simmetriya markazi bo'Igani

uchun W - 0 ' « ”8ia ham o-rinii bo'ladi. Bu tengliklam,
ikkinchismi binnchisidan ayirib

a)2x + a23y  = 0

tenglikni hosil qilamiz. Agar al3,a23
noldan farqli bo isa, bu tenglama to‘g‘ri chizioni я т 'п Ь ы 1 , • 
tartibli chiziqning hamma nuqtalari bir to‘g‘ri chfcSfa y o S d f ^ a r



I ikkinchi tartibli chiziq bir to ‘g‘ri chiziqda yotmasa, bu koeffitsientlaming 
har ikkalasi ham nolga teng bo'ladi. Bu esa A nuqtaning koordinatalari 
(5) sistemani qanoatlantirishini ko‘rsatadi. Bu faktlami hisobga olsak 

! quyidagi ta’rifning geometrik ma’nosi yaxshi tushinarli bo'ladi.

1-ta’rif. Tekislikdagi M q ( x 0 , JVq ) nuqtaning koordinatalari (5)
sistemani qanoatlantirsa, u  ( 1) tenglama bilan berilgan ikkkinchi tartibli 
chiziqning markazi deyiladi.

Tabiiyki, (5) sistema yagona yechimga ega bo‘Iishi, cheksiz ko‘p 
yechimga ega bo'lishi yoki umuman yechimga ega bo‘lmasligi mumkin. 
Agar,

a i i « 2 2 - « 2 2i ^ 0

munosabat o'rinli bo‘lsa, (5) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi. Agar,

a \ \  _  a \2 _  а \Ъ

a 12 a 22 a 23 
munosabat o'rinli bo'lsa sistema cheksiz ko‘p yechimga,

a U  -  a U  ф a 13

a \2 a 22 а 2Ъ 
munosabat bajarilsa sistema yechimga ega emas. Bulami e’tiborga olib, 
biz ikkinchi tartibli chiziqlami uchta sinfga ajratamiz:

a) yagona markazga ega bo‘lgan chiziqlar;
b) cheksiz ko‘p  markazga ega bo‘lgan chiziqlar; 
d) markazga ega boim agan chiziqlar;

Biz quyidagi determinantlami kiritamiz

«11 «12 «13
a n a \2 A  = «21 «22 «23
a \2 «22

t
«31 «32 «33

bu yerda a 2 \ =  C l^ , 0 3] = « 13, «32 =  a 23- b e lg i la s h la r



kiritilgan. Yagona markazga ega chiziqlar uchun ф  0  > yagona 

markazga ega bo‘lmagan chiziqlar uchun §  =  0  • Chiziqlar cheksiz ko‘p 

markazga ega bo‘lishi uchun Д  =  0  tenglik bajarilshi kerak.

Uchinchi tartibli determinantni

«21 «22 «11 «12 «11 «12
«13 — «23 +  «33

«31 «32 «31 «32 «21 «22

ko'rinishda yozib olsak, oxirgi determinant §  ga tengdir. Agar S  =  0  

bo‘lsa, birorta A: soni uchun

«11 = a>i =  к «11 «12 II «12 «22

a u a n «31 «32 «31 «32

munosabat bajariladi. Bu tenglikni hisobga olib

A /  7 -\a \2 a 22 A =  {al3 -  k a 23\
|«31 a 32

tenglikni hosil qilamiz. Agar Д  =  Q tenglik ham bajarilsa

a n - k a 23 =  0 va

tengliklardan kamida bittasi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklaming birinchisi 
o ‘rinli bo‘lsa

«11 _  «12 _  7,  «11 _  «12 _  «13 _
— munosabatdan ~ -  ~ K munosobat kelib

fifp #22 # 2̂  #23

« 1 2  « 2 2

a 31 a 32

= 0



'«12  « 2 2  

«31 «32

«11 _  «12 _  ?, «12 _  «13 ................
bo Isa, — — K va — tengliklardan

«12 « 2 2  «22  «23

«11 _  «12 _  «13 _  £

«12 « 2 2  «23

munosobat kelib chiqadi. Demak, S  =  0  va Д  =  0  tengliklaming bir 
vaqtda bajarilishi

«11 _  «12 _  «13 _  ^
«12 « 2 2  «23

shartga teng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdiqni hosil qilamiz:

1-tasdiq. Ikkinchi tartibli chiziq
a) 8  Ф 0  bo‘lsa yagona markazga ega,

b) S  =  0  va Д  — 0  bo‘lsa cheksiz ko‘p markazga ega va markazlar 
to‘plami bitta to‘g‘ri chiziqni tashkil etadi;

v) §  =  0  va Д ф 0 bo‘lsa markazga ega emas.

2-tasdiq. Yagona markazga ega bo ‘Igan ikkinchi tartibli chiziq markazi 
unga tegishli bo‘lishi uchun Д  =  0  tenglikning bajarilishi zarurva yetarlidir.

Isbot. Ikkinchi tartibli chiziq markazi M q ( x 0 , )?q )  nuqtada bo‘lib, 
u chiziqqa tegishli bo‘lsa



« 1 1 * 0  « 1 2 ^ 0  «13 ~  ®

« 2 1 * 0  '*’ « 2 2 ^ 0  «23  =  ^

va
'у 2

« 1 1 * 0  2 i7 j2 ^ Q  +  ^ 2 2 ^ 0  ^  « 1 3 * 0  ^  « 2 3  Уч « 3 3  =  ^

tengliklar bajariladi. Yuqoridagi (6) tenglikning birinchisini x0 ga, 

ikkinchisini y 0 ga ko‘paytirib, (7) tenglikdan ayirsak,

а Ъ\х Ъ + а Ъ2Уо +  « з з  =  0

tenglikni hosil qilamiz. Demak, (x0, ,l) uchlik 

a nx + a n y  + an z  = 0

« 21* + « 22̂  + « 23^ = 0 (8)

a 31 x  +  «32 у  +  a33z  =  0

bir jinsli sistemaning notrivial yechimidir. Bu esa Д  =  0  shartga teng

kuchlidir. Aksincha A =  ()bo ‘lsa, (8) sistema notrivial(x0,.y0, z 0)

yechimga egadir. Bu uchlikda z 0 Ф 0 ,  chunki §  ф  0 .  Biz z 0 =  1 deb

hisoblay olamiz, chunki S  Ф 0  bo'lganligi uchun har bir z 0 uchun

(x0, y 0) juftlik mavjud. Yuqoridagi (8) sistemada z0 =1  bo‘lganda

(*0, j^o) jijftlik markaz koordinatalari ekanligi kelib chiqadi. Bundan 
tashqari (8)sistemadan foydalanib,

«11*0  ^ « 1 2 * 0  Уо « 2 2 ^ 0  ^  «13*0  2  «23  Уо « 3 3  =  ®

tenglikni olish mumkin.
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2-§. Ikkinchi tartibli chiziq va to‘g‘ri chiziqning 
o‘zaro vaziyati

Bizga (1) tenglama bilan aniqlangan ikkinchi tartibli chiziq va

x = x0 +£t
(9)y  = y 0 +mt

parametrik tenglamalar yordamida I  to ‘g‘ri chiziq berilgan bo'lsin. 
To4 g‘ri chiziq va ikkichi tartibli chiziqning kesishish nuqtalarini topish 
uchun (9) ifodalami (1) ga qo‘yamiz. Natijada quyidagi

[an£2 + 2an ^m + a-,7m2)t2 +
/IfU

2 (au£x0 + a, 2 (ly0 + mx0)+ a22my0 + al3t  + a23m) t + F (x0, v0) = 0
kvadrat tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada ikkinchi darajali had 
oldidagi ifoda to ‘g ‘ri chiziqning yo‘nalishiga bog‘liq xolos. Ba’zi 
yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga teng bo‘ladi va yuqoridagi tenglama 
chiziqli tenglamaga aylanadi. Ba’zi yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga 
teng emas va yuqoridagi tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi.

1-ta’rif. Berilgan { i , m }  yo'nalish uchun

an£2 + 2al2£m + a22m2 - 0  (11)

tenglik bajarilsa, bu yo‘nalish asimpotik yo‘nalish,

au£2 + 2an tm  + a22m2 Ф 0 (12)

munosabat bajarilsa noasimptotik yo'nalish deyiladi.

To‘g‘ri chiziqning yo‘nalishi noasimptotik bo‘lsa,yuqoridagi tenglama 
kvadrat tenglama bo‘ladi. Demak, bu to ‘g‘ri chiziq (1) chiziq bilan 
ikkita yoki bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lishi mumkin. Noasimptotik 
yo'nalishdagi to ‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan bitta nuqtada 
kesishsa,u urinma deb ataladi.

To‘g‘ri chiziqning yo'nalishi asimptotik bo‘Isa, yuqoridagi tenglama 
chiziqli tenglama bo ‘ladi. Demak, bu holda to ‘g‘ri chiziq (1) bilan bitta 
nuqtada kesishadi, yoki to ‘g‘ri chiziqning hamma nuqtalari (l)ga tegishli



bo'ladi. Agar ikkinchi darajali had koeffitsienti nolga teng bo'lib, ozod 
had noldan farqli bo‘lsa,to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan 
kesishmaydi. Asimptotik yo'nalishdagi to ‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq 
bilan kesishmasa u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota deyiladi.

Biz

/ 2 +  2au i m  +  a22 m 2 =  0

w
tenglamada f  bo‘lsa, g belgilash kiritib uni 

a x! +  2  a i2k  +  а 22к  =  0

*ko‘rinishda, agar т Ф  0  bo‘lsa, к  ~  belgilash kiritib uni
m

2
flfj @22 =  ® 

ko‘rinishda yozamiz. Ikkala holda ham diskriminant uchun

D  =  4af2 -  ^an a 22 ~

tenglik o'rinli. Demak, S  > 0  bo‘lsa asimptotik yo‘nalish mavjud emas. 

Bu holda (1) chiziq elliptik chiziq deyiladi, agar S  =  0  bo'lsa, asiptotik 

yo'nalish bitta va bu holda (1) chiziq parabolik §  < ( ) b o ‘lsa, ikkita

asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa giperbolik chiziq deyiladi.
Yuqoridagi (11) tenglam adagi birinchi darajali had oldidagi 

koeffitsient

(an £ + al2m)x + (al2£ + a22m)y + a13£ + a22m = 0 (13) 

ko‘rinishga ega. Agar



ап £ + al2m = О

a 2 \ t  +  « 22т  =  О

tengliklar bir vaqtda bajarilmasa, (13) tenglama to ‘g‘ri chiziqni aniqlaydi. 

Berilgan \ l , m \  yo'nalish uchun(14) tengliklar bajarilsa, { l , m }

yo‘nalish maxsus yo'nalish deyiladi. Ikkinchi tartibli chiziq uchun §  ф  0  
bo‘lsa,(14) sistema faqat trivial yechimga ega va demak yagona markazga 
ega bo‘lgan chiziqlar uchun maxsus yo'nalishlar yo‘q.

2-ta ’rif. Maxsus bo'lmagan { l , r n \  yo‘nalish uchun (13) tenglama

aniqlovchi to ‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziqning yo‘nalishga
qo‘shma diametri deb ataladi.

D iam etr tushunchasining korrekt aniqlanganligini ko‘rsatamiz.

Awalo yo'nalish asimptotik yo‘nalish bo‘lgan holni qaraylik. Bu
holda

a n £ + 2  a n lm  +  a 22m  =  0 
tenglikning chap tomoni uchun

ax x£2 + 2 an£m + a22m2 =

=  (tfj x£ +  a n m )£  +  ( a n £ +  a 22m )m  (14)

tenglik o‘rinli. Demak

(a n £ +  a l2m)£  +  (a l2£ +  a 22m) m =  0 (15)

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikdan

£ _  m

a 22w ) a \ +  a \2m



D iam etr uchun  {—( a {2i  +  a 22m),  a n^ +  a i2 m } v e k to r

yo'naltiruvchi vektor bo‘lganligi uchun diametr \ l , r n \  yo'nalishga
parallel bo‘ladi . Diametrga tegishli nuqtalar uchun (11) tenglamadagi 
birinchi darajali had oldidagi koeffitsient nolga teng bo‘ladi. Demak, bu 
holda diam etr ikkinchi tartib li chiziq uchun asim ptota b o ‘ladi 
(kesishmaydi) yoki diametrga tegishli hamma nuqtalar (1) chiziqda yotadi.

Noasimptotik [ £ , m ]  yo‘nalishga ega bo‘lgan to ‘g‘ri chiziq (1)

chiziqni ikkita M j va M 2 nuqtalarda kesib o ‘tsa , A /jA ^kesm an ing

o ‘rtasini M q {x о»J o )  bilan belgilab to ‘g‘ri chiziqning parametrik 
tenglamalarini

X =  X0 +  £1 , y  = y 0 +m t  

ko‘rinishda yozamiz. Parametrning M j , M 2 nuqtalarga mos keluvchi 

qiymatlarini t \ , t 2 belgilasak, ular ( 10) tenglamaning ildizlari 

bo‘ladi va Viet teoremasiga ko‘ra, t x +  t 2 =  0  tenglik o‘rinli bo'ladi. 

Bu tenglikdan M q { x q , _y0 ) nuqtaning diametrga tegishli ekanligi kelib

chiqadi. Demak, noasimptotik j£ , m } yo'nalishga parallel vatarlarning
o‘rtalaridan o'tuvchi to ‘g‘ri chiziq shu yo‘nalishga qo‘shma diametr 
bo‘ladi.

Noasimptotik { £ , m }  yo'nalishga ega bo'lgan va qo‘shma diametrga

tegishli M Q( x 0 , y Q)  o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziq ( 1) chiziqni M jv a

M j  nuqtalarda kesib o‘tsa, bu nuqtalarga mos keluvchi parametrning 
qiymatlari (10) tenglamaning ildizlari b o ‘ladi. T o‘g‘ri chiziqning 

М 0 ( х 0 , У о )  nuqtasi diam etrga tegishli b o ‘lganligi uchun ( 10)



tenglamada birinchi darajali had oldidagi koeffitsient nolga teng bo'ladi. 

Viet teoremasiga ko‘ra t \  + t 2 — 0  bo‘lganligi uchun М § { х § , У о )

nuqta M XM 2 kesmaning o'rtasi bo'ladi. Demak, diametr tushunchasi 

korrekt aniqlangan.

Berilgan {£, m )  yo‘nalishga qo‘shma diametr tenglamasini

(an x  +  a 12y  + a u ) t  + ( a n x  + a 22y  + a 2i)m  = 0  (17)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglamadan ko‘mib turibdiki, har qanday 
diametr (1) chiziq markazidan o ‘tadi.

3-§. Qo‘shma yo‘nalishlar va bosh yo‘naIish!ar

Berilgan { i , m }  yo‘nalishga qo‘shma diametr yo‘nalishi 

uchun

£ ' : m '  = ~ (a l2£ +  a 22m ) : ( a u £ +  a x2m ) (18) 

munosabat o ‘rinli. Bu munosabatni

(a n t  +  a n m ) l f +  (a n t  +  a 22m )m ' =  0  (19) 

ko‘rinishda yoki

an W  +  a l2( im ’ +  m £')+  a 22m m '  =  0 (20)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.

1-ta’r if  Ikkita { £ , m }  va yo‘nalishlar uchun (20) munosabat
bajarilsa, bu yo'nalishlar ( 1) chiziqqa nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar 
deyiladi.

Bu m unosabatda (1) teng lam a koeffitsientlari qatnashadi.



Koeffitsientlar esa koordinatalar sistemasiga bog'liq. Ikkita { i , m \  va

yo'nalishlar biror koordinatalar sistemasida (1) chiziqqa nisbatan
qo‘shma yo'nalishlar bo‘lsa,ular ixtiyoriy koordinatalar sistemasida (1) 
chiziqqa nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar bo‘lishini ko'rsatamiz.

Biz Oxy ko o rd in a ta la r  s is tem asidan  O'x'y' k o o rd in a ta la r  
sistemasiga

x = cn x ’ + Cu y' + X0 

у  = c2lx ' + c22y ' + y 0 (21)

almashtirishlar yordamida o‘tsak,(l) tenglama

a'n (x ')2 +  2a'l2x'y' +  a 22 (у ')2 +  2 a,'3x ' +  2а'2Ъу  + a'33 = 0  (22)

ko‘rinishga keladi. Ikkita{ i , m }  va yo'nalishlar uchun qo‘shma
bo‘lish sharti bo'lgan (21) tenglikni

A =
f a a 4  u \ \  12

\ a 2\ a 22 J
(23)

belgilash kiritib

(Г,т')А = 0 (24)

ko‘rinishda, (1) tenglamani esa

{x,y)A + 2  {an ,a22
w  \ y j

ko‘rinishda yozish mumkin. Almashtirishlar formulasini

+  <23 з — 0



\y.
= c

КУ

f r A

КУ o.
(27)

ko'rinishda bo'ladi. Ikkinchi tartibli chiziqning (25) tenglamasiga (27) 
formuladagi ifodani qo'ysak va

(*,>0 = С
(x
J V jO' >A =  A T v a  (a >b\ d  = (°’d )

v * /

tengliklami hisobga olsak, (25) tenglama quyidagicha o'zgaradi:
т

С + *o

O V
С

/v-Л /v  ̂+ 0X

К.У J yoJ
+ 2(an ,a2A  С

O '
+ + 033 -  0

( x ', / ) C r J C  , + ( х ', / ) С г Л + (x0,7o)^C  
O ' )  O W

гх’л
+

\ У ;

+ 0W o )  ° + 2(а,1з,й2з)С r + 2 (a 13>a 23) ° +O33-O
UW \У о)

(x A

[x’, y ) C T AC  + 2[(а13,Д2з) +  (хо’Д'о , + (хо>Уо)^(
;  \ у ;  v o

+



Bu tenglamalaming oxirgisidan ko‘rinib turibdiki yangi koordinatalar 
sistemasidagi koeffitsientlardan iborat

A' =
С n > n ' Л 

a \ 1 “ 12

V«21 a 2 2 j  

qoida bo‘yicha o‘zgaradi va

(28)

(«13 j a 23 )  ~  [(«13 > «23 )  +  (x 0 ’ Уо ) d ) P

аз з= (ч ,У о )Л  + 2  (au ,a23)

tengliklar o‘rinli ekanligini ko‘rish mumkin.

( x  ^ x 0

<Уо.
+  a 33 (29)

Biz a vek torn ing  eski k o o rd in a ta la rin i a ^ , a 2 b ilan , yangi 

koordinatalarini a [ , a 2 bilan belgilasak,

= c ( <
A ,

tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu tenglikni hisobga olib, OX, b  =  {£f, m r] 

vektorlaming yangi koordinatalarini }, } bilan belgilasak,

( Р Л  f p \  
(f ,m')A =( f , m ' ) C TAC  1 =(£'l,m'l )A'1 1

( m j\ m j \ m \ J

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglikdan (24) tenglik



{£\,т[)А' = 0  

Ш]

tenglikka teng kuchli ekanligi koordinatalar sistemasiga bog‘liq emasligi 

kelib chiqadi. Demak, a , £, vektorlaming (1) chiziqqa nisbatan qo'shma
bo‘lishi koordinatalar sistemasiga bog‘liq emas.

Ikkinchi tartibli chiziqning markazi tushunchasi koordinatalar 
sistemasiga bogMiq emasligini biz 1-paragrafda geometrik ravishda 
ko‘rsatgan edik. Hozir esa yuqoridagi alm ashtirishlar formulasini 
keltirganimizdan keyin bu faktni algebraik isbotlashimiz mumkin. 
Haqiqatan ham biz sistemani

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Ikkinchi tomondan yangi koordinatalar 
sistemasida bu tenglik

ko 'rinishda bo‘ladi. Yuqoridagi alm ashtirish formulalarni hisobga 
olib,uning (31) tenglikka teng kuchli ekanligini ko'rsatamiz. Bu tenglikda

(31)

(32)

T

(a[  3 , 23 )  ■= [ (« 1 3 >'«23  ) +  (x0»^0 )AC

almashtirishlami bajarsak,u

C TA C  +
yyj \ У о ]



+ [(ai3»a23) + (хо>Уо)А1Р = (0,0) 
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikda

T

С
x,0

U o .

tenglikni hisobga olsak, (33) tenglik

[(x,y)A +  (al3,a23)]C = (0,0) (34)

ko‘rinishda yoziladi. Bu tenglikdagi matrisaning determinanti noldan 
farqli bo‘lganligi uchun,bu tenglik (31) tenglikka teng kuchlidir.

1-ta’rif. Birorta yo‘nalish o‘ziga рефе^1ки1уаг yo‘nalishga qo'shma 
bo‘lsa,u bosh yo‘nalish deyiladi.

Bu ta ’rifga ko‘ra {£,m} yo‘nalish bosh yo'nalish bo‘lishi uchun и 

{— m,£j yo'nalishga qo‘shma bo‘lishi kerak. Albatta, agar {£,mj 

yo'nalish bosh yo‘nalish bo‘lsa, j— m,£j yo‘nalish ham bosh yo‘nalish 

bo'ladi. Berilgan {£,m} yo'nalishning bosh yo‘nalish bo‘lish sharti

an££' + an {£m' + m£')+ а1гтт = 0

tenglikda \ £ \ m '}vektomi {— m , £ \  bilan almashtirish natijasida hosil 
bo‘ladi va quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

a \2^-2 + i a 22 - a u ) £ m - a 2 \ m 2 = 0  (35)

Agar {£,m} maxsus yo‘nalish bo'lsa,



т ап ап

tenglik o‘rinli bo'ladi va yuqoridagi (35) shart bajarilgan. Biz bilamizki, 
faqat S  =  0  bo 'lgan  hollardagina ikkinchi tartibli chiziq maxsus 
yo‘nalishga ega bo'lib, u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptotik yo'nalish 
bo‘ladi. Demak, yagona markazga ega bo'lmagan ikkinchi tartibli chiziqlar 
uchun asimptotik yo'nalish bosh yo‘nalish bo‘ladi. Albatta, maxsus 
yo'nalishga perpendikulyar у o‘nalish ham bosh yo'nalish bo'ladi. Boshqa 
bosh yo‘nalishlar yo‘q. Demak, yagona markazga ega bo'lmagan ikkinchi 
tartibli chiziqlar uchun o ‘zaro perpendikulyar faqat ikkita bosh yo‘nalish 
mavjuddir.

Yuqoridagi (35) tenglikda <Z]2 =  0  vatf^j =  <222 munosabatlar

bajarilsa,bu tenglik ixtiyoriy \ t , m \  yo'nalish uchun bajariladi. Demak,

bu holda ixtiyoriy yo'nalish bosh yo‘nalish bo'ladi. A g a ra12 Ф 0  
bo‘lsa,(35) tenglik

, _  i  , _  m
к  — —  (va к  — —  ) ifoda uchun kvadrat tenglama bo'ladi. Bu 

m  l
tenglamada diskriminant uchun

&  ~ ial 1 ”  a22 )2 + 4<2212 > 0

m unosabat o ‘rinli boMgani uchun и ikkita ildizga ega va demak 
ikkinchi tartibli chiziq uchun  ikkita o ‘zaro perpendikulyar bosh 
yo'nalish mavjud.

4-§. Umumiy tenglamalarni soddalashtirish
Biz bu paragrafda umumiy

2 2 au x + 2  ап х у  + а22у  + 2 а 13х + 2а2зУ + а з з :=0



tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chiziqni aniqlash va uni yasash 
bilan shug‘ullanamiz.

1. Yagona markazga ega bo‘lgan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini 
soddalashtirish.

Bu holda parallel ko‘chirish yordamida koordinata boshini ikkinchi 
tartibli chiziqning markazigajoylashtiramiz. Natijada, tenglamada birinchi 
hadlar yo‘qoladi. Koordinata o ‘qlarini o ‘zaro perpendikulyar bosh 
yo‘nalishlar bo'yicha yo‘naltiramiz. Yo'nalishlarning o ‘zaro qo‘shma 
bo'lishini variant xossa bo‘lganligi uchun yangi koordinatalar sistemasida

|l,0} va {0,l} yo‘nalishlar o ‘zaro qo‘shma bo‘ladi. Bu shart 

a[2 =  0

tenglikka teng kuchlidir. Demak, bu holda ikkinchi tartibli chiziqning 
tenglamasi

a'n  x 2 +  a '22 y ' 2 +  Я33 =  0  (36)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamada a\ j Ф 0  a22 Ф 0 , #33 koeffitsient 
esa nolga teng bo'lishi ham,nolga teng bo‘lmasligi ham mumkin. Agar 

<333 koeffitsient esa nolga teng bo‘lsa,(36) tenglama

Ax'2 + B y ' 2 = 0  (37)

ko‘rinishga keladi. Agar A ,В  koeffitsientlar har xil ishoralarga ega
bo‘lsa,bu tenglam a ikkita kesishuvchi to ‘g ‘ri chiziqni aniqlaydi. 
Koeffitsientlar bir xil ishoralarga ega bo‘lsa,bu tenglama bitta nuqtani 
aniqlaydi.

Yuqoridagi (36) tenglam ada koeffitsient esa nolga teng 
bo‘lmasa,(36) tenglama

A x ’2 + B y ' 2 =  1 (38)
ko'rinishga keladi. Bu tenglam a esa koeffitsientlarning ishorasiga 
qarab,ellipsni yoki giperbolani aniqlaydi. Demak, yagona markazga ega 
bo‘lgan ikkinchi tartibli chiziq quyidagi to 'rtta  chiziqlaming biridan 
iborat:

1) Ellips



2) giperbola;
3) ikkita kesishuvchi to ‘g‘ri chiziq;
4) bitta nuqta .

2. Yagona markazga ega bo‘Imagan ikkinchi tartibli chiziq 
tenglamasini soddalashtirish

Biz bu holda yangi ordinata o‘qini maxsus bo‘lmagan bosh yo'nalish 
bo'yicha yo‘naltiramiz. Bu yo'nalish noasimptotik ekanligini bilamiz. 
Abssissa o'qi sifatida ordinata o'qi yo'nalishiga qo'shma diametmi olamiz.

Yangi koord ina ta la r sistem asida o rd inata  o 'q i yo 'na lish i {0,l} 
koordinatalaiga ega bo'ladi va bu yo'nalishga qo'shma diametr tenglamasi

« 1 2  *' +  « 2 2  У' +  «23 = 0

ko 'rin ishda bo 'lad i. Bu tenglam a у ’ = 0 tenglam aga teng kuchli 
bo'lganligi uchun

«12 =  0  «23 =  ® «22 56 ® 
munosabatlami olamiz. Bundan tashqari

8  =  a x ]<я22 — ay i  =  0

tenglikni hisobga olsak, a n =  0 kelib chiqadi. Natijada yagona markazga 
ega bo'lmagan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi

a '22 У  2 +  2 a'n  x ' 2 +  а ъъ =  0  (39)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamada a '22 ^  0  munosabat o'rinlidir. Bu 

chiziq uchun

0  0  a[ 3  

A = 0  «22 0

« 3 1 ® «33

—  Л  ,̂'2
-  —« 2 2  «13



bo'lganligi uchun, agar а[3 Ф 0 bo‘lsa ikkinchi tartibli chiziq markazga

ega bo‘lmaydi, agar a[3 =  O bo‘lsa ikkinchi tartibli chiziq cheksiz ko‘p
markazga ega va markazlar to ‘g‘ri chiziqni tashkil qiladi.

Agar ikkinchi tartibli chiziq markazga ega bo‘lmasa,yuqoridagi 
(39)tenglamada

а \Ъ ^  0  va ikkinchi tartibli chiziq abssissa o ‘qini X = ------—
2^13

nuqtada kesib o'tadi. Biz koordinata boshini shu nuqtaga ko‘chirib, 
tenglamani

a'22 у '2 +  2a{3x' =  0  (40)

ko'rinishga keltiramiz. Bu tenglamada a \ 3 koeffitsientning ishorasi 

a22 koeffitsient ishorasiga qarama-qarshi bo‘lsa,(40) tenglama

y , 2 = 2 p x '  (41)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamada p  >  Obo'lganligi uchun, u parabolani 
aniqlaydi.

Agar a [ j  koeffitsient ishorasi a '22 koeffitsient ishorasi bilan bir xil

bo‘lsa, (41)tenglamada p  <  Obo'lganligi uchun, u bo‘sh to'plam ni 
aniqlaydi.

Yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziqning (39) 

tenglamasida a j 3 koeffitsient nolga teng bo‘lsa, (39) tenglama

« 2 2  У ' 2 +  a 33 =  0  <42>

ko'rinishga keladi. Bu tenglamada a '22 Ф 0 ,  #33 koeffitsient esa nolga



teng bo'lishi ham, nolga teng boim asligi ham mumkin. Agar «33 
koeffitsient nolga teng bo‘lsa,(42) tenglama

(43)

ko‘rinishga keladi va ikkita ustma-ust tushuvchi to ‘g‘ri chiziqni aniqlaydi.

Yuqoridagi (42) tenglamada <333 koeffitsient nolga teng bo‘lmasa , 

(42) tenglama

koeffitsient ishorasiga qarama-qarshi bo‘lsa, (44) tenglamada с > 0

bo‘ladi va u ikkita parallel to ‘g ‘ri chiziqni aniqlaydi. Agar Й33

koeffitsientning ishorasi a'22 Ф 0  koeffitsient ishorasi bilan bir xil bo'lsa,

(44) tenglamada с <  0  bo‘ladi va u bo‘sh to ‘plamni aniqlaydi.
Demak, yagona markazga ega bo'lmagan ikkinchi tartibli chiziq 

quyidagi uchta chiziqlaming biridan iborat:
1) parabola (markazga ega emas);
2) ikkita parallel to ‘g‘ri chiziq (markazlar to ‘g‘ri chizig‘iga ega);
3) ikkita ustm a-ust tushuvchi to ‘g‘ri chiziq (m arkazlar to ‘g‘ri 

chizig'iga ega).

(44)

ko ‘rinishga keladi. Agar Л33 koeffitsientning ishorasi a22 Ф 0

5-§. Mustaqil ish uchun topshiriqlar
1. Giperbola

tenglama bilan berilgan. Uning asimptotalarini toping. 
2. Ikkinchi tartibli chiziq

(ax + by + с ) 2  -  {axx +  b^y + q ) 2  =  0



tenglama bilan berilgan bo‘lsa,u ikkita to‘g ‘ri chiziqdan iborat ekanligini 
ко ‘rsating.

3. To ‘g ‘ri chiziqlarga ajralmaydigan ikkita ikkinchi tartibli to \g‘ri chiziq 
beshta nuqtada kesishsa,ulaming ustma-ust tushishini ко ‘rsating.

4. Birorta to‘g ‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan uchta nuqtada 
kesishsa,ikkinchi tartibli chiziq bir juft to ‘g ‘ri chiziqdan iborat ekanligini 
ко ‘rsating.

5. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlarning markazini toping.

a) x 2 -  2xy + 2у 2 -  4x -  6y  + 3 =  0

b) 3x2 -  2xy + 3y 2 + 4x + 4y  -  4 =  0 

v) 2x2 -  3xy -  у 2 +  3x +  2 y  = 0  

g) x 2 -  2xy + у 2 -  4x -  6y  + 3 = 0 

d) 3x2 -  2xy  +  3y 2 + 4x + 4y  -  4 = 0
6. Ikkinchi tartibli chiziq va uning diametri mos ravishda

3x2 +  2 xy +  2 у 2 +  3x -  4y  =  0  va x  +  2y  — 2 =  0

tenglamalar berilgan. Bu diametrga qo ‘shma diametr tenglamasini 
tuzing.

7. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlarning ко ‘rinishini aniqlang.

a) x 2 +  6xy  +  у 2 +  6x +  2y  -  1 =  0  J: Giperbola

b) 3x2 -  2xy  +  3 y 2 +  4x +  4y  -  4 =  0  J: Ellips

У 9
v )x  — 4x y  +  3у  + 2 x  — 2 у  =  0 J: Ikkita kesishuvchi to ‘g ‘ri 

chiziqlar
2 2 g) у  +  5xy — 14x = 0  J: Ikkita kesishuvchi to ‘g ‘ri chiziqlar

2 2 d) x —xy — у  — X — у  =  0 J: Giperbola



8. Berilgan beshia (0;0), (0;2), (~1;0), (~2;1), (~1;3) nuqtalardan 
о ‘tuvchi ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini tuzing.

9. Koordinatlar boshi O'(l', O) nuqtaga ko ‘chirilsa, и holda ushbu

x 2 -  4xy + 3 y 2 -  2x  + 1  =  О
ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi qanday ко ‘rinishga keladi.

10. Ellipsga ichki chizilgan to‘g ‘ri to ‘rtburchak tomonlari, ellipsning 
o ‘qlariga parallel bo‘lishini isbotlang.

11. Quyidagi giperbolalaming asimptotalarini toping.

a) 3x2 +  2xy -  y 2 +  8x  +  lO y  + 1 4  =  О 

J : 6 x - 2 y  + 5 = 0 va 2x + 2 y - l  =  0

b) Зх2 + 1 Оги + 7 у 2 +  4x + 2 y  + 1 =  О 

J : 6 x  + 14^ +  11 =  0 va 2x + 2y  - 1  =  0 

v) I 0 x y - 2 y 2 + 6 x  +  4 j y - 2 1  =  0  

/ : 5 ^  +  3 =  0  va 2 5*  -  + 13 =  0  

g) 2x 2 -  3xy - x  + 3y  + 4 = 0 

J : 2 x - 3 y  +  \  =  0 va x - l  =  0

12. Ellips tenglamasi



ко‘rinishda va ikkita qo‘shma diametrlardan biri katta o ‘q bilan 300 
burchak hosil qiladi. Diametrlamingyo ‘nalishlari orasidagi burchak topilsin.

J- <̂  =  120°
13. Ellips tenglaiasi

ко ‘rinishda va ikkita qo'shma diametrlari orasidagi burchak 60® ga teng 
bo ‘Isa, diametrlaming uzunliklari topilsin. .

J: 2a' = 4y[2, 2b’ = l S
14. Giperbola tenglamasi

6 4
ко ‘rinishda bo ‘Isa, uning 45 burchak hosil qiluvchi qo ‘shma diametrlarining 
tenglamasini tuzing.

15. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlaming bosh о ‘qlarini toping.

a) 3x2 +  2xy  +  3y 2 +  6x -  2 y  -  5 =  0 

/: 2x  +  2 y  + 1  =  0  v a x - y  + 2  =  0

b) 5x2 +  2 4 xy -  2y 2 +  Ax - 1  = 0 

J: 28д: +  2 \ y  +  4  =  0 va33x -  44_y - 6  =  0



v) X2 -  Эху + у 2 + 1 =  0

J: X -Ь J  =  0  v a X -  у  =  0

216. Parabola х  = 6 у  tenglama yordamida berilgan. Uning

4  x - у - 5  =  0
to‘g ‘ri chiziq y o ‘nalishiga qo'shma diametri tenglamasini tuzing.

J: X - 1 2  =  0

17. Parabola у  =  2 p x  tenglama yordamida berilgan. Uning pa

rabola о ‘qi bilan 450 burchak tashkil qiluvchi vatarlarga qo ‘shma diametri 
tenglamasi tuzilsin.

J: У -  P  =  0
18. Parabola

x 2 -  6 x y  +  9 y 2 - \ 2 x  + 14y  - 7  =  0
tenglama yordamida berilgan. Uning absissa o ‘qiga qo ‘shma diametr 
tenglamasini tuzing.

J: X  — 3y  — 6  =  0



V BOB
IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING KANONIK

Fazoda dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan bo‘lib, unda ikkinchi

ten g lam an i qaray lik . F azo d a  k o o rd in a ta la ri (1) ten g lam an i 
qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plam i ikkinchi tartibli sirt deb ataladi.

1-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 
sistemasida

ко ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa , и ellipsoid deb ataladi. Bu tenglamada 

b  >  С >  0  munosabat bajarilishi talab qilinadi.

Ellipsoid tenglamasidan ko'rinib turibdiki, u koordinata o‘qlariga 
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya 
markazidir.

Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata tekisliklariga 

parallel tekisliklar bilan kesimini qaraymiz. Masalan, uni z  =  h  tenglama

bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, Щ <  с bo'lganda kesimda

TENGLAMALARI
l -§ . Ellipsoid va giperboloidlar 

1. Ellipsoid

darajali F(x, y,  z )  ko'phad yordamida berilgan

(1)



ko‘rinishda yozish mumkin.

Xuddi shunday, ellipsoidni Oxz ,O yz  tekisliklariga parallel
tekisliklar bilan kessak, kesimda ellipslar hosil bo‘ladi. Yuqoridagilarni 
hisobga olib, ellipsoidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.

42-chizma.

2-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 
sistemasida

ko'rinishda yozish mumkin bo‘Isa , и ikkipallaligiperboloid deb ataladi. 

Bu tenglamada a > b > 0 , C >  0  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko'rish mumkinki, uchinchi 
o'zgaruvchi z  <  С va z > C  tengsizliklami qanoatlantirishi kerak.



Demak, ikki pallali giperboloid ikki qismdan iborat va uning nomi 
shakliga mosdir. Agar ikki pallali giperboloidni % =  h  tenglama bilan

aniqlangan tekislikda kessak, Щ >  С bo‘lganda kesimda

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo'ladi. Bu ellipsning yarim 
o'qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.

Agar ikki pallali giperboloidni у  =  h  tenglama bilan aniqlangan 

tekislikda kessak, har qanday h  uchun kesimda

z 2 X2 h 2 , 

c 2 a 2 b 2

tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu giperbolaning 
yarim o'qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.
Xuddi shunday ikki pallali giperboloidni x  — h  tenglama bilan



aniqlangan tekislikda kessak, har qanday h  uchun kesimda

tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu giperbolaning 
yarim o'qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.
Bundan tashqari (3) tenglamadan ko‘rish mumkinki, giperboloid 

koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi 
esa uning simmetriya markazi bo'ladi. Bulami hisobga olib, uni chizmada 
tasvirlashimiz mumkin.

3-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birvrta dekart koordinatalari 
sistemasida

43-chizma.

(4)



ко ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa , и bir pallali giperboloid deb ataladi. 
Bu tenglamada a >  b >  0 ,  С >  0  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Bir pallali giperboloidning tenglamasidan ko'rish mumkinki, u 
koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi
esa uning simmetriya markazi bo'ladi. Bir pallali giperboloidni z  =  h

tenglama bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, har qanday /7 uchun 
kesimda

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning 

yarim 0 ‘qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir. Agar h=0 bo‘lsa, kesimda eng kichkina ellips hosil 
bo‘ladi. Bu ellips bir pallali giperboloidning bo‘g‘zi deb ataladi.

Bir pallali giperboloidni x=h, y —h tenglama bilan aniqlangan

tenglamalar bilan aniqlanuvchi giperbolalar hosil bo‘ladi. Bu 
giperbolalardan birinchisining yarim o'qlari mos ravishda

tekisliklar bilan kessak, mos ravishda 
kesimda



kattaliklarga tengdir. Agar |/l| =  a  yoki J h  j =  b  bo‘lsa, 
kesimda mos ravishda

tenglamalar bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziqlar hosil 
bo‘ladi. Bu faktlami hisobga olib, bir pallali giperboloidni chizmada 
tasvirlashimiz mumkin.

44-chizmct.

4-ta’rif. Sirtning har bir nuqtasidan shu sirtda yotuvchi to‘g ‘ri chiziq 
о ‘tsa, bunday sirt chiziqli sirt deyiladi.

Sirt chegaralagan bo‘lsa, unda to‘g‘ri chiziq yotmaydi va shuning 
uchun u chiziqli sirt bo'lmaydi. Demak, ellipsoid chiziqli sirt bo'lmaydi.

1-teorema. Bir pallali giperboloid chizigli sirt bo ‘lib, uning har bir 
nuqtasidan giperboloidda yotuvchi ikkita to‘g ‘ri chiziq o ‘tadi.

Isbot. Bir pallali gipeiboloidning M(xQ, y 0, z 0)  nuqtasidan 
yo'nalishdagi to‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamalari



ko'rinishda bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq bir pallali giperboloidda yotishi 
uchun

munosabatni hisobga olsak,

tengliklarni hosil qilamiz. Yo‘nalishni aniqlovchi vektorning
hamma koordinatalari nolga teng bo‘lmaganlini uchun yuqordagi 
tenglikning birinchisidan п Ф  0  ekanligi kelib chiqadi. Biz umumiylikni 

chegaralamasdan n — С deb olamiz. Bundan esa l , m  lar uchun

(*o + ltY ■ U  + mtf  (zo + ntf  _ -I
a2 b2 c2

tenglik t  ning har qiymatida bajarilishi kerak. Bu tenglikda

2 2 2 
Xn Уп _

/x o I тУъ -  Zo

shartlarni olamiz. Agar biz

х0 = х , + £ ^ г у 0 = у 1 + т ^ -
с с

tengliklar bilan (x j , ,0 ) nuqtani aniqlasak



r z  4 
Xl+ t ^

к_____ c /
y x + m ~ t  

с
a

'o _  *1 . Я ,

+ 2 ■fcCj ■‘'o
с

^ 2
\

2 + ^ T " 1 v a 2 6 2 ,

a

= ̂  +
ZL
Z>2

tenglikdan

^Г  + | И  (8)
a b

munosabat kelib chiqadi. Demak, (x ],J /} ,0 ) nuqta giperboloidning 
bo‘g‘ziga tegishlidir. Yuqoridagi (6) tenglikdan

L  = Z ^ I l
m b2xx

munosabat kelib chiqadi. Biz agar

л a b£=■— y {U ? m - — X\U
b ’ a

tengliklar bilan { i ,m,c}  vektorning £,m koordinatalarini aniqlasak,



munosabatni hisobga olib (8)tenglikdan ̂  =  ± 1  qiymatlami topamiz. 
Demak, biz qidirayotgan to‘g‘ri chiziqlarning parametrik tenglamalari

a
x = xQ -  u—y xt 

b

b
У~Уо + u - x xt 

a

z  = z 0 + c t

ko‘rinishda bo'ladi. Bu to‘g‘ri chiziqlar t —---- — bo'lganda (x j , y x ,0 )
С

nuqtadan o'tadi. Haqiqatan ham (6) tengliklardan

a z Q 
*1  = x0 + и -  y x -JL 

b с
b z 0 

У\ =  Уо +  и ~  хг —  а с

munosabatlami hosil qilish mumkin. Teorema isbotlandi.

2-§. Konus va lining kesimlari
3-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 

sistemasida
2 2 2 X у  z*

a 2 + b2 c2 (4)

ko'rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u konus deb ataladi. Bu tenglamada 
a > b > 0 * c > 0  munosabatlarbajarilishi talab qilinadi.



Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata tekisliklariga 
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya

markazidir. Bundan tashqari, agar M 0 (x 0 , У о , Zq ) nuqta konusga

tegishlibo‘lsa, 0 ( 0, 0, O) va M 0(x0, _y0, z0 ) nuqtalardano‘tuvchi 
to‘g‘ri chiziqdagi har bir nuqta konusga tegishlidir. Haqiqatan ham, bu 

to‘g‘ri chiziqqa tegishli nuqta (tXQ, t y Q, t z Q )  ko‘rinishga ega va bevosita

f a ) ) 2 , ( t y p f  (t zo f  ^ t 2 + Уо
2 A

= 0
a a

tenglikni tekshirib ko‘rish mumkin.

Konusning har bir yasovchisi bu ellipsni bir marta ( faqat bitta 
nuqtada) kesib o'tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega bo'lgan 
chiziqlar konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslarning markazlaridan 
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq konusning o‘qi deyiladi.

Yuqoridagi kanonik tenglamada konusning o‘qi oz  o‘qi bilan ustma- 
ust tushadi. Koordinata boshi ham konusga tegishli, konusning hamma 
yasovchilari bu nuqtadan o'tadi. Konusning hamma yasovchilari o‘tuvchi 
nuqta uning uchi deb ataladi.

4-ta’rif. Konusni uning uchidan o ‘Jmaydigan tekisliklar bilan kesish 
natijasida hosil bo ‘Igan chiziqlar konus kesimlar deyiladi.

2-teorema. Aylanadan boshqa hamma konus kesimlar tekislikda berilgan 
nuqtagacha bo‘Igan masofasining berilgan to‘g ‘ri chiziqqacha bo‘Igan 
masofasiga nisbati о ‘zgarmas bo ‘Igan nuqtalaming geometrik о ‘midir.

Isbot. Konusni oc tekislik bilan kesganimizda hosil bo‘lgan chiziqni
Y bilan belgilaylik. Konusga ichki chizilgan va oc tekislikka urinuvchi

sferaning tekislik bilan kesishish nuqtasini F  bilan belgilaymiz. Ichki 
chizilgan sfera konusga aylana bo‘ylab urinadi. Bu aylana yotuvchi
tekislikni CO bilan belgilaymiz. Konus kesimga tegishli ixtiyoriy M  
nuqta olib, undan o‘tuvchi yasovchi bilan CO tekislikning kesishish



45-chizma.

nuqtasini В bilan beigilaymiz. Konus kesimga tegishli M  nuqtadan Ct 
va 0)  tekisliklar kesishishidan hosil bo'lgan ^to'g'ri chiziqqa

perpendikulyar o'tkazamiz. Sferaga M  nuqtadan o'tkazilgan urinmalar 
kesmalari bo‘lgani uchun FM  = BM  tenglik o'rinli bo'ladi. Berilgan 

M  nuqtadan 0) tekislikkacha bo'lgan masofani a , b bilan belgflasak,

yerda(p — cc va#) tekisliklar orasidagi burchak, Ц/ — konus yasovchi

va CO tekislik orasidagi burchak, nuqta esa M  nuqtadan 8  to‘g‘ri 
chiziqqa tushirilgan peфendikulyar asosidir. Yuqoridagi tengliklardan

tengliklar o'rinli bo‘ladi. Bu
S in  Ц/

F M  B M  smm
——  = ------= — — = e
A M  A M  s i n  ц/



Konus kesim uchun F  nuqta uning fokusi S  to‘g‘ri chiziq esa 
lirektrisa deyiladi. Yuqoridagi nisbat 1 dan kichik yoki teng bo'lganda 
tonus kesimning hamma nuqtalari fokus bilan birgalikda direktrisaning 
>ir tarafida yotadi. Haqiqatdan ham direktrisaning boshqa tarafida

rotuvchi M'  nuqta uchun

engsizlik o'rinli boladi. Agar yuqoridagi nisbat 1 dan katta bo‘lsa, 
lirektrisaning har ikkala tarafida konus kesimga tegishli nuqtalar bor. 
Demak, bu holda konus kesim ikki qismdan iborat.

Biz bilamizki, agar e < 1 bo‘lsa konus kesim ellips bo'ladi. Biz III
>obda bu faktni isbotlaganmiz. Agar e = l bo‘Isa, konus kesim parabola
>oiadi. Konus kesim uchun e < 1 bo‘lsa, u giperbola bo‘ladi.

Biz III bobda o‘rgangan ikkinchi tartibli chiziqlaming(ellips, pa- 
abola va giperbola) har biri ikkinchi teoremaga ko‘ra, konusning birorta 
ekislik bilan kesishishidan hosil bo‘lar ekan. Bu faktni algebraik metod 
>ilan isbotlash ham mumkin.

Konusni z  = h tenglama bilan aniqlanuvchi tekislik bilan kessak , 
:esimda yarim o'qlari mos ravishda

Lattaliklarga teng bo'lgan ellips hosil bo'ladi. Agar biz konusni x = h , 
у = h tenglamalar orqali aniqlangan tekisliklar bilan kessak, kesimda 

yarim o‘qlari mos ravishda

kattaliklarga teng bo'lgan giperbolalar hosil bo‘ladi. Konus kesimda

FM' BM' ^ л --------> ---------> 1
AM' A M '

parabola hosil boiishini ko‘rsatish uchun, uni z  — —x + h,h Ф 0
a



x 2 y 2
2 + i 2 a  b

\2

-X + h
a

=  0

tenglama bilan aniqlanuvchi ikkinchi tartibli chiziqni hosil qilamiz. 
Koordinatalar sistemasini almashtirish yordamida bu tenglamani

ac

2 /
x + -

ha 
2 с

ko'rinishga keltirsak, uning parabola ekanligini ko'ramiz.

3-§. Paraboloidlar
5-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 

sistemasida

2 2 
x У
—  + —  = 2 z (4)
p  q

ко ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa , и elliptik paraboloid deb ataladi. Bu



Elliptik paraboloidning tenglamasidan ko'rish mumkinki, koordinata 

boshi unga tegishli, yOz  va xOz  tekisliklari elliptik paraboloidning 

simmetriya tekisliklari bo'ladi. Elliptik paraboloidni z  =  h tenglama 

orqali aniqlangan tekislik bilan kessak, h > 0  bo'lganda kesimda yarim

o‘qlari mos ravishda -^Jlhp , ^ 2 h q  kattaliklaiga teng bo‘lgan ellips

hosil bo'ladi. Elliptik paraboloidni x = h, y  = h tenglamalap orqali 
aniqlangan tekisliklar bilan kessak, kesimda fokal parametrlari mos 
ravishda p  ,q  kattaliklaiga teng bo‘lgan parabolalar hosil bo‘ladi. Bu 
parabolalaming uchlari mos ravishda

2 \
0,h,

h_  
2 q va h, 0,

h
2 p nuqtalarda joylashgan. Bu xossalami

hisobga olib, elliptik paraboloidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.

6-ta’rif. Ikkinchi tartibli 
sirt tenglamasini birorta 
dekart  koordinatalari  
sistemasida

2 2 

X  У П -----------= 2 2 (4)
p q

ко ‘rinishda yozish mumkin 
bo Ъ а, и giperbolikparabo
loid deb ataladi.  Bu 
t e n g l a m a d a

p  >  0 , q >  0 , munosa
batlar bajarilishi talab 
qilinadi.



Giperbolik paraboloid ham yOz  va xOz tekisliklarlarga nisbatan

simmetrik joylashgandir. Agar giperbolik paraboloidni z  =  h  tenglama

bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, h > 0  bo'lganda kesimda yarim 
o‘qlari mos ravishda

■\j2hp , -Jlhq

kattaliklarga teng bo'lgan giperbola hosil bo'ladi. Agar h < 0 bo'lsa, 

kesimda haqiqiy o‘qi Ox o‘qqa, mavhum o‘qi Oy o'qqa parallel va

yarim o‘qlari mos ravishda 2hq , ^j- 2hp kattaliklarga teng

bo'lgan giperbola paydo bo‘ladi. Kesuvchi tekislik яО у tekisligi ustma- 
ust tushsa, kesimda

p  я
tenglama bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq hosil bo'ladi.

Giperbolik paraboloidni o'qiga parallel tekisliklar bilan kessak kesimda 
parabolalami olamiz.



fokal parametrlari q  ga teng va uchi

.2 Л
h ,0 ,

V 2  p
nuqtada bo‘lgan pa

rabola hosil bo'ladi.
1-teorema. Giperbolik paraboloid chiziqli sirt bo‘lib, uning har bir 

nuqtasidan paraboloidda yotuvchi ikkita to‘g ‘ri chiziq o ‘tadi.

Isbot. Giperbolik paraboloidga tegishli^ =  k \X  +  bj nuqtadan 
o'tuvchi va

X = XQ+ i t

y  =  Уо+ m t  

z - z Q + nt

tenglamalar bilan aniqlangan to‘g‘ri chiziq paraboloidda yotishi uchun

k t ‘lf.Ay<>±™l=2(z0+ln) 
p q

tenglik parametming har bir qiymatida bajarilishi kerak. Bu tenglikni

l_ _ m _  

p q
+ 21

lx 0 my0
- n

\  P q
= o

ko‘rinishda yozib, undan

i l _ 5 l  = 0 v a ^ - ^ - «  = 0
p  q p  q

tengliklami hosil qilamiz. Bu tengliklardan m , n ]  yo'nalish uchun



munosabatni hosil qilamiz. Bu yerda U =  ±1  tenglik bajarilgan. Demak, 
giperbolik paraboloidning har bir nuqtasidan unda yotuvchi ikkita to‘g‘ri 
chiziq o‘tadi. Bu to‘g‘ri chiziqlarning parametrik tenglamalarini

X =  X0

y  =  y 0 + U t J q

z  = z 0 +t
f p ~ u f q

Уо (5)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu parametrik tenglamalarda

* 0
x J p  4 ч

munosabat bajarilsa,

t = t, = '0

Ч

V

X° +и-Уо
4 p  л/?.

УГ  4 ч ,

boiganda (5)to‘g‘ri chiziqlar z  — 0 tekislikni kesib o‘tadi. Bu tekislikda

X
i = o

Гр Гй т Гр 4 ~я ад

tenglamalar bilan aniqlanuvchi to‘g‘ri chiziqlar ham yotadi. Demak, 
(5) to‘g‘ri chiziq (6 ) to‘g‘ri chiziqlarning bittasini kesib o'tadi. Buni 
aniqlash uchun (5) ifodalami (6) tenglamalarga qo‘ysak



*о +<>4р  , . . У а + ^ \ 4 я  

Гр 4~ч

\

4~р + ы4~я
+ 2t, — О

tenglikni olamiz. Demak, (5) to‘g‘ri chiziq

X V л
+  W-=7=  =  0 (7)

to ‘g‘ri chiziqni kesib o ‘tadi. Bu to ‘g‘ri chiziqning parametrik 
tenglamalarini

X =  r j p
I — 00 <  T <  + 0 0  y  = -TUyjq

ko‘rinishda yozish mumkin. Yuqoridagi (5) va (7) to‘g‘ri chiziqlar 
kesishish

(jc0 +  Уо +  Utx-yjq) nuqtasida kesishadi va bu nuqtaga

parametming

4~p4 p  4 p
qiymati mos keladi.

Agar t' =  t - t x belgilashni kiritib, (5) to‘g‘ri chiziqning parametrik 
tenglamalarini

x  =  x 0 + t J p  =  (x0 + t l J p ) + { t - t l ) J p = ( t , +  Tl ) J p

y  = y 0 + t u j q  =  (y0 + hu4q)+ u(t - t x\ J q =  u(t' - r x\ J q



ko'rinishda yozish mumkin. 

x 0 и У°
Agar ^  bo‘lsa, giperbolik paraboloidning (4)

tenglamasidan Zq =  0  tenglik kelib chiqadi. Demak, bu holda (5) to‘g‘ri

chiziq z  =  0  tekislikda yotadi. Yuqoridagi keltirib chiqarilgan xossalarni 
quyidagicha yozishimiz mumkin.

2-teorema. Giperbolik paraboloidning har bir yasovchisi 
Z — 0  tekislikda yotadi yoki bu tekislikni kesib o‘tadi. Yasovchining 
parametrik tenglamalarini

x  =  +  т)л [Р ’ 

у  = u(t — т\[д, 

z  = 2 t z

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda u = ±  1 • Agar yasovchiz  =  0  

tekislikda yotsa t  =  0 > yasovchi z  =  0  tekislikda yotmasa

dT =  _______-
^J~p~+q ' ($) va (7) to‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasidan 

koordinata boshigacha bo‘lgan masofadir.



4-§. Silindrlar
7-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 

sistemasida
2 2

< 8 >
a  b

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u elliptik silindr deb ataladi. Bu 
tenglamada a > b >  0  > munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Elliptik silindr tenglamasida X, у  o‘zgaruvchilaming faqat ikkinchi 
darajalari qatnashganligi uchun koordinata boshi uning simmetriya 
markazi bo'ladi, koordinata tekisliklari esa simmetriya tekisliklaridir.

Silindrning simmetriya markazidan yasovchilarga parallel o'tadigan 
to‘g‘ri chiziq silindrning o‘qi deyiladi. Elliptik silindmi (8) tenglama
yordamida aniqlaganimizda uning o‘qi Oz o‘qi bilan ustma-ust tushadi. 
Bu sirtni uning o'qiga perpendikulyar tekisliklar bilan kessak, kesimda 
ellipslar hosil bo'ladi.

Mustaqil ish uchun topshiriq. Elliptik silindr tenglamasida Q — b  
bo'lsa, uning o'qiga perpendikulyar tekisliklar bilan kessak, kesimda
aylanalar hosil bo‘ladi. Lekin а ф Ь  bo‘lganda ham uni yasovchilarga 
parallel bo‘lmagan tekislik bilan kesib aylana hosil qilish mumkin. Bu 
faktni isbotlang.

8-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 
sistemasida

X 1 y 2 _
2 / ,2 “  (9)Cl и

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , и giperbolik silindr deb ataladi. Bu

tenglamada a  >  0 , b  >  0  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.
Giperbolik silindr tenglamasida x ,y  o'zgaruvchilaming faqat ikkinchi 

darajalari qatnashganligi uchun elliptik silindr kabi koordinata boshi



uning simmetriya markazi boiadi, koordinata 
tekisliklari esa simmetriya tekisliklaridir. 
Giperbolik silindmi unig o'qiga perpendikulyar 
tekisliklar bilan kessak, kesimda (9) tenglama 
bilan aniqlanuvchi giperbola hosil boiadi.

9-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini 
birorta dekart koordinatalari sistemasida

y 2 = 2px p  > 0 (10)
ко ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa , и parabolik 
silindr deb ataladi.
Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart 

koordinatalari sistemasida

2 2
*  У _ n

2 , 2  f11) a b
ko‘rinishda yozish mumkin boisa, u 
ikkita kesishuvchi tekislikdan iborat 
boiadi.

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini 
birorta dekart koordinatalari sistemasida

y 2 - b 2 = 0 
( 12)

49-chizma. 
Elliptik silindr.

50-chizma. Giperbolik 
silindr.

ko‘rinishda yozish mumkin boisa , u ikkita 
parallel tekislikdan iborat boiadi.

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasni biorta dekart 
koordinatalari sistemasida



53-chizma.

ko‘rinishda yozish mumkin bo'lsa , u ikkita ustma-ust 
tushuvchi tekislikdan iborat bo'ladi.

5-§. Ikkinchi tartibli sirtning urinma tekisligi
ттд

Bizga ikkinchi tartibli sirt 

F (x ,y , z )  = 0 ( l)
tenglama bilan berilgan bo'lsa, unga 

52-chizma. , , /  \
t e g i s h l i  M {x0, y 0,z0)

nuqtadagi urinma tekislik tushunchasini kiritamiz.
10-ta ’r if  Ikkinchi tartibli sirtda yotuvchi

va M q nuqtadan о ‘tuvchi hamma chiziqlaming 
shu nuqtadagi urinmalari yotuvchi tekislik 

Sirtning M q nuqtadagi urinma tekisligi deyiladi.
Urinma tekislik tenglamasini keltirib 

chiqaramiz. Buning uchun M q nuqtadan 
o‘tuvchi a  tekislik bilan sirtni kesganimizda hosil bo‘Igan kesimni 

(chiziqni) /  bilan, uning M q  nuqtadagi urinmasini I  bilan belgilaymiz.

Urinmaga tegishli nuqtaniM (x ,y , z )  bilan, у  chiziqda M q

nuqtaga yetarli yaqin nuqtani ДГ bilan belgilab, M q va ]\[ nuqtalardan

to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziqda M {x ,y , z )  nuqtaga eng

yaqin nuqta M'{x' ,y'  ,z' )̂ bo‘lsin. ДА nuqtaning koordinatalarini

XN =  Xq +  - X q)

y N  = У о + К у ' - У о )

z N = z Q+ t ( z ' - z 0) 
ko'rinishda yozish mumkin.



Koordinatalar uchun bu ifodalarni (1) tenglamaga qo'ysak 

F ( x 0 +  t (x'  -  x),  y 0 +  t ( y '  -  y 0 ), z 0 +  t ( z '  -  z 0 )) =  0  (1) 

tenglikni olamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi ifodada t  —> 0 da 

x ' , y ' , z r o'zgaruvchilar mos ravishda Xq , _y0 ? z q kattaliklaiga intiladi. 

Yuqoridagi tenglikni/ ga bo'lib va F(x0, y 0, z 0) = 0 tenglikni hisobga 

olib, t  —> 0  da limitga o‘tsak

(X -  X0 )F i  (*0, У о . 0̂ ) ■+ (у -  У  0 )F y (х О’ У о ^ о ) + ( - -  20 )F : (xO’>’0’ Zo)= 0 (14)

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama sirtning M q nuqtadagi urinma 
tekisligi tenglamasidir.

6-§. Sirtning diametral tekisligi
Biz ikkinchi tartibli chiziqlar uchun diametr tushunchasini kiritgan 

edik. Ikkinchi tartibli sirt uchun esa diametr tekislik tushunchasini
kiritamiz. To‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli sirtni ikki M ,  N  nuqtada kesib

o‘tsa, M N  kesma ikkinchi tartibli sirt uchun vatar bo'ladi.
1-teorema. Parallel vatarlaming о ‘rtalari bir tekislikda yotadi.

Isbot. Ikkinchi tartibli sirt uchun maxsus tanlangan Oxyz dekart

koordinatalar sistemasi mavjudki, uning tenglamasida xy, XZ, yz  ifodalar 
qatnashmaydi. Bu faktni isbotlash uchun

F { x , y , z ) =  2 + а22У2 + (I33Z2 + 2an xy + 2a23y z  + 2 a13xz + 

+ 2 a l4x + 2а24У + 2 a34z  + a44

belgilash kiritib

f { x ,  y , z ) =  1x2 + a i i y l  + аъз* 2 + 2anX y  + 2a^ y z  + 2 a i3*z
x 2 + y 2 + z 2



funksiyani qaraymiz. Bu funksiya hamma o‘zgaruvchilarga nisbatan bir 
jinsli , ya’ni

f(Ax,  Лу, Az) =  f ( x ,  y,z) ,  A e R 1

tenglik o‘rinlidir. Bundan tashqari f  ftmksiya birlik sferada chegaralangan

va Sferaning birorta M q nuqtasida bu sferadagi eng kichik qiymatga 
erishadi.

Funksiya bir jinsli boigani uchun, u koordinata boshidan chiquvchi 

nurlarda funksiyaning qiymati o'zgarmaydi. Demak, M q nuqtada 
funksiya o‘zining aniqlanish sohasidagi eng kichik qiymatiga erishadi.

Koordinatalarboshinio‘zgartirmaganholda O z  o‘qni O M q vektor

bo‘yicha yo‘naltirib, yangi Ox'y'z' koordinatalar sistemasini kiritamiz. 
Yangi koordinatalar sistemasida funksiya

. а\\х'г + а'пУ'1 + а'гг2'2 + М 2 ХУ  + ЩзУ2' + 2a'}3x'z' J I*  ,у ,Z }— - 2 ,2
х + у  +Z

ko‘rinishga ega boiadi. Maxrajda turgan ifoda nuqtadan koordinata 
boshigacha boigan masofaning kvadrati boigani uchun. Uning ko‘rinishi

o‘zgarmaydi. Yangi koordinatalar sistemasida M q nuqta (0 ,0 ,Z 0 ) 
koordinatalaiga ega va

/(o ,y ,z0)= а'21У'2 - аЬ2Л .
*0 + У

tenglik o ‘rinli. Demak,

df (0 , y f, z 0)
= 0

y'-ody'

tenglikdan«23  =  0 munosabat kelib chiqadi. Yuqoridagidek



foydalanib, a {3 =Otenglikni olamiz. Natijada ikkinchi tartibli sirt 
tenglamasi

a'u x'2 + 2a[2x'y' + a22y '2 + 2a[4x’ + 2a'24y' + 2a'34z’ + a'33z ’2 + a '44 = 0

ko‘rinishga keladi. Bu yerda faqat x', y ’ o ‘zgaruvchilarga bog‘liq

ifodada x'y' ko'paytmani yo‘qotish uchun koordinatalar sistemasini 
qanday o‘zgartirishni biz IV bobda o'rgandik. Buning uchun koordinata

boshini o'zgartirmasdan yangi, Qx" , O y ” o'qlarni o‘zaro qo‘shma qilib 

tanlasak, Oz 0<<3 yo‘nalishini o'zgartirmasak, sirt tenglamasi

2 2 2 ax jx + а22У + + ^a\x + 2a2JV + 2a3z  + a = 0 (15)

ko‘rinishga keladi.
Endi bevosita teorema isbotiga kirishamiz. Buning uchun 

— =  -£  =  -  
Л ju v

to‘g‘ri chiziqqa parallel vatar o'rtasining koordinatalarini X , y , Z  bilan 
belgilasak , uning uchi koordinatalari mos ravishda

x = x + у  = У + jut,z = z  + vt va x = x - A t *

y  =  y - f l t , z = z - v t  ( 1 6 >

ko‘rinishda bo'ladi. Vatar uchlari sirtga tegishli bo'lgani uchun, ularning 
koordinatalari (15) tenglamani qanoatlantiradi. Ularni (15) tenglamaga 
qo'ysak,

an x + a 22y  + a33z  + 2alx + 2a2y  + 2a3z  + a + 2t(Aau x + p a n y  

+ va33z  + AaI + fja2 + va3) + t 2(auA2 + а22/л2 + a33v2)=  0



tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda t ning ishorasini o‘zgartirsak ham, 
u o'rinli bo'ladi. Demak, birinchi darajali had koeffitsienti nolga teng 
bo‘ladi:

Л{ап x +  a{)+ l i { a 22 y  +  « 2 ) +  v(fi33Z +  a3) = 0  (17)

Bundan esa vatar o ‘rtasining koordinatalari (17) tenglamani 
qanoatlantirishi kelib chiqadi.

l l - ta ’rif. Parallel vatarlaming 0 ‘rtalaridan 0 ‘tuvchi tekislik sirtning 
diametrial tekisligi deb ataladi.

Diametrial tekislikning tenglamasini ixtiyoriy dekart koordinatalar 
sistemasida yozish uchun (16) ifodalami

F (x ,y , z )=  0 
tenglamaga qo‘yib,

2 F(x, y , z ) ±  2 t(AFx (x, y, z) + juFy (x, y, z) + vFz {x, y,z)) + 

+ t (апЛ + a l2ju +<333v +2ап Л(1 + 2a23//v  + 2а31иЛ) = 0

tenglikni olamiz. Bu tenglik bajarilishi uchun t oldidagi koeffitsient nolga 
teng bo‘lishi kerak. Demak, diametrial tekislik tenglamasini

ЛFx + fjFy + XFZ = 0 (18)

ko'rinishda yozish mumkin. Ravshanki, agar ikkinchi tartibli sirt 
simmetriya markaziga ega bo‘lsa, har qanday diametrial tekislik bu 
markazdan o‘tadi.

Demak, ikkinchi tatibli sirt markazi

Fx = 0, Fy = 0, Fz = 0 (19)

tenglamalar sistemasi yordamida aniqlanadi.

Paraboloidning diametrial tekisligi uning o‘qiga parallel bo'ladi. Bu 

holda 033 =  0  bo‘lganligi uchun (18) tenglamada ^o'zgaruvchi 
qatnashmaydi.

Elliptik va giperbolik silindrlar uchun ulaming 0 ‘qlaridagi hamma



nuqtalar markaz bo‘Igani uchun har qanday diametrial tekislik sirt o ‘qi 
orqali o ‘tadi.

7-§. Sirtning simmetriya tekisligi

12-ta’r if Bizgacc tekislik berilgan bo‘lib, sirtga tegishli ixtiyoriy 
M  nuqta uchun <x tekislikka nisbatan bu nuqtaga simmetrik nuqta 

ham sirtga tegishli bo ‘Isa, cc tekislik sirtning simmetrik tekisligi deyiladi.
Diametrial tekislik tenglamasidan foydalanib, sirtning simmetriya 

tekisligi tenglamasini keltirib chiqaramiz. Simmetriya tekisligiga 
perpendikulyar yo‘nalishdagi o‘zaro parallel vatarlar o'rtalari simmetriya

tekisligiga tegishli boiganligi uchun a = {£, m, n} vektorga peфendikulyar 
simmetriya tekisligi tenglamasi (18) ga ko‘ra

ko‘rinishda bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga a = { l ,m,n} vektor 
perpendikulyar boiganligi uchun

an £ + anm + ann _  a2xl  + a22m + a2in _ ani  + an m + аъъп

proposionallik o'rinli boiadi. Simmetriya tekisligiga perpendikulyar

yo'nalishni (20) tenglikdan aniqlash uchun (21) nisbatni A: bilan belgilab, 
ekvivalent sistemani hosil qilamiz

£FX + mFy + nFz = 0 (20)

(21)
m n

(aj j -  k)£ + ai2m + al3n = 0

• a2l£ + (a22 -  k)m + агъп = 0  

a3l£ + a32m + {агг -  k)n = 0

/,  m,  n  lar bir vaqtda nolga teng boimaganligi uchun



an - k

a 2\

а Ъ\

a \2 

a 22 ~  k

a 32

а \Ъ

a23
аъъ- к

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan £  ni topib, (22) sistemaga qo‘yamiz

va undan {£, m, n) yo‘nalishni topamiz.
Biz sirtning simmetriya tekisligini bilsak, ikkinchi tartibli sirt 

tenglamasini soddalashtirish uchun qulay, ya’ni kanonik koordinatalar 
sistemasini topish qiyin bo'lmaydi.

8-§. Mustaqil ish uchun topshiriqlar
1. Koordinata boshini sirtning simmetriya markaziga ko'chirish 

yordamida quyidagi sirtlaming tenglamasini soddalashtiring.

1) x 2 + 2y 2 + 2z 2 + 2xy -  2x -  4 y  -  4z  = 0;

2) у 2 +  Эху +  2yz  +  zx +  3 x  +  2 y  =  0;

3) x 2 +  2y 2 — z 2 +  2x — 2у  +  2 z  +  1 =  0

2 2 2 x у  z
2. Ikkinchi tartibli sirt------ 1-------- 1------ =  1 tenglama bilan berilgan.

25 16 9
Bu sirtning M(2, 1, -1) nuqtadan o ‘tuy>chi va bu nuqtada teng ikkiga 
bo ‘linuvchi vatarining tenglamasini yozing.

У3. Ikkinchi tartibli sirt------ 1--------------- =  — 1 tenglama bilan berilgan.
9 1 4

Bu sirtga (-6; 2; 6)  nuqtada urinuvchi tekislik tenglamasini yozing.
2 2 2 X у Z 1

4. Ellipsoid —  +  —  +  —  =  1 tenglama bilan berilgan. Uning (-2;
8 4 1



1; -1/ 2)  nuqtadagi normal tenglamasini yozing.
5. Ikkinchi tartibli sirt

2 x 2 +  5y 2 +  8z 2 +  Y ly z  +  6zx  +  2xy  + 8x + 1 4 у  + 18z  -  0

x - 5 у  z + 1
tenglama bilan berilgan. Bu sirtning 1) —~— -  ~  -  — ~  to‘g ‘richiziqqa;

2) O x  o'qiga; 3)Oy o'qiga; 4)0z o ‘qiga parallel vatarlarga qo‘shma 
diametrial tekisligi tenglamasini yozing.

6.x  + 3z  — 6 xy +  8x  + 5 =  0  tenglama bilan berilgan ikkinchi

x + 3  у  z - 1
tartibli sirtning —^— = — = - ■ - ■ to ‘g ‘ri chiziqdan о ‘tuvchi diametrial 

tekisligi tenglamasini yozing.

7. Ikinchi tartibli sirtning bitta A /(2,0,-l) nuqtasi, markazi C(0,0,-l) 

va Oxy tekislik bilan kesimi

x 2 -  4x y  - 1  =  0  

\ z  = 0
та ’lum bo ‘Isa, uning tenglamasini tuzing.

S. Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan kesishishidan hosil 
bo ‘Igan chiziqni tekshiring

„ 2  , . 2



2 2 х  у
9. —— — —— = z  paraboloidningdx + 2 У — 4z = 0 tekislikka 

16 4
parallel bo'lgan to‘g ‘ri chiziqli yasovchilarini toping.

2 2 2 
X у  z

10. Berilgan M ( 6 ,2,8) nuqtadano‘tuvchi va +  — —  y^- =  1 

sirtda yotuvchi to‘g ‘ri chiziqlami toping.



VI BOB
CHIZIQLI УА AFFIN FAZOLAR

l-§ . Chiziqli fazolar

Birorta bo‘sh bo‘lmagan V t o‘plam berilgan bo‘lsin. Biz V 
to‘plamning elementlari nimadan iborat ekanligi haqida ma’lumot 
bermagan holda, unda quyidagi ikkita amal kiritilgan bo'lishini talab 
qilamiz.

Birinchi amal: bu to'plamga tegishli har qanday ikkita elementga 
berilgan qoidaga ko‘ra bu to'plamning bitta elementi mos qo'yilgan;

Biz shartli ravishda V to‘plamning a , b  elementlariga mos qo'yilgan
elementni a + b ko‘rinishda yozamiz.

Ikkinchi amal: berilgan haqiqiy son va V to'plamning berilgan 
elementiga V to4plamning bitta elementi mos qo'yilgan. Biz shartli
ravishda V to'plamning a elementiga va X  haqiqiy songa mos qo‘yilgan

V to'plamning elementini Aa  ko‘rinishda yozamiz.
1-misol. Haqiqiy sonlar to‘plamida aniqlangan barcha haqiqiy 

qiymatli funksiyalar to‘plamini V bilan belgilab, unda yuqoridagi ikkita

amalni kiritaylik. Berilgan ikkita f v a g  funksiyalar uchun 

f  +  g , A f  funksiyalarni quyidagi qoidalar bilan kiritamiz:

( f  + g \ x ) =  f ( x ) +  g{x)
( A f \ x )  =  A f { x )

Bu tengliklarning o‘ng tomonida mos ravishda funksiyalarning 
qiymatlari qo‘shilgan va funksiyaning qiymati haqiqiy songa 
ko‘paytirilgan.

Biz birinchi bobda vektoming tor ma’nodagi geometrik ta’rifmi 
kiritgan edik. Matematikada vektor tushunchasi biz keltiigan ta’rifga 
nisbatan juda keng. Vektoming keng ma’nodagi ta’rifmi keltirish uchun 
biz awalo chiziqli fazo tushunchasini kiritishimiz kerak.

1-ta’r if Berilgan V  to ‘plamdagi yuqorida kiritilgan ikkita amal uchun



1)  Ixtiyoriy a , b , c  elementlar uchun a  +  (b  +  с  )  =  (a  +  b )  +  c  
tenglik,

2) Ixtiyoriy a , b elementlar uchun a  +  b  — b  +  a  tenglik,
3) Y  to ‘plamga tegishli shunday о  element mavjudki har qanday a

element uchun a + О = a tenglik,
4) Har bir a element uchun shunday —a element mavjudki 

a + ( - a )  =  o tenglik, .

5) Har qanday Я , / /  haqiqiy sonlar uchun va va har bir a  element 

uchun (Я +  ju)a =  Ла + fja tenglik,

6)  Har qanday Я , JU haqiqiy sonlar uchun va har bir a  element uchun 

( l ju )a  =  X { jia )  tenglik,

7) Har qanday  Д haqiqiy son va ixtiyoriy a,b elementlar 

uchun X(a + b) = Aa + ЛЬ tenglik,

8)  Har bir a  element uchun 1 -a  = a tengliklar o ‘rinli bo‘Isa,
V  to ‘plam chiziqli fazo, uning elementlari esa vektorlar deb ataladi. 
Uchinchi aksiomada mavjudligi ta’kidlangan о  element chiziqli fazoning 
nol elementi yoki nol’ vektor deyiladi.

Yuqoridagi misolda ko‘rish mumkinki, keng ma’noda funksiya ham 
vektor bo‘ladi. Albatta bir to‘g‘ri chiziqda yotgan vektorlar (yo'nalishga 
ega bo‘lgan kesmalar), bir tekislikda yoki fazoda yotgan vektorlar chiziqli 
fazolardir. Biz ular uchun yuqorida keltirilgan sakkizta aksiomalaming 
bajarilishmi birinchi bobda isbotlaganmiz. Chiziqli fazolarga juda ko'plab 
misollar keltirish mumkin.

Mustaqil ish uchun topshiriqlar.
1. Berilgan \a,b\ kesmada aniqlangan va к marta differensiallanuvchi 

funksiyalar to‘plami chiziqli fazo ekanligini ko‘rsating.
2. Bir o ‘zgaruvchili hamma ko‘phadlar to'plami chiziqli fazo 

ekanligini ko‘nsating.



2-misol. Tartiblangan n ta haqiqiy sonlar ketma-ketliklari 
to'plamini Rn bilan belgilab, unda chiziqli amallarni, ya’ni ”qo‘shish”va 
songa “ko'paytirish” amallarini quyidagicha kiritamiz:

ikkita {a,, a2, • • •, a„} , {b,, 62, • • •, 6„} elementlar uchun ularga mos 
qo'yilgan element

{л,,а2,--,Агп} + { ^ , - " Л } =  к  + b „ a 2 + b2,---,an + bn} 

tenglik bilan, X haqiqiy son va element uchun

“ko‘paytirish” amalini Я {a,, a2, • • •, an} = { /Ц , Xa2 Aan} tenglik bilan
aniqlaymiz. Bu amallar yuqoridagi 1-8 aksiomalarni qanoatlantiradi. 
Bu chiziqli fazo biz uchun nihoyatda muhim ekanligini keyingi 
paragraflarda ko'ramiz.

1) Bizga chiziqli fazo berilgan boisa, 3-aksiomada mavjudligi talab

qilingan nol vektor yagonadir. Haqiqatan, agar ikkita 0 \ va o 2 nol 

elementlar mavjud boisa, ixtiyoriy a  element uchun Oj +  a  =  a  va 

o 2 +  a  =  a  tengliklar o‘rinli boiadi. Birinchi tenglikni a  — o 2 element 

uchun, ikknchi tenglikni a  =  0 j element uchun yozsak, biz 

0 l + 0 2 = 0 2 , C>2 +  Oj =  Oj tengliklarni hosil qilamiz. Bu

tengliklardan Oj =  o 2 tenglik kelib chiqadi.
2) Chiziqli fazoda har bir a  element uchun unga qarama-qarshi — 

a  element yagonadir.

Agar a  elem ent uchun ikita& ,c elem entlar mavjud

boiib a +  b = 0 va a +  с =  о tengliklar o‘rinli boisa,

b = o + b = (a + c) + b = (a + b) + c = o + c = c 
tenglik o‘rinlidir.

3) Chiziqli fazoga tegishli ixtiyoriy a,b elementlar uchun

a + x = b



Haqiqatan a  +  X — b  bo‘lsa, x  elem ent uchun 

x  =  ( a  +  x ) +  (— a )  =  b  +  (— a )  tenglik o'rinli va

a  +  (b +  (— £3f)) — {a +  {— a )) + b  — o  +  b  bajariladi.
4) Chiziqli fazo elementini nol soniga ko'paytirsak nol element hosil 

bo‘ladi, ya’ni 0  <2 =  0  tenglik o ‘rinlidir. Haqiqatan

Oa  =  (O +  0)flf =  Oa +  Oa =  О munosabatdan

Oa =  Oa  — 0 a  =  о  tenglik kelib chiqadi.

5) Chiziqli fazoning nol vektorini ixtiyoriy songa ko‘paytirsak 

nol vektor hosil bo'ladi, ya’ni \ /Я  G R uchun X O — O tenglik

o ‘rinlidir. Haqiqatan Ло = Л(о + о)  = Ло  +  Ао,  munosabatdan

Л а  = Л а - Л а  = о tenglik kelib chiqadi.
6) Chiziqli fazoning ixtiyoriy a elementini —1 soniga ko‘paytirsak 

unga qarama-qarshi -  a  element hosil bo'ladi, ya’ni

(— 1 )<3 =  —a tenglik o'rinlidir. Haqiqatan 

a + (— i)a — \a  +  (— \)a  =  (l — \)a  =  0  a =  O. munosabatdan 

(— \)a  =  —a tenglik kelib chiqadi.
7) Chiziqli fazo aksiomalarining ikkinchisi boshqa aksiomalar va 

qarama-qarshi element yagonaligidan kelib chiqadi.
Haqiqatan [a + b)  -  (b + a)  = a + b +  ( -  lX^ + a)  =

a  + ( b - b ) - a  = a - a  = o munosabatdanb  +  a  =  a  +  b  tenglik 
kelib chiqadi.

Bizga chiziqli fazoda m ta vektordan iborata^, a 2 , oila va

Xi,X2, '",Xm haqiqiysonlarberilganbo‘lsin. Bu vektorlaryordamida



Я, я, + Л2 а2 + . . .  + Яш ая (1)

vektor а | , (22 , . . . ,  vektorlaming chiziqli kombinasiyasi deyiladi.

Birorta & vektor a^, a 2 , vektorlarning chiziqli

kombinasiyasi bo‘lsa, Ъ vektor щ , a 2 , . . . ,  a m vektorlar orqali chiziqli 
ifodalangan deyiladi.

2-ta’rif. Chiziqli fazoning av  a2, . . . , am elementlar uchun kamida

bittasi noldan farqli Я] ,Я2 ,---,ЯОТ haqiqiy sonlar mavjud bo‘lib,

Al al +A2a2 +. . .  + Amam=Q munosabat o ‘rinli bo‘lsa,

CZj, a 2 , Clm vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli, aks holda esa bu
oila chiziqli erkli deyiladi.

Biz tor ma’nodagi vektorlar uchun chiziqli bog'lanishli va chiziqli 
erkli oilalaming xossalari bilan birinchi bobdatanishdik. Keng ma’nodagi 
vektorlar uchun ham bu xossalar saqlanadi. Ularning asosiylarini 
keltiramiz.

1) Birorta b  vektor a ,̂ a2, vektorlarning chiziqli 

kombinasiyasi bo'lsa, ax, a2, . . . ,a woilaga tegishli har bir vektor

bx, b2, lar orqali chiziqli ifodalansa, b  vektor bx, b 2, . . . ,bm
vektorlar orqali chiziqli ifodalanadi.

2) Vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli qism oilaga ega bo'lsa, bu 
chiziqli bog'lanishli bo'ladi.

3) Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo'lsa, bu oila chiziqli 
bog‘lanishli bo‘ladi.

1-teorema. Vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli bo'lishi uchun bu 
oiladagi kamida bitta vektor qolganlari orqali chiziqli ifodalanishi zarur 
va yetarlidir.

Isbot. Chiziqli fazoning Cl\, Cl2 , . . . ,  d m vektorlar oilasi chiziqli 

bog‘lanishli bo'lsa, kamida bittasi noldan farqli Я ,̂ Я2 , • ■ •, Яя; haqiqiy



sonlar mavjud boiib, Л,а1+Л2а2 +. . .  + Лтат = 0 tenglik o'rinli 
boiadi.

Agar/lj Ф 0 boisa,

_  ^2  ^m
a \ ~  — <*2------  о a m tenglikni hosil qilamiz.

/tj /1]

Va aksincha ах= к 2а2 Л-----k ma m tenglikdan

\  =  - \ , X 2 =  k 2, --- ,Am =  k m sonlar uchun

Л1а1 +  Л2 a 2 + ... + Лт am =  0 tenglikni hosil qilamiz.

2-teorema. Chiziqli fazoda a^, a 2 , oilaning har bir vektori

b \ , b2 , . . . , b n vektorlar orqali chiziqli ifodalanib, m  >  n b o ‘Isa,

a i , a 2 , Clm oila Chiziqli bog'lanishli bo‘ladi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra

A l ’^12

^ml»^m2 ^mn > 

haqiqiy sonlar mavjud boiib,

a \ ~  Л  1̂ 1 +  ^12^2 +  • • • ̂ 1 n^n ’ 
а 2 = Я 21Ь1 + Л 22Ь2 + . . . Л 2пЬ„,

a m ~  ^тФ\ +  ^m2^2 • • • ̂ mrfin ’



tengliklar o‘rinli bo'ladi.
Biz

Xu x{ +X2 Xx2 + ...Ят1хт = 0,

^ ln x l ^ 2 n x 2 ^m n x m

tenglamalar sistemasini qarasak, bu sistemada noma’lumlar soni 
tenglamalar sonidan ko‘p, ya’n im > n  bo‘lganligi uchun bu sistema

notrivia] X ^ \  , x ^  yechimgaega. Buyechimelementlari

yordamida hosil qilinganЩ, a2, vektorlarning chiziqli
kombinatsiyasi uchun quyidagi tenglik o‘rinli

x(0)ai + x f }a2 + ...x^ am =x1(o)(A1,61 + Aub2 +.. .Alnb„) +

+ xf 4 h A  +^-22^2 +  • • • ̂ 2nbn ) + . . .  +  x f)  (Лт{Ъ{ + Ят2Ь2 + ...Л„тЬ„) =

=  (/lu ^  +  Я21Х ^  +  •••Лл1х л»0*1 +  - "  +  + / *2»*2°^ n =

— Obj + . . . 4- 0 bn — о.

Demaktfj, a2, ... , am oila chiziqli bog‘lanishli bo‘ladi.
Chiziqli fazo elementlari uchun ham kollinear va komplanar vektorlar 

tushunchalarini kiritish mumkin. Buning uchun chiziqli bog‘lanishlik 
tushunchasidan foydalanamiz.

3-ta’rif. Ikkita vektordan iborat vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli 
bo‘lsa, ular kollinear vektorlar, uchta vektordan iborat vektorlar oilasi 
chiziqli bog‘lanishli bo‘lsa, ular komplanar vektorlar deyiladi.

Bizga ma’lumki, bir tekislikda yotuvchi har qanday uchta vektor va 
uch o‘lchamli fazoda har qanday to‘rtta vektor chiziqli bog'lanishli 
bo‘ladi.

Endi chiziqli fazoda oila tushunchasini kiritamiz.

4-ta’rif. Chiziqli fazoda har qanday vektomi ax, a 2, .. . ,  a„vektorlar

orqali ifodalash mumkin bo ‘Isa, ax, a2, . . . , an oila to 4iq oila deyiladi. 
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Agar chiziqli fazoda chekli sondagi elementardan iborat to'liq oila 
mavjud bo‘lsa, fazo chekli oichamli deyiladi.

5-tayrif. Chiziqli fazoda chiziqli erkli to‘liq oila shu fazoning oilasi 
deyiladi.

3-teorema. Bizga V chiziqli fazoda  e,, e2, . . . , en oila va

Щ, CI2 , a m oila berilgan bo‘Isin. Berilgan a. \ , , CLm oila

chiziqli erkli bo ‘Isa, m < n  bo ‘ladi, agar a 2 , . . . ,  a m oila to ‘liq bo ‘Isa, 

m > n b o ‘ladi.

Isbot. Chiziqli fazo oilai ex, e2, . . . , en oila to‘liq bo'lganligi

uchunalf a2, . . . ,am oilaning har bir vektoriel, e2,...,en oilaning 
vektorlari orqali chiziqli ifodalanadi. Yuqoridagi 2- teoremaga ko'ra 

agar Oj, a2, • • ■, Clm oila chiziqli erkli bo'lsa, m < n  bo'ladi.

Agaraj, a 2 , a m oila to‘liq bo‘lsa, u holdae15 e2, . . . , en

oilaning har qanday v e k t o r i , a 2 , oilaning vektorlari orqali

chiziqli ifodalanadi. Yana 2- teoremaga ko‘rae}, e2, . . . , en chiziqli erkli

bo‘lganligi uchunm > n  boiadi.
Bu teoremadan quyidagi muhim fakt kelib chiqadi:
4-teorema. Chekli о ‘Ichamli chiziqli fazo oilalari bir xil sondagi 

vektorlardan iborat bo ‘ladi.
Biz keyingi paragraflarda faqat chekli 0 ‘lchamli chiziqli fazolar bilan

ish ko'ramiz va chekli o‘lchamli V chiziqli fazoning 0 ‘lchamini dim V 
bilan belgilaymiz.

5-teorema. Chekli 0 ‘Ichamli chiziqli fazoda n ta vektordan iborat

oila (n =  dim V ) oila bo ‘lishi uchun bu oilaning to ‘liq yoki chiziqli erkli 
bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Biz agar birorta ex, e2, . . . , en oila to'liq bo‘lsa, chiziqli erkli 

bo'lishini va aksincha e ,̂ e2, . . . , en oila chiziqli erkli bo‘Isa, uning



to'liq ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Agarex, e2, . . . , en oila to'liq va 

chiziqli bogianishli bo‘lsa, unda ex, e2, . . . , en oiladan mos vektomi 

o‘chirib n  — 1 vektordan tashkil topgan toiiq vektorlar oilasini hosil

qilamiz. Bu esa 3-teoremaga ziddir. Demak, ex, e 2, . . . , e n oila to'liq 
bo‘lsa u chiziqli erkli bo‘lar ekan.

Endi ex, e2, . . . , en oila chiziqli erkli bo‘lsin. Biz bu oilaning to‘liq

ekaligini ko‘rsatamiz, ya’ni ixtiyoriyд  e  V  vektor ex, e 2, . . . , e n oila 
vektorlari orqali chiziqli ifodalanishini ko‘rastishimiz kerak. Buning uchun

, e2, . .  •, en, a oilani qaraylik, bu oila n + 1 ta vektordan iborat va

yuqoridagi 3-teoremaga ko'ra e^, e2 , . . . , e n , a  vektorlar chiziqli

bog‘lanishli bo'ladi. Demak, e^, e 2 , . . . ,  e n , a  oila vektorlaridan bittasi 
qolgan vektorlar orqali chiziqli ifodalanadi. Teorema shartiga ko‘ra 

et, e2, . . . , en oila chiziqli erkli bo'lganligi uchun faqat a  vektorgina 
qolgan vektorlar orqali chiziqli ifodalanishi mumkin. Teorema isbotlandi. 

Chiziqli V  fazoda ex, e 2, . . . , e n oila berilgan bo‘lsin.

Ixtiyoriy a  e  у  vektor uchun shunday , a 2 , a n sonlar mavjud 
bo‘lib, bu vektomi quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

ci —ci 6j + я 2 e2 + ... + o.ncn (l)

6-ta’rif. Birinchi t e n g l i k d a g i s o n l a r i a  vektorning

ex, e2, . . . , en oiladagi koordinatalari deb ataladi.

б-teorema. Ixtiyoriy vektor berilgan oiladagi koordinatalari bilan 
yagona ravishda aniqlanadi. Vektorlar qo ‘shilganda ulaming koordinatalari 
qo ‘shiladi, vektomi songa ко ‘paytirganda ко ‘paytma vektor koordinatalari 
mos ravishda ко ‘paytiriluvchi vektor koordinatalari bilan ко ‘paytirilayotgan



son ко ‘paytmalaridan iborat.

Isbot. Biz a vektor uchun oila vektorlar orqali ikkita chiziqli 

a  = a le} +  a 2e2 +. . .  +  a nen

q — 6 * 6 ■, +.. .  + b' en 
ifodalarga ega bo‘lsak, bu tengliklardan

0 = (a1 - bl )e{ + (a 2 -  b2)e2 + ... + (o” -  bn)e„

tenglikni olamiz. Bazisni tashkil qiluvchi e{, e2, • . .,e„ vektorlaming 
chiziqli erkli ekanligidan

a l = b l > a 2 = b 2, - , a n = b n 
tengliklar kelib chiqadi. Demak, har qanday vektor o‘zining koordinatalri 
bilan yagona ravishda aniqlanadi.

Biz agar ikkita

Cl — ■+• cP"62 + ••• + » b — b^ej + ej +.. .  + bnen
vektorlaming yig‘indisini

a + b -  a V  + а ге 2 + — I- a ne„ + blex + • • • + bnen =

= 0 *6] + b lej ч—  + a"en + b ”en — (a1 + b̂  j + • • • + {an + b n) en.

ko‘rinishda yozsak, a +  b vektorning koordinatalari mos ravishda a 
va b  vektorlaming koordinatalari yig'indilariga tengligini ko'ramiz.

Ixtiyoriy a  vektor va к  soni uchun chiziqli fazo aksiomalaridan 
foydalanib,

ka = k(a1el —  + a nen) = {ка} ) e, + — H (ка”) en
tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikni yig'indi belgisidan foydalanib, 
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

(  П i \  f  П j ^
ка = к X a e i =  ILka e( 

v '—1 )  v = l  У 
Teorema isbotlandi.



Qulaylik uchun yig‘indida yuqori indeks va quyi indeks bir xil sonda 
qatnashgan holda shu indeks bo'yicha yig‘indi belgisi tushirib quyidagi 
ko'rinishda yoziladi:

a  =  a 'e . ,  ka  =  ( k a l ) er
Keyingi paragraflarda yozuvni qisqartirish maqsadida biz bu 

belgilashdan foydalanamiz.
7- t a ’r i f B i z g a  V va V’ chiziqli fazolar va o‘zaro bir 

f
qiym atli (p :V  —> V  akslan tirish  berilgan bo" lib , ix tiyoriy

a , b e V  vetorlar va ix tiyoriy  к  haqiqiy son uchun

(p (a +  b)  =  <p ( a ) +  (p {b) cp (Ka)  = Kcp (a) tengliklar bajarilsa, (p 
akslantirish izomorfizm deb ataladi.

Agar, V va F'chiziqli fazolar o ‘rtasida izomorfizm mavjud bo'lsa

V va V  fazolar izomorf fazolar deyiladi va у  ~ y '  ko‘rinishda
yoziladi. Fazolar o‘rtasidagi izomorflik munosabati ekvivalentlik 
munosabati bo‘ladi, ya’ni quyidagi munosabatlar o'rinlidir:

a ) F » F , b )  V  => V  » V ;

S ) V * V ' ,  v «  v "  => v * v "

Biz V  chiziqli fazoda (e ,̂ . . . ,  en ) oila yordamida har bir 

a E V  vektomi uning koordinatalari yordamida a1, . . . ,  a" yagona

ravishda aniqlaymiz. Ikkinchi tomondan ja 1, a n ] ketma- 

ketlik fazo elementidir. Natijada

(p{a)=={al , . . . , a n)  formula yordamida ( p \ V  —* R n 
izom orfizm ni aniqlaymiz. Bu akslantirish uchun 

(p{a  +  b )  =  (p { a ) +<p{ b ) ,  (p {k a ) =  k(p (a).  tengliklar 5-



7-teorema. Harqanday n о ‘Ichamli chiziqli fazo R n fazoga izomorfdir.

2-§. Affin fazolar

8-ta’rif. Bizga X  to ‘piam va n o ‘lchamli V chiziqli fazo berilib, X  

to‘plamning nuqtalarining har bir A , В  juftiga birorta V chiziqli fazoga

tegishli A B  vektor mos qo ‘yilgan bo ‘lib:
1) X  to‘plamning har bir A nuqtasi va har bir a  €  V  uchun yagona

В  £  X  nuqta mavjud boiib A B  =  a  tenglik,

2) Ixtiyoriy uchta A ,B ,C  nuqtalar uchun A B  +  B C  =  A C  
tenglik bajarilsa, X to‘plam n oichamli affin fazo deyiladi.

Bu ta’rifning ikkinchi shartidan A = B  =  C  bo'lganda

AA =  0  tenglikni, С  =  ^boiganda BA =  —A B  tenglikni hosil 
qilamiz. Biz bir oichamli affin fazoni to‘g‘ri chiziq, ikki oichamli affin 
fazoni tekislik va uch oichamli affin fazoni fazo deb ataymiz.

9 - t a ’rif. Affin fazoda berilgan О nuqta va V  chiziqli

fazoninge{ , . . . , e n bazisidan iborat { O , e { , e 2 , - , e n } oila affin

fazodagi affin koordinatalar sistemasi deyiladi va 0 £ j... en ко ‘rinishda 
belgilanadi.

Bizga affin fazoda A nuqta berilgan bo i s a ,

OA =  a ]ej + . . .  +  a ne n tenglikdagi a 1, . . a 11 sonlari^ nuqtaning

affin koordinatalari deyiladi.
Affin fazolarda to‘g‘ri chiziq tushunchasiga ta’rif bera olamiz. Agar

affin fazoda M 0 nuqta va mos chiziqli fazoda a  vektor berilgan boisa, 

M q M  vektor a  vektorga kollinear boiadigan affin fazodagi M  nuqtalar



to‘plami M Q nuqtadan o‘tuvchi va a  vektorga parallel to‘g‘ri chiziq 
deyiladi.

8-teorema. Affin fazoning o'zaro farqli ikkita nuqtasidan bitta to‘g‘ri 
chiziq o'tadi.

Isbot. Bizga M Q va M j nuqtalar berilgan bo'lsa M qM^  =  a  

vektorga parallel va M Q nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq A f0va 

M x nuqtalardan o'tuvchi yagona to‘g‘ri chiziqdir.

Berilgan M 0va M j nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq nuqtalari

M qM  — tMftMi tenglikdan aniqlanadi. Bu tenglikdan har bir fyf 
nuqta t parametrning bitta qiymati bilan aniqlanishi kelib chiqadi. 

Masalan M  =  M q nuqta parametrning t  =  0  qiymatiga, 

M  =  M j nuqta esa parametrning t  =  1 qiymatiga mos keladi. 

Parametrning 0  <  t <  1 qiymatlariga mos keluvchi nuqtalar M q va 

A /jnuqtalar orasida yotuvchi nuqtalar deyiladi. Berilgan M Qva 

M i  nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chiziqning M q  va M y  nuqtalar orasida 

yotuvchi nuqtalar to'plami boshi M Q nuqtada va oxiri Mj nuqtada

bo'lgan kesma deyiladi va M qM \  ko'rinishda belgilanadi.

10-ta’rif. Chiziqli fazo elementlarining har bir juftiga bitta haqiqiy 

sonni mos qo ‘yuvchi a , b —> {a ,  b )  funksiya uchun:

1. Ixtiyoriy a,b ,c  6  V vektorlar uchun ( a,b +  c )  =  

(a,b) + (a,c)  tenglik.

2. Ixtiyoriy £  haqiqiy son va a,b vektorlar uchun к (a,b) =



( k a , b )  =  ( a , k b )  tenglik;

3. Наг qanday ikkita a , b  vektor uchun ( a , b )  =  {b,  a )  tenglik

4. Ixtiyoriy noldan farqli# vektor uchun ( a , a )  =  a  > 0

munosabat bajarilsa, ( a , b )  miqdor a , b  vektorlarning skalyar
ko'paytmasi deyiladi.

Chiziqli fazoda skalyar ko'paytma aniqlangan bo'lsa,

| a  | =  s j ( a , a )  formula yordamida vektor uzunligini aniqlaymiz. 

Vektorlar orasidagi burchakning kosinusi

cos <p = i —

tenglikdan aniqlanadi. Bu yerda a2=(a, a) belgilash qabul qilingan. Bu 

formula korrekt aniqlanganligini ko'rsatish uchun j ab  j < |йг||б| 
tengsizlikni isbotlashimiz kerak. Bu tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy

tengsizligi deb ataluvchi ( a b )2 <  a 2b 2 tengsizlikka teng kuchlidir.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun у  (?) =  (a  +  rf>)2funksiyani qaraymiz.

Bu funksiyani f ( t )  =  a 2 +  2 t  ( ab )  +  t 2b 2 ko‘iinishda yozsak, uning 
diskriminanti uchun

( a b f - a 2b 2 <  0 
munosabat o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlik esa Koshi-Bunyakovskiy 
tengsizligiga ekvivalentdir. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

j a + b \ =  (a + b)2 = a 2 + 2 ab + b 2 < j a  |2 + 2 j  a  \ . ; b j+

j b \2 — (j a  j + ] b j У va a  + b f  = (a + b)2 = a2 + lab + b2 > \ a |2 - 

-21 aj .\b j+i b \2 =(| a j-j b j f  tengsizliklarni hosil qilamiz. Bu



a -  6 < \ a  + b < a + \b

tengsizlikni hosil qilamiz.
11-ta’rif. Affin fazoga mos keluvchi chiziqli fazoda skalyar ко ‘paytma 

aniqlangan bo Isa, yevklid fazosi deyiladi.
Yevklid fazosida ABC — ixtiyoriy uchburchak berilgan bo‘lsa, a—AB, 

b=BCbelgilashlar kixitib va a+b-AC  tenglikni hisobga olib uchburchak 
tomonlari uchun

A B  ~ B C  < A C  < A B  + B C
tengsizlikni hosil qilamiz.

Agar OACB -  parallelogramm bo‘lsa, a  =  OA , b  =  0B

belgilashlar kiritib, ОС = a + b , AB = b - a  tengliklami hisobga olib

I ОС \2 + j AB |2 =(fl + 6)2 + { b - a f  =2(a- +b2)=2^ OA j3 + |OB j2 j = | OA |2 +

+ | AC |2+| BCf+\OBf
tenglikni hosil qilamiz. Demak parallelogramm diagonallari 
kvadratlarining yig'indisi uning tomonlari kvadratlari yig'indisiga teng.

12-ta’rif. Berilgan a  va b  vektorlaming skalyar ko‘paytmasi nolga 
teng bo‘Isa, ular ortogonal vektorlar deyiladi.

Agar vektorlar ortogonal bo‘lsa, (a  +  b j  =  a 2 +  b 2 tenglik o'rinli

bo‘ladi. Uchburchakning tomonlari uchun a  =  0 A ,

b  =  OB, belgilashlar kiritib va b — a  =  A B  tenglikni hisobga olib, 
Pifagor teoremasini hosil qilamiz:

\AB\2 =\OA\2 + \O B \\

Bizga V chiziqli fazoda el, . . . ,eu oila berilgan bo‘lsa,



x = х'е, + х Ч  + • • • + х е п, у  = y'et +  у :е2 +  • • • + у ”еп 
vektorlarning skalyar ko‘paytmasini 

(х,у)= Е (А )(У е/)= 't(eiei)xiyi
i , j =1 i,7=l

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Agar g y  -  (ei , ej )  belgilash kiritsak 

skalyar ko‘paytma uchun

( X , y ) = i g i/Xiy j ( 1)
u=i

ifodani olamiz. Tekshirib ko‘rish mumkinki

g =  (ej, )  matritsa simmetrik matritsadir. Masalan n =  3 bo‘lganda 

skalyar ko'paytma

(x,y) = glXx'y' + £,2*У +gi3XY  + &1*У + &2*У + 
+ g2 з*У + g3lx3y' + g32x}y2 + g3,x3y3 = gnxlyl +

+ gn (Xху 2 + *У  ) + +gl3 (x'y3 + X V  ) + g22x2y 2 +
+ g2 з (x2 /  + x'y2 ) + &з*У,

ko'rinishga keladi. Bu yerda

Яп =  g 22 (^2’ ^2) ’ g \2 ~~ g 2i ~  С^р^г)*

& з  =  &2 =  0 ^ ) ,  #13 =  =  ( е р е з)> g 23 =  ( е з ’ е з ) ь ° ‘и ь ,  
skalyar ko‘paytmaini

(x, y) = I  У  + £  g jy О У  + xJy ‘ )
' '</ 

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.



Biz agar
X  =

' х ' Л

v x  J

f  1 \  
У

У =

yy

, G = 821— 8 :In matritsalar

ПП /

kiritsak, skalyar ko‘paytmani x TGy ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

Bu yerda x T =  ( x 1, . . , , x")  transponirlangan matritsa. Matritsalami 
ko'paytirish amallarini bajarsak

x TG y = i t g 4x‘y J7 1=1 j=i

tenglikni hosil qilamiz. Demak 

T(x,y )  -  x Gy  

tenglik o‘rinlidir. Agar x = у  bo‘lsa,

(x, x) = x~= gy-x'x = Ig„(x') + 2 1  gyx'xJ = x Gx
i i < j

ifodani hosil qilamiz. Algebra kursidan bilamizki 

x7Gy

ifoda bichiziqli forma deb ataladi. Skalyar ko‘paytma uchun 
(*?.y) = (y ,* ) tenglik o'rinli bo‘lganligi uchun bu forma simmetrik

formadir. Har bir x vektor (x, x) = x 2 > 0 bo‘lganligi uchun (x) musbat
aniqlangan bichiziqli formadir. Demak, skalyar ко‘paytma berilgan oilada 
musbat aniqlangan bichiziqli formadan iboratdir. Bu forma oilaning 
metrik formasi deyiladi. Albatta oila o‘zgarganda metrik forma o'zgaradi. 
K oeffitsientlarning o'zgarish qonunini tekshirish uchun

X vektoming el , . . . ,  en va ev, . . . ,  en, oiladagi koordinatalaridan iborat



matritsalami kiritib va et, enoiladanev, e n, oilaga o'tish

bogianish kelib chiqadi. Bu munosabatni koeffitsientlar orqali yozsak, 
u quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

tengliklar о ‘rinli bo ‘Isa, bu bazis ortonormal bazis deyiladi.
Ortonormal bazisning vektorlari o‘zaro ortogonal bo‘lib, ulaming 

uzunliklari bitga tengdir.
14-ta'rifs Berilgan x  vektor uchun xy ~ ( x ,  el xm = ( x , e m) 

skalyar ko‘paytmalar e , , . , . ,  oilaga nisbatanx vektoming Fur fe

matritsasini С  =  (C*,) — bilan belgilab,

x = Cx (x, x) =  x 2 =  x TGx 
tengliklardan

(x, x) = ( x 1 C T)G(Cx  ) =  x'T (C TGC)jc (2)

munosabatni olamiz. Bu tenglikdan 

G =CTGC (3)

П

(4)

13-ta’rif. Berilgan e , , e m bazis uchun



koeffitsientlari deyiladi.
Albatta agar x = 0 bo‘lsa, uning Fur’e koeffitsientlari uchun

x, = 0 , . . . ,  xm = 0 tengliklar o'rinli bo‘ladi, lekin x, = 0 , . . . ,  xm = 0

tengliklardan x = 0 tenglik kelib chiqmaydi. Agar har bir x  vektor uchun

X, = 0, . . . ,  xm = 0 tengliklardan x = 0 kelib chiqsa, oila yopiq oila 
deyiladi.

9-teorema. Ortonormal oilada har bir x vektor uchun 

X '  H \-X  <  X
1 II I I

tengsizlik o'rinli bo‘lib,x = x - x 1e 1- . . . - x e  vektor e l , . . . , e u 
vektorlarga ortogonaldir.

Teoremaning birinchi qismini isbotlash uchun
I I ?  m
b et = x 2 - I x ,2
1 /=1 1

tenglikni ko‘rsatish yetarlidir. Bu tenglikni isbotlash uchun bevosita hisob- 
kitob ishlarini bajaramiz:

0 < | x' I' =x '2 = ( x - J x . e ) ^ x - J x . g  j

m , v m m ( \
=  x 2 -  2 1  x  ( x e ) +  £  I  x x  [ е е  j  =

/=! /=1 j = 1 7

=  x 2 - 2 I x : + Z x 2 = x 2 - I x 2
/=1 /=1 /=!

Teoremaning ikkinchi qismi

(e,, x -  x,e,--------x e m) = ( e , x) -  x ( e , e ) = x, -  x = 0
tenglikdan kelib chiqadi. Bu yerda i =

15-ta’rif. Ortonormal oilani ixtiyoriy vektor bilan to ‘Idirganimizda, и 
ortonormal bo ‘Imay qolsa, bu oila maksimal oila deyiladi.



10-teorema. Ortonormal el , . . . , e n oila uchun quyidagilar teng 
kuchlidir:

1)  ex, . . . , e n maksimal oilalar;

2)  ex, . . . ,  en yopiq oilalar

3) el , . . . , e n to ‘liq oilalar;
4) Har qanday x  vektor uchun

x = x1e1+... + x e „

tenglik о ‘rinli bo ‘lib, bu yerda X ,̂ . . . ,  Xn koordinatalar 
Fur’e koefitsientlariga tengdir.

5) Har qanday x  vektor uchun
2 2 2 X = x, + - - - + x n

tenglik о ‘rinlidir.
6)  Har qanday x , У vektorlar uchun

( x , y )  =  x ly l + - - -  +  x ny n
tenglik о ‘rinlidir.

Isbot. 1) Berilgan ortonormal oila ex, e n maksimal bo‘lib, yopiq 
bo'lmasa, Fur’e koeffitsientlari nolga teng bo‘lgan noldan farqli jc vektor

x
mavjud boiadi. Agar, e , , . . . ,  enoilaga j^jvektorni qo'shsak, yana

ortonormal oila hosil bo'ladi. Demak, maksimal oila yopiq oiladir.

2) Yopiq e%, . . . , en oila to'liq bo‘lmasa, ular orqali chiziqli 
ifodalanmaydigan x vektor mavjud boiadi. Bu vektor yordamida

x = x - x ]el ~. . .—xnen
vektomi qursak, u noldan farqli, lekin uning Fur’e koeffitsientlari nolga 
tengdir.

3) Agar x  = kxex + • • • + kne„, bo‘lsa, x  =  ( x , e . ) =  k. (e.e .) =  k.



4) Agarx l L x>ei va.y ’ bo'lsa,
/ /

О ’ У) = I x,e,, Z  y ,e , = z  I  x j j  f e , e , ) = X  *,У, ■
V 1 /

tenglik o'rinlidir.
5) Yuqoridagi tenglikda x = у  bo‘lsa,

tenglikni hosil qilamiz.

6) Agar ortonormal oila el , . . . , e n oilaga yana bitta x vektomi 
qo‘shib, yana ortonormal oila hosil qilsak, x vektor uchun

tenglik hosil bo'ladi. Teorema tsbotlandi.
Bizga n o‘lchamli X affin fazo berilgan bo'lib, unga mos V chiziqli 

fazoda skalyar ko‘paytma kiritilgan bo‘lsin, ya’ni Vyevklid fazosi bolsin. 
Bu holda Zham yevklid fazosi deyiladi. Faqat bunda X  ning elementlari 
nuqtalardan iborat ekanligini yoddan chiqarmasligimiz kerak. X  da V

dagi ortonormal oila yordamida kiritilgan Oe, , . . . , eH
koordinatalar sistemasi to‘g‘ri burchakli yoki dekart koordinatalar 
sistemasi deb ataladi. Biz yuqorida ko‘rdikki, ortonormal oilada 
vektorlaming skalyar ko'paytmasi

{x,y)=xly+...+x„yn, 
formula yordamida, vektoming uzunligi

formula yordamida hisoblanadi. Natijada yevklid fazosida ikki nuqta 
orasidagi masofani hisoblash uchun

formulani olamiz. Bu yerda X| , . . . ,  x n — Д  nuqtaning koordinatalari,

1 = x 2 =  Xj2 + x \  + • • • +  x 2n =  0 ,

X' =  X. + . . .  +  X '



У}> Уп В  nuqtaningkoordinatalaridir. Agarbizgabirorta ex, . . . ,e„ 
oila berilgan bo‘lsa, uning yordamida ortonormal oila qurishning Gram- 

Shmidt usulini keltiramiz. Agar ex, . . . , e n oilaning ex, . . . , e k vektorlari 

ortonormal bo'lsa, к  + 1  -vektor

ek+1 =  e k+1 ~ X\e\ ~  Xkek’ 

formula yordamida aniqlanadi. Bu yerda xx, . . . , x k - lar x  =  e k+i 

vektoming ex, . . . , e k vektorlarganisbatan Fur’e koeffitsientlaridir. Hosil

bo'lgan vektor ег, . . . ,  ek vektorlarning har biriga ortogonaldir. Uni
o'zining uzunligiga bo‘lib qo'ysak, birlik vektor hosil qilamiz. Keyin 
protsessni davom ettirib ortonormal oilani olamiz. Albatta jarayonning
boshida к  =  0  > shuning uchun birinchi vektomi 

> _  &
-  | e | formula yordamida quramiz. Ikkinchi vektor esa

ег = e 2 - x xe\ formula yordamida aniqlanib, keyin esa u o‘zining

uzunligiga bo'linadi. Bu yerda x, =  ( е2, е [ ) .
16-ta’rif. Bizga ikkita ortonormal oila berilsa, ulaming biridan 

ikkinchisiga о ‘tish matritsasi ortogonal matritsa deyiladi.
Ortonormal oilada metrik forma koeffitsientlari birlik matritsadan 

iborat bo‘lganligi uchun quyidagi teorema o‘rinlidir.
11-teorema. Berilgan С matritsa ortogonal bo‘Ishii uchun

CTC = E (5) 
tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Bizga ortogonal С  matritsa berilgan bo‘lsin. Agar bu matritsa

ortonormal ex, £„oiladan ortonormal e { , . . . ,  e'n oilaga o ‘tish 
matritsasi bo'lsa,



el =Cnei + Cne2+ --- + CU,e„

~ C2iei ■*" C22et ('2rfin

tengliklar o‘rinli bo'ladi. Bazis e[ , . . . ,  e'n ortonormal bo'lganligi uchun

tengliklarni olamiz. Bu tengliklar (5) tenglikka teng kuchlidir. Va aksincha 

agar С matritsauchun C JC = E tenglik o‘rinlibo‘lsa, ex, . . . , e n oiladan

yuqoridagi formulalar yordamida hosil qilingan e [ , . . . ,  e'n oila
ortonormal bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

12-teorema. Berilgan С  matritsa ortogonal b o ‘lshii uchun 
quyidagilardan birortasining bajarilishi zarur va yetarlidir:

1) Matritsa va transponirlangan matritsalar ko ‘paytmasi birlik 
matritsadir:

2) Ustunlar ortonormal oila tashkil qiladi.
3) Satrlar ortonomal oila tashkil qiladi.
4) Teskari matritsa transponirlangan matritsaga tengdir: Q  l — (JT.

tengliklar o‘rinlidir. Bu tengliklardan
n{n + 1)
— ~—  ta

CCT = E ,  CJC = E .



Bu teorema isboti o‘quvchilarga mashq sifatida havola qilinadi. 
Ortogonal matritsa uchun C C T = E  tenglikdan d e tC T =  d e t C

munosabatni hisobga olib, (det C ) 2 =  1 tenglikni olamiz. Bundan esa

d e tC  =  ± 1  tenglik kelib chiqadi.
Ortogonal matritsalar to‘plami oddiy matritsalarni ko‘paytirish

qoidasiga nisbatan gruppa hosil qiladi. Bu gruppaO(ft) ko‘rinishda 

belgilanadi. Agar yi =  2  bo‘lsa, ortogonallik sharti

C ll  C n  =  C n C l2 ^21^22 =  C 12 ^ ~ C 12 ~  ^

ko‘rinishda bo'ladi. Bu shartlardan birinchisi va oxirgisidan a  va J3 
burchaklar mavjud bo‘lib,

cu = c o s a ,  c21 = sin a , 
cn = cos P, c22 = sin (5

tengliklar bajarilishi kelib chiqadi. Yuqoridagi tengliklaming ikkinchisidan 
esa

cos a  cos P  + sin a  sin /? = 0 

munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat esa

cos (/? -  a )  = 0 
tenglikka teng kuchlidir. Demak,

л ^  л 3 71
В  — ОС Л---- va (j  — ОС Л--------

2  2

tengliklaming birortasi o‘rinlidir. Bundan esa С  matritsaning determinanti 
birga teng bo'lsa, u



''cos a  -  sin a   ̂

4sin a  cos
ko'rinishga, uning determinanti minus birga teng bo‘lsa, u

rcos a  sin a  ̂
4sin<z - c o s a ^

ko‘rinishga ega ekanligi kelib chiqadi. Biz Q  matritsaning bu 
ko‘rinishlardan foydalanib, tekislikda bir xil orientatsiyaga ega dekart 
koordinatalar sistemasini almashtirish uchun bizga yaxshi tanish bo'lgan

iI *
x = cos a  x -  sin a  у  + x 0 , 

}̂  = - s i n a  x + c o s a  y y 0,

formulalami olamiz. Bu yerda(x0 ,_y0) -  yangi koordinatalar boshi, 
a  esa yangi va eski abssissa o‘qlari orasidagi burchakdir.

3 -§ . Mustaqil ish uchun topshiriqlar

1. Chiziqli fazoda mos ravishda ax = {1,1,0,0},a2 = {0,1,1,0}, 

аъ = { 0 ,0 ,1,1} va 6, = { 1,0 ,1,0 } ,62 = {0 ,2 ,1,1} ,63 = { 1,2 ,1,2} bazislarga 

egaVx vaV2 qism fazolar yig‘indisi va kesishmasining bazisini toping.

2. Chiziqli fazoda mos ravishda = {1,2,0,1},й2 ={1,1,1,0} va

6) = {1,0,1,0},62 ={1,3,0,1} bazislarga ega Vt vaV2 qism fazolar yig'indisi 
va kesishmasining bazisini toping.

3. T o‘g ‘ri chiziq va gipertekislik mos ravishda
x, = 8f,x2 = 4/,x-, = 3t,x4 = - 3 t  va 2x, -  2x2 -  x3 + x4 = 0 tengla

malar bilan berilgan. Berilgan x -  {1,2,3,4} vektomi to ‘g'ri chiziqqa tegishli 
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у  vektor va gipertekislikka tegishli z  vektorlaming yig'indisi ko*rinishida 
ifodalang.

4. Tekislikning (-1,1,0,1,5),(2,-1,3,4,0),(1,2,7,6,1) nuqtalardan 
о ‘tishi ma’lum bo‘Isa, uning parametrik va umumiy tenglamalari tuzilsin.

5. Umumiy tenglamasi bilan berilgan

j5 x { + 6x2 -  2x3 + 7x4 + 4x5 -  3 = 0 

(2x, + 3x2 - x3 + 4xa + 2x5 - 6  = 0

tekislikning parametrik tenlamasini yozing.в
6. Birinchi to‘g ‘ri chiziq (1,0,-2,Y) nuqta va{ 1,2,-1,-3} vektor bilan,

ikkinch tekislik esa (0,1,1,--1) nuqta va{2 ,3 ,-2 ,-4} vektor bilan 
aniqlangan bo‘Isa, ulami o ‘z ichiga oluvchi eng kichik o ‘lchamli tekislik 
tenglamasini yozing.

7. Ikkita xl = \  + t,x2 =2 + t,x} =3 + t,x4 =A + t , x l -
0,x2 - x, +1 = 0..\-4 -3  = 0 to ‘g ‘ri chiziq о ‘z ichiga oluvchi eng kichik о ‘Ichamli 
tekislik tenglamasini yozing.

8. To ‘rt о ‘Ichamli fazoda

x, + 2x2 + Зх3 + x4 -  3 = 0 

• x, + 4x2 + 5x3 + 2x4 - 2  = 0 

2x, + 9x2 + 8x3 + 3x4 - 7  = 0

sistema bilan berilgan tekislik va5x, + 7x2 + 9x3 + 2x4 — 20 = 0 to‘g ‘ri 
chiziqning 0 ‘zaro vaziyatini aniqlang.

9. To‘rt 0 ‘Ichamli fazoda5x, + 9x3 + 2x4 - 2 0  = 0, x2 = 0 tekislik
va

x, + 2x 2 + 3x3 + x4 -  3 = 0 

■ Xj + 4x 2 + 5x3 + 2x 4 - 2  = 0 

2x, + 9x 2 + 8x3 + 3x4 -  7 = 0 

to‘g ‘ri chiziq berilgan. Ulaming o ‘zaro vaziyatini aniqlang.



= 3 + 3t, x4 = 4 + 4t va x, + x2 +1 = 0, x3 -  x4 = 0 tenglamalar bilan
berilgan. Ulaming kesishmasligini ko‘rsating va to‘g ‘ri chiziqqa parallel 
bo ‘lib berigan tekislikdan о ‘tuvchi eng kichik о ‘Ichamli tekislik tenglamasini 
yozing.

11.Ortonormalbazisganisbatan uchta {1,2,2,1},{1,1,-5,3},{3,2,8,-7 }  
vektorlar berilgan. Berilgan vektorlarga tortilgan qism fazoning bazisini 
toping va uni fazoning bazisigacha to ‘Idiring.

12. Besh о ‘Ichamli fazoda ortonormal bazisga nisbatan

x, -  x2 -  2x3 + 4  = 0 gipertekislik berilgan. Birinchi to ‘rttasi berilgan 
gipertekislikda yotuvchi yangi bazisni toping.

13. Gipertekislik 2x, -  2x2 -  x3 + x4 = 0 va x  = {2,0,4,6 } vektor

berilgan. x vektomi berilgan gipertekislikka tegishli у  vektor va shu 
gipertekislikka ortogonalz vektorlarning yig‘indisi ко ‘rinishida ifodalang.

14. Yevklidfazosi V da xv x2 vektorlar,V ningqismfazosi y d a y l, y 2

vektorlar vaV'  ga ortogonal b o ‘lgan zx, z2 vektorlar berilgan.

Agar, x2 -  x( V' fazoga tegishli bo ‘Isa, z, = z2 munosabat о ‘rinliligini 
isbotlang.

15. О ‘zining M  (x  о , У о )  bazislari bilan berilgan qism

fazoga {4,-1,3,4} vektoming ortogonal proeksiyasini toping.
16. Tenglamalar sistemasi

(2x, + x2 + x3 + 3x4 = 0 

[3x, + 2x2 + 2x3 + x4 = 0

bilan berilgan qism fazoga {1,-4,--1,2} vektoming ortogonal proeksiyasini 
toping.

17. To‘rt о ‘Ichamli fazoda x, = x2, x3 = x4, x2 = 2x3 to ‘g ‘ri chiziq 

va 3x, — 2x2 + x4 = 0, x2 + x3 = 0 tekislik orasidagi burchak topilsin.



18. To‘rt о ‘Ichamli yevklid fazosida {1,1,1,1}, {1,—1,1,—1} vektorlarga

hamda {2 ,2 ,1,0 }, {1, - 2 ,2 ,0 } vektorlarga qurilgan qism fazolar orasidagi 
burchak topilsin.

nuqtalardan о ‘tuvchi tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligi va 
asosi topilsin.

20. Berilgan M (4,2,--5,1) nuqtadan

tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligi va asosi topilsin.

21. Berilgan I), B(2,2,0,0),C (l,2,0,1) nuqtalardan о ‘tuvchi

tekislik va D (l,l ,1,2 ), £ ( 1,1,2 ,1) nuqtalardan о ‘tuvchi to‘g ‘ri chiziqning
о ‘zaro vaziyatini aniqlang, ulaming umumiy perpendikularining tenglamasini 
yozing va uzunligini toping.

2Xj -  2x2 + x3 + 2x 4 = 9 

2x, -  4x 2 + 2x3 + 3x4 = 12
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